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SULLA GEOMETRIA IMMAGINARIA DI LOBATSCHEWSKY
PER

6. BATTAGLINE

La pubblicazione rccente deila traduzione francese di un opuscolo di N. 1. Lo-
batschewsky (¥), ha richiamato { attenzione dei Geometri sul sistema di Geometria,
che col nome di Geometria smmaginarie (*¥) fu fondato da Lobatschewsky sopra
una teoria delle parallele diversa dalla ordinaria teoria euclidiana,

In guesta Nota ho cercato di stabilire direttamente il principio che serve di base
alla nuova teorica delle paraliele, € quindi di pervenire, in modo diverso da Lo-
batscheéwsky, alle formole che esprimono le relazioni tra le parti di un triangolo
nel sistema della Geometria immaginaria.

1. Se per indicare una determinata posizione della retta indefinita @, che gira
intorno ad un punto p in un piano P, conveniamo di adoperare il simbolo

Q= nF(z]s

‘n eni z dinota la quantitd della rotazione della retta variabile passando da un’ ar-

bitraria posizione iniziale 2, all'attuale posizione 2,, ed F & 12 caratteristica di una

ignota funzione, sara
0,=0,F@) , =0},
Q =0, F(z—o)=F (=—);
si avra quindi per determinare F 1a relazione

Fg)F(z—~a)=F ) Flz—y)

(#) Geometrische Untersuchungen zur Théorie der Parallellinien, von N.Lobatschewsky,

Kaiserl. russ. wirkl. Staatsrath und ordent. Prof. der Mathematik bei der Universitit

Kasan. Berlin 1840.
fitudes Géométriques sur 13 Théorie des Pavalldles par N. Tobatschewsky , traduit de

1 Allemand par J. Hoiicl. Paris 1866¢ 3
(*%) Nouveaux principes de Géométrie avec une théorie compldte des Paralitles, Mé-

moires de I’ Université de Kasan; 1836, 1837, 1838.
Géométrie imaginaire. Crelle Journal. Band XVIL 1837.
Pangdométrie , ou Précis de Géométrie fondée sur wne théorie générale et rigouraunse

des Paralléles. Kasan 1856.
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ovvero, ponendo #=0, osservando che F(0)==1, e camhiando poi 7 in &+-y,

() Flo-+y)=F(@)F(y).

Derivando I' equazione (1) rispetto ad =, ¢ rispetto ad y, se ne dedurrd, indi-
cando con k una costante,

Flo) _F)_Fl)_,
Fa)  Fg) B

e quindi , essendo ¢ la base dei logaritmi naturali,

kz  E%z® B3y
2 —phZ— e e P et BT
@ Flej=e =l e g s

Girando indefinitamente la retta € intorno al punto p nel piano ‘P, essa passera
periodicamente per ogni sua determinata posizione; questa proprietd da il mezzo
come determinare la costante & contenuta in F (z), perd siccome , allorche la va-
* riabile z & reale, la funzione ¢** non puo riprendere periodicamente gli stessi va-
lori, a meno che % non sia una quantita immaginaria pura, considereremo in vece
di ¢¥Ia funzione ™, essendo ==\/—7,

Chiamiamo, rispetto alla base &, coseno ciclico e seno ciclico di z le espressioni

k®z2 Kzt
COSZmm e e
% 1.2.3 4

1.2

(3)
con gt __ B2 K5
1123 "12348

L . .. . .o senz :
langente ciclica e cotangente ciclica diz le fanzioni tanz=£-;, cotz = s y

sara
eMmposzeeisens |, e~a=cogzamisen z,

sk A-+ttanz  cotz-f
e e T
A--ttanz  cotz——i

3

relazioni da cui si ricavano facilmente le note espressioni di cos (@-+y), sen (x-+y), ' 1
tan{w—+y) e cot(v-+y).
Sia 2n il valore di k3 che da

) 2% A
L35 S Y —
0 —— 1180 N — =21
k k !
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saré,-’;- il periodo della funzione ¢***; osservando che dalla condizione precedente

ik
si trae ¢ =1, ¢ ==i, sara per ogni valore intero, positivo o negative,di 2n4-1,

o pure di 2n, cos(2n—-1) 2—2-:0, o pure sen%%c::o,si avranno quindi lc espres-

sioni, in prodotti continui,

cosz—('l Mgznk(.i k2 ('1 Mﬁzﬂ)
g “5} 91\'.2) ‘257‘:2._...

kz* k2z? itg®
senz_.kz(*l—-“-z—)(*l—ﬁ)(d—g“—z) e

dalla seconda delle quali, ponendo = , 8i trae

(&)

23]

224466, .. ...
27 1.33.58587......"

onde 7=3,14159. . . .. .
Adunque, prendendo per unitd di rotazione della retta Q, intorno al punto p ncl
piano P, la quarta parte della rotazione, dopo la quale la retta ritorna per la prima

volta alla sua posizione iniziale si avra—k:li-, ¢ gnindi kz-é; la quantith z nelle

formole precedenti sara la misura dell’angolo compreso tra le refte Q, ed Q,, rife-
rito all'angolo retto preso per unita. Per maggiore semplicitd delle formole suppor-
remo k=1, il che corrisponde a prendere per unita degli angoli I’ angolo retto di-
T
"2‘?.

Agli stessi risultati si perviene se col simbolo £2,==,F(3) si conviene d’indicare
una determinata posizione del piano £ che gira intorno ad una retta !, essendo z
la quantitd della rotazione del piano variahile passando dalla posizione iniziale £,
all' attuale ©,. Supponendo come sopra k=1, sara z la misura dell angolo com-
preso tra i piani £, ed &, essendo I'unitd cui esso si riferisce 1’angolo diedro
retto diviso per '5-1;

Indichiamo ora col simbolo w,=w,F(z) una determinata posizione del punlo v
che percorre una retta L, essendo z la quantiid della progressione del punto va-
riabile passando dalla posizione iniziale w, all’ attuale w,. Si avrd ancora |’ equa-
zione (), perd siccome, percorrendo il punto p l2 retta L indefinitamente, non si

viso pel numero

rirery
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ha pia la condizione del periodico passaggio di p per ogni sua determinata posi-
zione, in tal caso la costante k dovra ritenersi indeterminata. ,

Chiamiamo, rispetto alla base k, Coseno iperbolico e Seno iperbolico di z le e-
spressioni _

k*z* kit
Cos ==l e e
R A I T A

(%)
k3z3 Bz

1.98 1.2.358 "

kz,
Sen z=—4-.+

Tangente sperbolica, e Cotangente iperbolica (*) di 2 le funzioni

ens Cosz )

o=
Senz’

L

S
Tan z =
G
sara
M =Cos s+Senz, e~**=(Cosz—8ensz

sz VFTanz __Cotz—+-14
T " Tanz Cotzeeq ’

relazioni da cui si ricavano facilmente le espressioni di Cos(z-}-y), Sen(w-+y),
Tan (x+y) e Cotlxty),

In generale si passera dalle funzioni cicliche alle iperboliche, o viceversa per
mezzo delle formole

& . B
¢c05z =Cos z}:, 25€n z..—_SemZ ,

) ¥4 ) ¥
ztanz:’l‘am];, --:,cotz=Cota-’-‘- ;

£
mentre le funzioni cicliche hanno il periodo reale 2x, le funzioni iperboliche han-
no il periodo immaginario 2@;.

Nelle formole precedenti la quantita z & la misura del segmento compreso tra i
punti v, ed w, riferito ad un segmento arbitrario preso per unita; se per mag-
giore semplicita si voglia supporre =1, si prendera per nnitd dei segmenti I'unita
primitiva divisa per la costante k, T

2. Cio premesso; consideriamo in un piano il sistema dei punti w di una retta L,
cd il sistema delle rette £ che li congiungono con un puntop; se m, n sono due

(*) In vece del nomi di funzioni cicliche o sperboliche si potrebbero adoperare quelli di
funzioni di roiazione e di progressione,
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posizioni fisse di &, ed M, IV sono le posizioni corrispondenti di £, per ogni posizio-
Senm - sen HQ
Sen g O pure it rapporto —y]
avra un solo valore, positivo o negativo, e viceversa per un valore positivo o ne-
gativo dell'uno o dell’ altro di quei due rapporti, ii punto w, o pure la retta Q, pren-
dera wna sola determinata posizione ; quindi osservando che ad ogni posizione di v
corrisponde una sola posizione di Q e viceversa , indicando con A una costante, si
avra evidentemente la relazione

ne determinata di o, o pure di £, il rapporto

i Senmw . én MQ )
M Sen wn  sen QN

Suppeniamo i punti m ed » ad eguale distanza dal piede o della perpendicolare
0 abbassata dal punto p sulla retta L, e quindi le rette M ed N egualmente incli-
nate alla retta O; sard A==, sicché ponendo ow=0, 0Q=0, {'equazione (1) dara

2) 2n®  taniMN

Allorche il punto m percorre la retta L, nel verso positivo o negativo, da o al-
Pinfinito, Tan® prende tutt’t valori da zero a4-1 o a —1 ; nel limite delle posizioni
di w le rette corrispondenti € comprenderanno con 0 (dall’ una ¢ dail’ altra parte)
un angolo A diverso dall’ angolo retio (a meno che p non si trovi su di L) e deter-
minato dall’ equazione

' __tanj MN
(3) tan A___Tan;m.n :
si ha cosi it concetto fondamentale della teoria delle parallele di Lobatschewsky ,
cioé che da un punio p si possono tirare due reite parallele ad una retéa L, o sia
due rette che sncontrano L a distanza infinita.

Dalle equazioni (2) e (3) si ha

() Tano=—r,

sicché sara Tan 0;1, (e quindi 0 reale o immaginaria) sccondo che € <A ; segue

>

da cio che ogni retta £ condotta per p,” ¢ compresa nell' angolo 24 incontrerd la
retta L in un punto v, alla distanza finita da o espressa da

1, tanA+tan@
d=—log———— .
() ok logtan A—tan@® ’

e e e e
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ed ogni retta Q condotta, PEr p & compresa nell’ angolo supplementare di 2A incon-
trera la retta L in un punto, alla distanza tdeale da o espressa da

4 tan @-~tand =«
=—log—notfed  w
(6) =2 8 ano—tana g

L’equazione (3) mostra che variando la distanza 3 del punto p dalla retta I va-
ria ancora {'angolo di parallelismo A, sicehe il numero che esprime I'angolo A sara
una certa fanzione del numero che esprime la distanza & ponendo cotd = (3)
determineremo fra poco la funzione ®; osserviamo intanto che, per le diverse po-
sizioni del punto p sulla perpendicolare O alla retta figsa L, tutte le rette Q per le

. tan 0 . .
quali il rapporto mha un determinato valore (minore, eguale, o maggiore del-

I'unitd) incontreranno 7, in ano stesso punto {a distanza finita, infinita , o ideale )
. , ] . ) . tan @
determinato dall equazione (£), e viceversa; tutte le rette corrispondenti amr——- 0 ,
0 sia tutte le rette perpendicolari ad 0, incontrano Z nel punto ideale determinato

tan® aggior
fana fmaggtore

dell’ unita, incontrando L nel Punto ideale determinato dalf’ equazione (8), saranno
tutte perpendicoiari ad una stessq reitg y cioé alla retta perpendicolare ad I con-
dotta pel punto determinato da

da 9=?521;2, e tutte le rette corrispondenti ad ogni altro valore di

1 tan@4-tana
= g g——— .
2%k “tan@—tanA

segue da cio che ogai punto d’ inconiro ideale di due reute si pud considerare come
punto d’ incontro ideale di due rette qualunque perpendicolari ad una medesima

retta. Il punto ideale nel quale concorrono tutte le rette perpendicolari ad una
stessa retta (il quale dista per zé-;; da tutl’i punti della medesima) si dira il polo

di quetla retta.
Se nelle formole precedenti la costante k sisuppone eguale a zero » I equazio-
ne (2} riducendosi a

0 FImn

tan®” tan YN °
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si fa manifesto che I'angolo di parallelismo sard retto, qualunque sia la distanza. det
punto p dalla retta L; in tale ipotesi tutte le rette condotte per p incontrano quin-
di L a distanza finita, ad eccezione delle due paraliele coincidenti, le quali incon-
trano L in due punti coincidentt all wnfinilo. Si ha cosi il conceito fondamentale
della teoria delle parallele di Euclide.

Le due teorie delle parallele,, di Lobatschewsky e di Euclide, corrispondono a
due concetti diversi che possiamo formarci della linea retta, relativamente ai 3
suoi punti all' infinito. Secondo Lobatschewsky , la linea retta, a partire da ogni If
suo punto o, si distende all'infinito dall' una e dall’altra parte di o, perd i suel
due punti all’infinito, in parti opposte di o, sono tra loro distinti , sicché non si
potrd passare sulla retta dall’ una all’altra parte di o, se non passando per o nel
campo finito della retta {dai valori positivi cioé ai negativi della distanza z di un
punto p delia retta da o, passando per zero) o pure attraversando un campo ideale .
della retta al di ld dell’ infinito (passando cioé z per valori immaginarii). Secondo : |
Euclide al contrario, la linca retta.distendendosi ancora all’infinito dall’ upa e
dall’altra parte di ogni suo punto ¢, i suoi due punti all’ infinito-in parti opposte
di 0 sono tra loro coincidents, vale a dire la linea retta & una linea sndefinita
rientrante tn s¢ stessa, sicche si passerd sulia retta dall’una all’altra parte di o,
passando per o, o pure pel punto della retta situato all'infinito (dai valori positivi
cio& ai negativi di z passando per zero o per ).

Considerando ora intorno ad un punto il sistema delle rette » giacenti in un
piano P, ed il sistema dei piani Q che passano per esse e per una retta I, si avra
analogamente ad (1) la relazione

ST

S S

hear? —r, SPERHEFCE ¥ o R ey oo e e

T

T ey ok

e e

T

|

-

senmiw __ sen MQ
senwn  senQN '

e supponendo le rette m ed n egnalmente inclinate alla retta o d' intersezione del
piano P col piano O ad esso perpendicolare e condotto per la retta /, ‘e quindi i
piani M ed N egualmente inclinati al piane O, siavra analogamente a (2)

tané _ tanimn
tan® taniMN

=cost.

Allorche « gira nel piano P, pel verso positiva o negativo, a partire da o, tane
prende tutt'i valori da zero a - 0 a—a0, lo stesso avverra quindi per tan®; sic-
ché in tal caso non hanno luogo le osservazioni precedenti intorno. all’ incontro a
distanza finita, infinita , o ideale di Q e P; osserveremo solamente che determi-
nando 'angolo 4 dall’equazione

taniMN an | ':!
Eee onde tan9=t 9 i
tansmn . tanA

tanA=

2
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sara F'angolo A fanzione dell’angolo & compreso tra la retta { ed il piano P, sicché
siavrd fra & e 3 una relazione della forma cot A=p(5).

3. Cerchiamo ora le relazioni tra le parti di un triangolo, e supponiamo in pri-
mo luogo che il triangolo abbia un angolo retto C; siano 4 e B i due angoli obliqui,
opposti rispettlvamente ai lati a e b, e sia ¢ I'ipoténusa; per le cose dette si avran-
no eévidentemente le relazioni

()] Tana=®(f)tan4, Tan b===(a) tan B,
da cui si trae
Tana Sena
send= e
) VTan®at %) VSena+0¢)fSen'a.070)
(2
Tand Send
senB=

VT 0  VSen'st 5a)FSen®s. o)

Osservando che, qualunque sia ¢, per senA==), o pure sen B==0, dovra essere
a=0, o pure b==0, ¢ per sen A=A, o pure sen B=1, dovri essere 'a==¢ » 0 pure
b=c¢, & facile vedere che send e sen B dovranno essere espressioni.della forma

‘ @ _[®) :
send— f(c)’ sen B= ek

- inoltre dovendo essere evidentemente ¢ funzione simmetrica dj a e b, tale sara an-
cora f(c}; si avra quindi, per soddisfare a tali condizioni,

(3) ¢@)=Tana=fl)) ,  ®(5)=Tanb=f(}),
0 pure '
(k) bla)=Sena=f(a),  ®(b)=Send=f()

L’equazioni (3) corrispondono al sistema della Geometria euclidiana ; ed infatti
dalle equazioni (1), (2), (3) si trae

-

. . ana Tand
sen A==c08 B=——— , sen B=cos d == —v |
Tane Tane

(8)

Tan®¢=Tan% +Tan 2 ;

ora abbassando da C la perpendicolare sull’ ipotenusa ¢ , ¢ chiamando a ¢ § i
segmenti di ¢ adiacenti ad 4 e B, si avra per le relazioni (5)

Tan? .
Tane¢ ‘Tane

Tan,c==Tan (a-+-8)=Tanat~-Tan 3 ;
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quest’ultima equazione conduce alla condizione SenaSen =0, laonde essendo

_ hSaS k3ﬁ3
Sena_ka—}g'—g—l—. .oy Senﬁ_—kﬁ—l—-é-'g -+. ..

sara k=0, e I’equazioni (5) si ridurranno alle note formole della ordinaria trigo-
nomelria piana

a b
sen A==cos B=; s sen B==cosA ==
ct—=at4-0t,

Le equazioni (&) corrispondono invece al sistcma della Geometria non-euclidia-
na ; ed infatti dall’equaziont (1), {2), (&) si trae

Seng—Sencsend , Senb==Sencsen B,

Tana=Tanccos B, Tanb=Tanccos4, )
(7N Cose=~Cosalosb=cot Acot B,

cos A==CosasenB , cos B=Cosbsen4d ,

Tana=Senbtan d, Tanb=Senatan B,

che sono (sotto forma alquanto diversa) le relazioni date da Lobatschewsky (*).
Le formole (7) si riducono alle (63 allorché i lati del triangolo proposto sono in-

finitamente piccoli.
Segue dalle cose dette che tra I'angolo di parallelismo A& ¢ la distanza 3 di un

punto p da una retta L si ha la relazione sendtand==1, onde

1
sen A— ——— cos A=Tand;

(8) tand== Send ’ Cosd ’

Je formole () mostrano che 1" angolo acuto compreso fra due rette che s'incontrano

- in un punto allinfinito & eguale a zero, ¢ quello compreso fra due rette che s’'incon-

trano in un punto ideale & espresso da 443, essendo 3 la lunghezza della loro per-
pendicolare comune.

Con un procedimento analogo al precedente si otterranno’le relazioni tra le
parti di un triédro, che ha un angolo diédro retto; queste relazioni si possono de-

_ a b ¢, .
durre dalle formole {7) ponendo b=t a’—i invece di a, &, ¢.

(*) Etudes Géométriques etc. pag. 27.
Vor. V. . 29

t
et =

T

———— R et -

prTY e - a4k 3 ~ H
e T T

e

W e g =

S e e e e Pt
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Consideriamo ora un triangolo qualunque; siano @, 4. ¢ i suoi lati, valutati per-
correndo il perimetro del triangolo per uno stesso verso, ¢ siano 4, B, C gli angoli
esterni del triangolo compresi tra (b, ¢), (¢,a), (a,b); sia y la perpendicolare ab-
bassata dal vertice C sul lato ¢, ¢ siano (Cy, Cs ) e (Co ’3[3) le due parti dell’ angolo
C e del lato ¢ determinate da ¥; si avranno evndentemente le relazioni

sen ASenb==senBSena=Seny,

cotA cotB
tan C,== — ——, tan Cgz—— ,
@ Cosd =" Cosa
Tancy=—Tanbcos 4 , Tancg—=—Tanacos B,
tan 4 Cos b-+tanBCosa

tan{Cyt+Cpl=—tan Cmq— )

—TanacosB~—Tan bcosA
1 +TanaTanbcosAcos B’

Tall:(ca+c@)= —Tan ¢==

dalle quali si ricava
Sena__ Sené

send senB

lan4d . tan B tanC i

—_— i —
©) Cosa  Cosd ' CosaCosh tan 4tan BlanC=0,
Tana Tanbd Tane . "
cosd cosB oosdoosp | ranatanbTanc=0.
Poneudo

-
2’==1—Cos*a— Cos2p—Cos*:-+-2CosaCos b Cos ¢

o*=1—cos*4—co52B-—c0s*C--2cosd cos BeosC

le formole: (9), eon le loro analoghe, daranno

Sen®*q __Sen®b __Sen*% —g?
sentd  sen"B  sen’C sen®4sen®Bsen®*C '’
sen*4 sen?B  sen®C 2

Sen®s  Sen?, Sen’c  Sen’zSen Sen’c °

€osa==Cos6Cos c+SenbSenccosd ,
{10) Cos b=—=CoscCosa+SencSenacosh |
Cosc=CosaCos b—+SenaSenbcosC ,
¢0s A—cosBcosC-—senBsenCCosa
¢os B=cosCcosA==senCsenACos) ,
cos C=cosdcosB—sendsenBCos¢ ,




-
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e tre qualunque di queste equazioni serviranno per esprimere le relazioni fra i
lati ¢ gli angoli di un triangolo.

Le equazioni (10) restano inalterate ponendo z‘%, i-g, ) f—, ika, kb, the invece di
a,b, ¢, 4, B, C; segue da cid che ad ogni triangolo ne corrisponde un altro ideale,
ed i vertici di ciascuno di questi due triangoli corrispondenti sono rispettivamente
i poli dei lati dell’altro.
Le formole {10} si riduceno alle note formole della ordinaria Trigonometria pia-
na allorche ilati del triangolo proposto sono infinitamente piccoli.
Con un procedimento analogo al precedente si otterranno le relazioni tra le parti
[+

b,
diun triedro, le qualisi possono dedurre daile equazioni (10) ponendo i% ) ‘&'E, Y

invece di @, &, ¢.

Da quanto precede si fa manifesto che nella Geometria del piano le relazioni
metriche delle figure dipendono dalla costante k&, la quale non potendo essere de-
terminata ¢ priors (2 meno che tra i due concetti della linea retta, esposti pre-
cedentemente, non si voglia prescegliere I'euclidiano) dovra ritenersi, nelia scienza
pura, come assolutamente indeterminasa ; se per I'omogeneita delle formole si po-
ne kl==1, sara ! la lunghezza di una certa retta, la quale si deve cercare di deter-
minare allorché si vuol procedere alle applicazioni pratiche della Geometria; per
ottenere cid basta eseguire una sola espericnza, misurare cioé le partidi un trian-

golo (I' unita degli angoli essendo I angolo retto diviso pel numero% , ¢ [l'unitd

delle lunghezze una retfa arbitraria ), e sostituendo i numeri che le rappresen-
tano in una delle equazioni (15) (o in altra che se ne deduca) ricavare da essa il
numero k ; siavra quindi ! eguale alla retta presa per unita, divisa per k. Per
esempio s¢ a ed A sono il lato ¢ Iangolo di un triangolo equilatero, e quindi .
equiangolo , si avra per determinare k I'equazione

44 VicosGd—1
'I—V:i cos®; A——fl

ka=log

i trova cosi (dipendentemente dai nostri mezzi di osservazione, ed in relaziono
alla nostra stessa organizzazione) per & un valore tanto piccolo che ! eccede tullo
cio che & misurabile per noi; siamo quindi ricondotti nella pratica alla Geometria
euclidiana.

Se la retta { si prende per unita di lunghezza le formole (10) diverranno piti sem-
plici, dovendosi supporre allora k=1,

k. Se per i punti medii dei lati a, &, ¢ di un trlangolo s’ innalzano le perpendi-
colari, esse " incontreranno in uno stesso punto (a distanza finita, infinita, o idea-
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le) il quale sard ad eguale distanza dai vertici 4, B, C del triangolo ; chiamando »

il raggio del circolo circoscritto al triangolo, ed «, 8, ¥ gli angoli al centro, oppo-
sti ai suoi lati, si avranno le relazioni

Senja  Senib Senjc,
senia  senif  seniy

Senr ,

(1)
1a+iﬁ+1 -
gi TPV ="

dalle quali, ponendo per brevita

q 4 q 1 '] 1
| J—— — -— — —t — —
n _(Sen2a+Sen 26+Sen y c)(Sen 2l;v+Sen 20 Sen2 a)

1 1 q | 1 | )
. - - - el S € e
(Sen 3 ¢c+Sen 3 a— Sen 3 b (Sen 3 a+Sen2 Sen 3

si ricava
4
SentaSenzbSenzec
. .

2) Senr=—

Sia a<Cb<e; il centro del cerchio sara a distanza finita, infinita, o ideale, secondo
chesi ha i
1 |
Senia+Sen~szen 2 c.

2 2 <

Tutt'i punti del circolo sono ad eguale distanza non solo dal centro, ma ancora
dalla retta di cui quel centro & il polo; tale retta cade a distanza ideale, infinita, o
finita, secondo che il centro cade a distanza finita, infinita, o ideale ; la distanza 3
dei punti del circolo dalla retta che ha per polo il suo centro & data dalla formola

__SenjaSenibSenje
3) Cosd= = .

Tutt’ i circoli che hanno o stesso centro (a distanza finita, infinita, o ideale } ta-
gliano ortogonalmente tutte le rette condotte per esso; ses, s" ed S, § sono due
archi e due settori corrispondenti ad uno stesso angolo A al centro comune dei cir-
coli di raggi ¢ e ¢, si avra
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ed il raggio infinito. Al contrario nel sistema della Geometria'euclz'dz‘ana, il piano
& una superficie indefinita e rientrante in 8 stessa. avends i suoi punti alf infinito
coincidenti a coppie con i puuti di una 4nea retée; similmente lo spazio & un con-
tinuo indefinito e rientrante in s stesso, avendo i suoi panti all’ infinito coincidenti
a coppie con i punti di un piano. -

Senza entrare per ora in alri sviluppi sult’ oggetto , esaminiamo solamente il
triangolo sferico determinato dalle intersézioni delle tre facee di un angolo solido ,
di verlice p, con la superficie sferica descritta dalla rotazione intorno ad @ del eir-
colo di centrop e di raggio p. Se 4, B, Ced q, b, ¢ sono le inclinazioni delle fac-
ce, e gli angol piani dell'angolo solido {valutati come si & detto nel numero 3} sa-

ranno 4, B, C gli angoli esterns del triangolo sferico e le lunghezze a, 8, v dei
suot lati saranno date dalle formole

ek _ Bk 1k _
(4) TI'—T-—-'?- Senp.
Ponendo .
(2) 2n—(44+-B+ C)=¢,

& noto che e & la misura della superficie S del triangolo sferico ( vale 5 dire per

. . . . oo 8 e .
due triangoli appartenenti ad una stessa superficie sferica si ha -§,=;-,) e che il
valore di e ¢ dato dalla formola

4 4 1 | :
tan*rsztan E(a+b+c)tanz- {(b-+c—ajtan Z‘,(c+a—b)tan%—(a+b’-—c),

{3) o sia

6,6 +Yta —I'-k BA-y—u. tan 1 . 1+a—f 1 oa+p—y
n

tan'il—e—ta\niﬂs;(Jt an
B4 4 Senp & Senp & Senp

S

Potendo variare il secondo membro dell’ equazione (5) da zero all’ infinito , sard
¢ compresa tra zero e 2w, sicché i triangoli appartenenti ad una superficie sferica
che lia il centro a distanza finita, hanno 1a somma dei loro angoli esterni com-
presa fra’zero e quattro retti.

Se il centro della sfera cade a distanza infinita, essendo a, b, ¢ quantitd infinita-
mente piccole, tale sard pure ¢, sicché i triangoli appartenenti ad una superficie
sferica col centro a distanza infinita avranno la somma dei loro angoli esterni
eguale sempre a quattro retti; adunque per tali triangoli essendo

a B _ v
send  ssanB senC ’
()
A-+B--C=2mr.

tra i loro lati ed i loro angoli si avranno le relazioni della ordinaria Trigonometria
piana.
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Nel caso attuale potendo porre nell’equazione (3) gli angoli invece delle loro tan-
genti, facendo

- ‘| o .
(5) B'=r(a+B-Y) (B-+y—e(t+o~f) (a+B—),
si avra per due triangoli della superficie ét‘erica di raggio infinito
CRLEE
Sl""’ sl.."_' Er'

Se il centro della sfera cade a distanza ideale, essendo & la distanza comune dei
punti della superficie sferica dal piano che ha il centro per polo, si avra
tatp+y, A B+y—a  Ay+a—pB. Aat+f—y"

T = 1 -
T Gors ™7 Coss " Cost °F Cos?,

(6) tan'%s=Tan

e nel caso particolare di =0, in cui la superficie sferica si riduce ad un piano ,
verra

,I T
(N tan’%—e=Tanz(a+ﬁ-l-x)Tan£-(ﬁ+\'—a)Tan%(7 -i—a——,@).Tan% {a+£—)-

La quantita e, passando per zero, col variare del raggio, & ora divenuta negati-
va, sicché potendo variare il secondo membro dell equazione (8) o {7) da zero al-
I'unitd, sard e compresa tra zero e —=, adunque i triangoli appartenenti ad una
superficie sferica che ha il centroa distanza ideale (come caso particolare i trian-
goli piani} hanno la somma dei loro angoli esterni compresa tra quatiro retii e sei
reti,

Per due triangoli appartenenti ad una supetficie sferica di raggio ideale (ed in
particolare per due triangoli piani) si ha poi sempre la relazione

S e
SI_ E"
Supposto a< <Y, il valore di E o di e dato da una detie formole (8), (6) , (7) &
reale, si annulla, o diviene immaginario, secondo che si ha a-l—ﬁ_z..-f; segue da cid

che in un triangolo apparienente ad una superficie sferica, col ¢entro a distanza
infinita, o ideale, il lato pii grande & sempre minore della samma degli altri due ,
e quindi )’ arco di circolo concentrico alla sfera {nel caso particolare, la retta),
che passa per due punti della superficie sferica di raggio infinito o ideale, segna
su quella superficie (nel caso particolare sul piano} la loro minima dislanza.

Suila superficie sferica di raggio finito, I'arce di circolo, concentrico alla sfera,
condotto per due punti, segna la loro minima o massima distanza , secondo che
esso & minore o maggiore della semi-circonferenza.




