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Théorie des groupes/Group Theory

Semi-groupes engendrés par la représentation de Weil du
groupe symplectique de dimension infinie

Maxime NAzARov, Yuril NERETIN et Grigorii OLSHANSKIT

Résumé — Soient G le groupe métaplectique réel ou p-adique de dimension infinie et W sa
représentation de Weil. Notre but est d’étudier le semi-groupe de contractions I', adhérence du
groupe d’opérateurs W (G) par rapport 4 la topologie de la convergence faible.

Semigroups generated by the Weil representation of the infinite-dimensional
symplectic group

Abstract — Let G be the infinite-dimensional real or p-adic metaplectic group and W its Weil .
representation. Our goal is to study the semigroup of contractions T, which is the closure of the
operator froup W (G) relative to the weak topology.

1. INTRODUCTION. — Soient H un espace hilbertien. On appelle contraction de H tout
opérateur dans H dont la norme est <1. Si W est une représentation unitaire d’un
groupe G dans H, on désigne par I' {G, W] Padhérence de W (G) dans le semi-groupe de
toutes les contractions de H muni de la topologie de la convergence faible; I' [G, W] est
un semi-groupe et aussi une compactification de G.

Les résultats de [1] et [2] suggérent I'idée d’examiner les semi-groupes I'[G, W] pour
divers groupes G de dimension infinie. Dans cette Note nous étudions le cas ou G est le
groupe métaplectique réel ou p-adique de dimension infinie et W sa représentation de
Weil. Les résultats du n° 4 de la Note s’appliquent au groupe des difféeomorphismes du
cercle, voir [3].

2. PRELIMINAIRES ET RESULTATS GENERAUX. — Soit F le corps R ou un corps local non
archimédien dont la caractéristique est distincte de 2; lorsque F#R, on note ¢ 'anneau
des entiers de F. Soient n=1,2..., V,=F®F, {X,, ..., X, Y, ..., Y,} la base
canonique de V, et B la forme symplectique sur V, telle que B(X, X))=0, B(Y; Y;)=0,
B(X, Y;)=3§,; On note T={aeC*:|a|=1}. On introduit un bicaractére y sur V,xV,
a valeurs dans T comme suit : lorsque F=R, on pose y (4, v)=exp(iB(u, v)), et lorsque
F#R, on fixe un caractére additif 7y, dont le conducteur est 0 et on pose
% (u, v) =1%o (B (u, v)). On définit le groupe de Heisenberg Heis (V,) comme I'espace V, x T
muni du produit (u, a). (v, b)=(u+v, ab. y(u, v)).

Soient T, la représentation unitaire irréductible standard de Heis (V,) [on suppose
T,((0, a))=a.id] et #, son espace hilbertien. Soient Sp (V,)=Aut (V,, B) le groupe
symplectique et W, sa représentation de Weil : c’est une représentation unitaire projective
dans s, définie par

W, (@) T, (1 a)=T,((gu, ) W,(g),  g€Sp(V.), (4, a)eHeis(V,).

Suivant [4], on prolonge W, en une représentation unitaire ordinaire du groupe méta-
plectique G (n), une extension centrale non triviale de Sp (V,)-par T.

On définit le « vecteur de vide » Ee X, ||&]/=1, comme suit. Lorsque F=R, on note
heis (V,) lalgébre de Lie de Heis (V,), on identifie V, & un sous-espace de heis (V,) et
on désigne par dT, la représentation de heis (V,) dans #7, le sous-espace des vecteurs
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C® de T, Alors la droite CE s’identifie 4 annulateur dans 57 des opérateurs
dT,(X,)—i.dT,(Y) ou k=1, ..., n. Lorsque F#R, on note r, le sous-0-module de V,
engendré par les X,, Y, et alors C§ s’identific au sous-espace des invariants du sous-
groupe r, x { 1} de Heis (V,).

1l existe un plongement isométrique, et un seul, 5#, - ., qui identifie les « vecteurs
de vide » et commute a action de Heis(V,). Soient # le complété de I'espace préehilbertien
U ##, et P, le projecteur orthogonal de H sur H,. On note G = G(n). 1l existe une
représentation unitaire W du groupe G dans J telle que I'on ait W(g)|.9f’,,=W,, ®
lorsque ge G (n). On notera I'=T"[G, W].

TutoreME 1. — (i) T contient T'opérateur nul 0, et T\{0} est un sous-semi-groupe
deT.
(ii) Pour chaque n=1,2, ..., on a P,eT, donc P,I'P, est un sous-semi-groupe de T

[que Ton notera T (n)}.

(ili) Pour tout AeT (m)\{0}, il existe geG(2n+1) tel que A=P,W(g)P,

On considérera désormais les éléments de I' (n) comme des opérateurs dans H,. On
notera PT [resp. PI'(n)] le semi-groupe formé des opérateurs non nuls de I" [resp. de
T (n)] considérés a scalaire multiplicatif prés. Remarquons que G (n) s’identifie au sous-
groupe des éléments inversibles de I (n) tandis que Sp(V,) joue le méme role pour PI’ (n).

3. LEs seMI-GROUPES I' (n) DANS Le cas F=R. — Nous commengons avec une réalisation
géométrique du semi-groupe PT'(n). Posons VE=V,®C et prolongeons B a VE. Soit J
la forme sesquilinéaire sur VE®VE telle que J(u, v)= —iB(u, v) oi v—>v désigne la
conjugaison dans V¢ par rapport a V,. Soit A(n) I'ensemble de tous les sous-espaces
LcVE@VE satisfaisant aux conditions suivantes : (a) L est lagrangien par rapport a
(—B)®B; (b)) L est non négatif par rapport a (—J)®J; (c)L N(VED{0}) et
LN ({0}®VY) sont strictement positifs par rapport a (—J)@J. On démontre que A(n)
est un semi-groupe par rapport au produit de relations défini par

L,.L,={u®weVS®VE|Ive Vs udvel,, v®wel,}.

TutoreME 2 (cf. [5]). — (i) Pour tout LeA(n), il existe dans ', un unique, d sca-
laire multiplicatif prés, opérateur borné non nul a(L) laissant stable H; tel que
a(L)dT,(u)=dT, (v) a (L) pour tout udvelL.

(ii) L’application L (L) établit un isomorphisme de semi-groupes A (n) — P (n).

Suivant [6], on réalise »#, comme un espace hilbertien formé de fonctions entiéres f (z)
sur C* de carré sommable par rapport & la mesure gaussienne sur C" dont la densité est
égale a n".exp(—(z, z)) ou <.,.) désigne le produit scalaire de C*. A chaque zeC"
on associe une fonction f, (w)=exp({ z, w)); on a alors f,e #, et (f, f,)=f (2) pour tout
f € #,. Remarquons que £=f;,. Tout opérateur borné A dans 3" est caractérisé par son
symbole K (z, w)=(A f,)(z) ou z, we C".

Soient Q une matrice complexe symétrique 2nx2n et

1) K, (z, w)=exp((z®w)' Q(zDw)/2),

ou z@®w est considéré comme un vecteur-colonne de longueur 2n et (z@w)' désigne son
transposé. On divise  en 4 blocs Q;; dont chacun est une matrice nxn. On note S(n)
ensemble des matrices Q=0 telles que ||Q[|<I et ||Q,,||<L, ||Q;:]|<1. A chaque
Qe S(n) on associe un sous-espace L=A(Q) dans VEDVE ou

2 M ={0,,Z—Q,, WOWBZD(—Q,, Z +Q,, W) | z, weC"}.
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TueorEME 3. — (i) La fonction (1) est le symbole d'un opérateur borné dans H, si et
seulement si Qe S (n); on notera alors A (Q) cet opérateur.

(ii) T (n) est formé des opérateurs a A (Q) ot QeS(n), aeC, |a|<||A Q)| "

(ili) L’image de A (Q) dans PI(n) s’identifie a o (X(Q)).

Pour la fonction Qi ||A ()|}, il y a une formule explicite mais assez compliquée.

4. LE sEMI-GROUPE I” DaNs LE cas F=R. — On identifie le complété hilbertien de U C”
a l,. Suivant [6], on réalise 5, I'espace hilbertien de W, comme un espace de fonctions
entiéres sur 1,. On définit les vecteurs f,€ # et les symboles K (z, w) d’opérateurs dans H
tout comme au n° 3, 'unique différence est que maintenant z, we l,. On note S I'ensemble
des matrices Q=0' ayant le format 2c0x2c0 et vérifiant les conditions
suivantes : ||Q[|S1, [| @y, ]|<1l ||Qa2]|<1 et Qiy, Qp, sont des opérateurs de Hilbert-
Schmidt dans [,. A chaque QeS on associe une fonction Kq définie toujours par (1).
On note VS=1,®I, et A I'ensemble des sous-espaces LcC® ayant la forme A(Q) ou
QeS et A est définie par (2). On démontre que A est un semi-groupe par rapport au
produit de relations. Soit S’ le sous-ensemble de S formé des Q pour lesquels il existe un
opérateur borné A (Q) dans H a symbole Ko On démontre que S'#S. Tout de méme
on a le résultat suivant.

THEOREME 4. — Il existe un sous-espace dense H°cH et une famille {A(Q)|QeS}
d opérateurs dans H° tels que :

(a) lorsque z, wel,, on a f,,e H® et A(Q) £, (2)=Kqa(z, w), Q€S;

(b) Papplication L A (A~ *(L)) est une représentation projective du semi-groupe A dans
HS;

(¢) si Qe§’, alors A(Q) se prolonge en un opérateur borné dans .

THEOREME 5. — Soit QeS. Si || Q]| <1 ot Qy;, Q,, sont des opérateurs nucléaires dans
l,, alors Qe ¥’

On note A’ =LA(S’) et on démontre que A’ est un sous-semi-groupe de A.

THEOREME 6. — (i) L’application L—A(A"*(L)) définit un isomorphisme de semi-
groupes A’ — PT.

(ii) ' s'identifie a Pensemble des opérateurs de la forme a.A(Q) ou Qe¥’, aeC,
lalsA@] " |

Il serait intéressant de trouver une description explicite de S et de la fonction
Q—||A Q)] sur S".

5. Lis SEMI-GROUPES I' (n) Dans LE cAs F#R. — Un sous-@-module LcV, @V, est dit
lagrangiensi L=L' ou

L ={w®veV,®V,|xW v)" ly (@, v)=1, Vudvel}.

On note A (n) I'ensemble des sous-0-modules lagrangiens L tels que LQ(V,,@{O}),
LN ({0}®V,) soient compacts. On démontre alors que A(n) est un semi-groupe par
rapport au produit de relations.

TutoreME 7 (cf. théoréme 2). — (i) Pour tout LeA(n) il existe dans 3, (un
unique, & scalaire multiplicatif prés, opérateur borné non nul o(L) tel que
a(L) T, ((u, 1))=T,((v, 1)) a(L) pour tout u®vel.

(iiy L application o établit un isomorphisme de semi-groupes A(n) - I.’I’(n).

Soit p la mesure de Haar sur V, telle que p(r,)=1. On peut réaliser ', comme le
sous-espace de L2(V,, p) formé des fonctions f (z) telles que f (z+u)=x(z, u) f (z) pour
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tous zeV,, uer,. Alors la représentation T, de Heis (V,) est donnée par
T,((4, @) f(D=a.x(z, u) f(z+u), zeV, (4, a)eHeis(V,),

et le vecteur & s’identifie A la fonction caractéristique de r,cV,. Onnote f,=T,((—z, 1))§
ou zeV,. On a alors (f, f)=f(z) pour tous fei#,, zeV, On définit les symboles
d’opérateurs tout comme au n° 3.

A chaque LeA(n), on associe une fonction K, (z, w) comme suit. Supposons donné
(z, weV,xV, sil existe u®veL tel que u—zer,, v—wer, alors on pose
K, (z, w)=x(u, z2)~* x (v, w); sinon on pose K, (z, w)=0. On note encore q I'ordre du
corps résiduel de F et L.7,={veV,|Juer,: u®vel},

e(L)=[u,+L.r)pr+LNV,D{0} )]

THEOREME 8. — (i) Pour tout Le A(n), il existe un opérateur borné A (L) dans 3, dont
le symbole est égal a K. Ona ||A(L)|| " *=0(L).

(i) Le semi-groupe T (n)\{0} est constitué des opérateurs de la forme a.A (L) ou
LeA(n), aeC* |a|?=q" meZ,|a|<o(L).

(iii) Pour tout L€ A(n), Pimage de A (L) dans PI'(n) est égale a a(L).

6. LEseMI-GROUPE I DANSLECASF#R. — Onnote F*=FxF..., 0®=0x0 x . .. Soit
E I'ensemble des suites (4, u,, ...)eF® telles que u, €@ pour tout k assez grand. On
note V=E@®E; c’est un groupe abélien localement compact dont V_=\JV, est un sous-
groupe dense. Le bicaractére y de V_ x V se prolonge en un bicaractére sur VxV.
Soient r=0°@®0™ et u la mesure de Haar sur V telle que u(r)=1. Tout comme ci-
dessus on définit le groupe d’Heisenberg Heis (V), sa représentation T dans 3, la
réalisation de 3¢ comme un sous-espace de L2(V, p), les vecteurs f,e # ou zeV, les
notions de symboles et de sous-(-modules lagrangiens.

On note A I'ensemble des sous-@-modules lagrangiens Lc V@YV tels que L.r, L*.r
soient compacts ol L* désigne ’'image de L par rapport a I'involution u®v — v@u dans
V@V. On démontre que A est un semi-groupe par rapport au produit de relations. Pour
tout Le A on définit K; et @ (L) comme au n° 5, en remplagant r, et V, par r et V
respectivement.

THEOREME 9. — Toutes les assertions des théorémes 7, 8 restent valables lorsque Ton
remplace T,, #,, A(n), T (n) et PU(n) par T, #, A, T et PI respectivement.

Aprés la rédaction de cette Note, les auteurs ont pris connaissance d’un preprint de R. Howe, The oscillator
semi-group qui contient des résultats analogues & ceux du paragraphe 3.

Note remise et acceptée le remise et acceptée e 12 juin 1989.
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