
Nevero�tnye sovpadeni� i zadaqa Morozova{Fomenkoob istoriqeskih skladkah�.A.NeretinVrem� ot vremeni vstreqaets� sledu�wi$i polumatematiqeski$i vopros:dopustim, qto sovpali dva qisla ili dva nabora qisel, u kotoryh netvidimyh priqin byt~ sovpada�wimi. Moglo li �to proizo$iti sluqa$ino,ili iz ih sovpadeni� vyteka�t neo�idannye sledstvi�? V zametke �tazadaqa obsu�daets� na primere teorii istoriqeskih skladok (ona �eteori� "novo$i hronologii"), kotora� se$iqas dovol~no modna i kotoro$iposv�wena zametna� qast~ izdavaemo$i u nas istoriqesko$i literatury.x1 Zadaqa MorozovaSuwestvuetide�, qto v naxem ponimanii istorii i istoriqesko$i hronologii est~global~na� oxibka, i qto kaka�-to drevn�� �poha (ili strana) v izlo�eniiistorikov razdvoilas~ i oxiboqno vosprinimaets� nami teper~ kak dveraznye �pohi (ili strany). V 
eli danno$i zametki vhodit obsu�deniene samih �tih teori$i, a qislovo$i mistiki, ispol~zuemo$i dl� ih obosno-vani�.Predlagaets� sledu�wi$i sposob obnaru�eni� istoriqeskih nalo�e-ni$i. Dopustim, qto est~ dve dinastii, ska�em iz 15 korole$i(sultanov,imperatorov i pr.) ka�da�, takie, qto vrem� pravleni� j-ogo korol�odno$i dinastii sovpadaet so vremenem pravleni� j-ogo korol� drugo$idinastii (dl� vseh j). Takoe sovpadenie ne mo�et byt~ sluqa$inym, apotomu my imeem pravo utver�dat~, qto dinastii na samom dele sovpa-dali i razdvoilis~ lix~ v predstavlenii istorikov. �vnye razliqi� vbiografi�h sootvetstvu�wih korole$i my ignoriruem, potomu qto leto-pis
y i istoriki netoqny, da i tenden
iozny1.Kak k �tomu otnosit~s�? Vopros prazdny$i, potomu qto ni odnogotakogo sovpadeni� ne obnaru�eno.Odnako v 20-yh godah 20-go veka izvestny$i revol�
ioner-narodnikN.A.Morozov predlo�il 3 pary "dinasti$i", kotorye, po ego mneni�,byli podozritel~no poho�i. V seredine 70-yh godov neskol~kih moskov-skih matematikov (M.S.Postnikov, A.T.Fomenko, A.S.Miwenko, E.M.Ni-kixin i dr.) zainteresoval vopros o tom, ime�t li spiski Morozovakaku�-libo dokazatel~nu� silu. Pozdnee �tot vopros razrabatyval-s� glavnym obrazom akademikom RAN A.T.Fomenko i nekotorymi egouqenikami.Cel~ danno$i zametki | ne polemika so xkolo$i Fomenko2, a nezavisi-moe (otri
atel~noe) rexenie �to$i zabavno$i i prosto$i matematiqesko$izadaqi. Nikakogo otnoxeni� k istorii �ta zametka ne imeet, spiskipravitele$i dl� nas | lix~ predmet statistiqesko$i obrabotki.Itak, v knige A.T.Fomenko [1℄ na str. 156{172 soder�its� 13 paral-lel~nyh tabli
. Qtoby ne byt~ goloslovnymi, privedem pervu� iz nih.1V qastnosti, predlagaets� ignorirovat~ razni
u v imenah, stranah, verois-povedani�h i t.p. Predlagaets� tak�e ne obrawat~ vnimani� na vozrast, v kotorompraviteli vstupali na 
arstvo i stepen~ rodstva pravitele$i.2Sm. po �tomu povodu interesnu� stat~� [2℄.1



2Sleva { Karolingi, sprava { praviteli Rimsko$i Imperii. Podozre-vaets� (a toqnee utver�daets� na osnovanii "blizosti" prodol�itel~-noste$i pravleni$i), qto levy$i spisok identiqen pravomu, t.e. �poha KarlaVelikogo i �poha velikogo pereseleni� narodov sovpada�t.Tabli
a 1.1) Pipin Geristal~ski$i 681{714 (33) 1) Konstan
i$i 324{361 (37)2) Karl Martell 721{741 (20) 2) Feodosi$i 379{395 (16)3) Pipin Korotki$i 754{768 (14) 3) Arkadi$i 395{408 (13)4) Karl Veliki$i 768{814 (46) 4)Feodosi$i Mladxi$i 408{450 (42)5) Karloman 768{771 ili 772 (4) 5) Konstantin 407{411 (4)6) L�dovik I 814{833 (19) 6) Lev I 457{474 (17)7) Lotar~ 840{855 (15) 7) Zenon 474{491 (17)8) Karl Plexivy$i 840{875 (35) 8) Teodorih 493{526 (33)9) L�dovik Germanski$i 843{875 (32) 9) Anastasi$i 491{518 (27)10) L�dovik II 855{875 (20) 10) Odoakr 476{493 (17)11) Karl Tolsty$i 880{888 (8) 11) �stin 518{527 (9)Dlitel~nosti pravleni$i zdes~ sovpada�t ne toqno, raznosti me�dunimi ravny sootvetstvenno(1.1) 4; 4; 1; 4; 0; 2; 2; 2; 5; 3; 1Pri vypisyvanii kak levo$i kolonki, tak i pravo$i, byla pro�vlenaopredelenna� gibkost~. My ne stavim pod somnenie ee pravomernost~,no, dl� ponimani� zadaqi, vse �e obsudim pravu� (dl� opredelennosti)kolonku3.1A�. Vosem~ iz upom�nutyh li
 { imperatory Rimsko$i Imperii.Pozdn�� Rimska� Imperi� 284{476 obyqno imela 2{4 priznavaemyh drugdrugom imperatorov. V "Istorii" Gibbona za rassmatrivaemoe vrem�(324{527) pereqislen 31 imperator.1B�. Upom�nuty$i Konstantin obyqno qislits� po spisku "uzurpa-torov". Za obsu�daemoe vrem� byli po kra$ine$i mere ewe 4 "uzurpatora",ne menee dosto$inyh okazat~s� v Tabli
e 1, qem Konstantin.1C�. Upom�nutye Odoakr i Teodorih Rimsko$i Imperie$i ne pravili iimperatorskogo titula sebe ne prisvaivali. �to koroli "varvarskogo"gosudarstva v Italii. Po-vidimomu, oni prohod�t po spisku "fakti-qeskih pravitele$i", sm. ni�e p.4.2. V obsu�daemoe vrem� mo�no nasqi-tat~ s des�tok li
, moguwestvom ne ustupavxih imperatoram.Itak, iz 31 + 5 + 10 = 46 qelovek vybrano 11, qto, kak izvestno, mo�nosdelat~(1.2) C1146 = 46!11! 35! ' 1:3 � 1010sposobami.4Ne sleduet dumat~, qto naxi 11 qelovek upom�nuty vvidu ih osobo$iznaqimosti. Obsu�daema� �poha Rimsko$i Imperii predstavlena v knige3Leva� kolonka qastiqno razobrana v [2℄.4A daty 324{527 mo�no bylo by zamenit~ na l�bye drugie, kak i qislo 11.



3[1℄ ne tol~ko v vyxeprivedenno$i Tabli
e 1, no i v Tabli
ah 2, 8, 9, 10. Vnih za 324{527 gody v obwe$i slo�nosti upominaets� v kaqestve rimskihpravitele$i 24 imperatora, 3 "uzurpatora", 4 "faktiqeskih pravitel�",a tak�e tri vpolne postoronnih li
a (sm. ni�e p.4.3), vsego 34 qeloveka;ew e neskol~ko imperatorov upom�nuty v [1℄ na str.196.2�. Me�du sosednimi pravleni�mi prisutstvu�t prome�utki v 18 i 7let.3�. Nomera 8{10 perestavleny.4�. U nekotoryh pravitele$i mogli by byt~ ukazany inye daty pravleni�.5Tak ili inaqe, istoriki-professionaly ne sklonny sqitat~ Tabli
u1 neotrazimym dovodom. Pravy li oni?Dal~ne$ixa� struktura danno$i zametki sledu�wa�.V xx2{3 my rexaem zadaqu Morozova. Nax tekst v �tih paragrafahrassqitan ili na qitatel�, qut~-qut~ znakomogo s proste$iximi pon�-ti�mi teorii vero�tnoste$i, ili na qitatel�, ne �ela�wego vnikat~ vdetali.Tak kak vozmo�en prome�utoqny$i variant (naprimer, esli qitatel~"znal, no zabyl"), v kon
e stat~i, v x5, my obsu�daem neobhodimyepon�ti�, takie kak vero�tnostnoe prostranstvo, nezavisimye sobyti�,sluqa$inye veliqiny. �tot �e paragraf soder�it rexeni� qasti zadaq,predlagaemyh v stat~e; zadaqi, k kotorym da ets� rexenie, pomeqenyznakom Æ.Naxa 
el~ { lix~ rexenie zadaqi Morozova i ispol~zovanie e e kakpovoda k obsu�deni� zadaqi o sluqa$inyh sovpadeni�h i nekotoryh pros-te$ixih pon�ti$i teoretii vero�tnoste$i.Odnako, naxi rezul~taty otliqny ot rezul~tatov [1℄, i po�tomu mydol�ny ukazat~ oxibku v sootvetstvu�wem razdele knigi [1℄. �to de-laets� v x4. Nax dovod, sformulirovanny$i v �tom paragafe, �vl�ets�qisto logiqeskim. Ego proverka ne trebuet ot qitatel� ni znakomstva sistorie$i, ni znakomstva s matematiko$i.x2. Qislenny$i �ksperiment2.1. Kriteri$i shodstva. Dava$ite (dl� naqala) rassmotrim sle-du�wu� (volevu�) model~. Dl� opredel ennosti my budem rabotat~ sdinasti�mi iz 15 qelovek. Pravleni� dlinnee 36 let vstreqa�ts� do-vol~no redko. Predpolo�im, dl� prostoty, qto prodol�itel~nost~ prav-leni� men�ets� ot 1 do 36 let, i qto vse �ti vozmo�nosti ravnovero�tny.Dava$ite sqitat~, qto prodol�itel~nost~ pravleni� k + 1-ogo pravitel�ne zavisit ot prodol�itel~nosti pravleni$i k-ogo, k � 1-ogo i t.d. pra-vitele$i.5Dl� polnoty � dol�en otmetit~ detal~, kotora� ne ispol~zuets� v naxe$i dal~-ne$ixe$i argumenta
ii. Daty pravleni� Konstan
i� 324{361 mo�no na$iti lix~ v li-terature po "novo$i hronologii", obweprin�tye �e daty 337{361 (24 goda pravleni�),libo (gody edinovlastnogo pravleni�) 353{361 (8 let). Poqemu vrem� edinovlastnogopravleni� Konstantina Velikogo (324{337) vkl�qeno v pravlenie ego syna Kon-stan
i� (rod. okolo 323), v [1℄, k so�aleni�, ne soobwaets�. V drugih tabli
ahA.T.Fomenko poqemu-to ispol~zuet dl� Konstantina i Konstan
i� obweprin�tyedaty pravleni�.



4 "Dinastii" pravitele$i stavits� v sootvetstvie posledovatel~nost~prodol�itel~noste$i pravleni� ee qlenov. Takim obrazom, mno�estvovseh teoretiqeski vozmo�nyh "dinasti$i" prevrawaets� vo mno�estvo vse-vozmo�nyh posledovatel~noste$i dliny 15(2.1) a = (a1; a2; : : : ; a15);sosto�wih iz natural~nyh qisel, men~xih ili ravnyh 36. My, dopuska�vol~nost~ reqi, budem nazyvat~ vse takie nabory qisel "dinasti�mi";obwee qislo "dinasti$i", oqevidno, ravno 3615 ' 2:2 � 1023.Oboznaqim mno�estvo vseh 
elyh qisel me�du 1 i 36 qerez S, a mno-�estvo vseh 15-qlennyh dinasti$i, t.e. vektorov (2.1) | qerez S15.Dalee vvedem (to�e volevym obrazom) sledu�wi$i kriteri$i shodstvadinasti$i.Kriteri$i 1. Dve toqki a, b 2 S15 blizki, esli jaj � bj j 6 3 dl� vseh j.Na pervy$i vzgl�d ka�ets�, qto my pozvol�em sebe slixkom mnogo:naprimer razrexaem, qtoby vse koordinaty otliqalis~ na 3, qto neluqxe nabora (1.1). Vero�tnost~ togo, qto �to sluqits� s dvum� na-ugad vz�tymi "blizkimi" toqkami odnako ne velika: ona ne prevoshodit(2=7)15 < 10�8.Zadaqa 2.1Æ.Ubedites~ v �tom.Fiksiruem a i rassmotrim vsevozmo�nye blizkie toqki b. Togda sred-nee koliqestvo mest j, gde otklonenie jaj�bj j dostigaet 3, oqevidno, ravno15 � 27 ' 4:3 (na samom dele qut~ men~xe; poqemu?). Primerno v 37 � 15 ' 6:4mestah oxibka ne prevoshodit 1. Po�tomu pri naxem Kriterii 1 bli-zost~ ponimaets� �estqe, qem v obraz
ovom primere (Tabli
a 1).Nas interesuet, naskol~ko velika vero�tnost~ togo, qto sredi neko-torogo nabora dinasti$i vstret�ts� blizkie v smysle �togo kriteri�.Po povodu togo, qto oznaqaet v dannom sluqae slovo "vero�tnost~", sm.kommentarii ni�e v 5.2.2.2. Igra v otrezki. Pust~ a 2 S. Qerez I3(a) my oboznaqim mno�est-vo vseh b 2 S, takih, qto ja � bj 6 3. My ska�em, qto dva qisla a; b 2 Sblizki, esli ja� bj 6 3.Zadaqa 2.2Æ. Na$idite koliqestvo par a, b 2 S, takih, qto a, b blizki.Otvet: 4 + 5 + 6 + 7 + 7 + : : : (30 raz) � � �+ 7+ 6+ 5 + 4 = 36 � 7� 12.Qislo vsevozmo�nyh par (a; b) ravno 362, po�tomu vero�tnost~ togo,qto a i b blizki, ravna(2.2) Æ = (36 � 7� 12)=362 = 1=5:4Zadaqa 2.3. Na$idite srednee koliqestvo toqek v mno�estve I3(a) po vsema 2 S (Otvet 36 � Æ = 6 23).Zadaqa 2.4Æ. Voz~mem sluqa$ino a; b 2 S.a) Kaka� vero�tnost~ togo, qto otrezki I3(a) i I3(b) ne pereseka�ts�?(Otvet: ' 0:67)b) Na$iti srednee qislo toqek v pereseqenii otrezkov I3(a) i I3(b).Otvet: (42 + 52 + 62 + 72 + : : : (30 raz) � � �+ 72 + 62 + 52 + 42)=362 ' 1:25



52.3. Kubiki. Pust~ a 2 S15. Kubikom K3(a) my nazovem mno�estvo vsehb 2 S15 takih, qto jaj � bj j 6 3 dl� vseh j.Predstavim sebe na minutu, qto my rassmatrivaem tr ehqlennye "di-nastii". Togda ka�da� "dinasti�" zada ets� naborom qisel (a1; a2; a3).Tako$i nabor qisel mo�no rassmatrivat~ kak toqku kuba1 6 x 6 36; 1 6 y 6 36; 1 6 z 6 36s 
elymi koordinatami (x; y; z). Usloviejx� a1j 6 3; jy � a2j 6 3; jz � a3j 6 3zada et kub s rebrom 6 s 
entrom v (a1; a2; a3). Kartinka, kotora� namnu�na, v suwnosti toqno taka� �e, tol~ko 15-merna�. Po povodu vsego,qto budet govorits� v sledu�wih tr eh punktah, udobno predstavl�t~ sebesootvetstvu�wu� tr ehmernu� kartinku.Vern ems� k naxe$i zadaqe. Vyqislim, skol~ko toqek b 2 S15 le�it vkubike K3(a). Esli vypolneno uslovie 4 6 aj 6 32 dl� vseh j (t.e. kubik"ne vylezaet" za predely S15), to, oqevidno, otvet 715. Koordinat odnako15, i vpolne mo�et sluqit~s�, qto naxe uslovie ne vypolneno (kstati,kaka� vero�tnost~ ego vypolneni� ?)Srednee qislo toqek iz S na rebre kubika K3, kak my videli, ravno36 � Æ. Po�tomu srednee qislo toqek iz S15 v kubike ravno (6 23 )15.Mo�no �to �e skazat~ inaqe. Voz~mem sluqa$ino toqki a;b 2 S15. Fik-siruem j. Vero�tnost~ togo, qto bj 2 I3(aj) ravna Æ. Po�tomu vero�tnost~togo, qto b 2 K3(a) ravna(2.3) " = Æ15 = 15:415 ' 10�11:Zadaqa 2.5Æ. Vyqislite neposredstvenno srednee qislo toqek v kubikei ubedites~, qto nax otvet { toqny$i.Zadaqa 2.6Æ. Kakoe srednee qislo toqek v pereseqenii dvuh naugad vz�-tyh kubikov K3(a), K3(b)? (Otvet.' 1:2515 ' 28:5.)2.4. Igra v kubiki. Pust~ teper~ v S15 naugad broxeno N toqek a1,a2, : : : , aN . Popytaems� pon�t~, kaka� vero�tnost~ togo, qto sredi �tihtoqek ne budet ni odno$i pary toqek, blizkih v smysle Kriteri� 1.Budem brosat~ toqki po oqeredi. Vero�tnost~ togo, qto a2 ne popadetv K3(a1), ravna 1 � ". Vero�tnost~ togo, qto a3 ne popadet v K3(a1) iK3(a2), ravna 1 � 2" i t.d. Vero�tnost~ togo, qto ak+1 ne soder�its� vK3(a1), : : : K3(ak), ravna 1� k". Po�tomu vero�tnost~ togo, qto blizkihtoqek sredi a1, : : : , aN ne oka�ets�, ravna(2.4) P = (1� ")(1� 2")(1� 3") : : : (1� (N � 1)"):2.5. O
enka proizvedeni�. Oqevidno,ln(P ) = ln(1� ") + ln(1� 2") + � � �+ ln(1� (N � 1)"):



6Ispol~u� formulu ln(1 + x) ' x, my preobrazuem lnP k vidu(2.5) lnP ' �("+ 2"+ � � �+ (N � 1)") ' �12N2":Itak, P ' exp(�12N2"):2.6. Opasna� qerta. Dopustim, qto pri vybrannom N , vero�tnost~togo, qto po kra$ine$i mere dve dinastii okazalis~ blizki, dostigla 1=10(t.e. P = 9=10). Togda, na$id� dve blizkie dinastii, my u�e ne mo�emsdelat~ nikakih dostovernyh vyvodov6. Esli P = 9=10, to12N2" ' 1=10;ili pri naxem znaqenii ", ravnom (2.3), sluqa$ina� blizost~ kakih-todvuh toqek iz naxego nabora stanovits� vpolne vero�tno$i pri qisle di-nasti$i, ravnom(2.6) N = 140 000Zadaqa 2.7Æ. Pravomerno li my otbrosili kvadratiqnoe slagaemoe vTe$ilorovskom razlo�enii ln(1 + x)?Zadaqa 2.8Æ. V naxem rassu�denii my prenebregali tem, qto kubikimogut peresekat~s�. Byli li my pravy?2.7. Skol~ko dinasti$i bylo belom svete? Popytaems� grubo o
e-nit~ �to qislo snizu. � vypisal dl� seb� sledu�wie spiski pravitele$i(zdes~ oni iz �konomii mesta ne privod�ts�, no ih legko vosproizvesti,istoriqeskie ssylki sm. v kon
e zametki).A. Drevnerusskie kn�z~� (862{1132): 17 qelovekB. Velikie kn�z~� Kievskie (1132{1236): 20 qelovekV. Velikie kn�z~� Vladimirskie (1238{1363): 16 qelovekG. Velikie kn�z~� Moskovskie i Vladimirskie (1363{1461): 4 qelovekaD. Cari i imperatory (1461{1917): 26 qelovekE. Genseki (1917{1985): 6 qelovek�. Prezidenty (1985{1999): 2 qeloveka.Itogo ot R�rika do El~
ina { 93 qeloveka.Dl� ponimani� zadaqi va�no podqerknut~, qto spisok soder�it neko-toru� neopredelennost~. Naprimer, v qast~ D, pri �elanii, mo�novkl�qit~, a mo�no i ne vkl�qat~ sledu�wih li
 ili gruppy li
:| Ivan Molodo$i, Elena Glinska��, Bo�rskoe pravlenie 1538-47, Simeon Has-bulatoviq, dalee r�d uqastnikov Smuty [Fedor Godunov, L�edmitri$i I�, Vasili$iXu$iski$i� , Vor Tuxinski$i(on �e L�edmitri$i II), Semibo�rwina, Vladislav Si-gizmundoviq, Vor Pskovski$i(on �e L�edmitri$i III Sidorka), Marinka s Vor enkom6My ne v sosto�nii sdelat~ da�e pravdopodobnogo predpolo�eni�, potomu qtoest~ dopolnitel~na� stepen~ svobody { vozmo�nost~ vybora modeli i sootvetstvennosoznatel~no$i ili bessoznatel~no$i podgonki modeli pod otvet.



7(Ivanom L�edmitrieviqem), triumvirat Minin{Po�arski$i{Trube
ko$i℄, dalee Fi-laret Romanov�, Sof~��, Ivan V, Verhovniki 1729, Ivan VI� Antonoviq.Lix~ otmeqennyh zvezdoqko$i � vkl�qil v svo$i spisok 26 
are$i. Razume-ets� v nekotoryh iz �tih somnitel~nyh sluqa�h qitatel~ mo�et imet~drugoe mnenie7.Dalee, po kra$ine$i mere u 36 iz 93 pravitele$i mo�no ukazat~ raznyedaty pravleni�.8Teper~ sqitaem dinastii.1. Iz 93-zvenno$i 
epoqki mo�no vyrezat~ 93� 14 = 79 otrezkov po 15zven~ev.2. Rossi$iska� dinasti� A{B{V{G{D{E{� vpolne vozmo�na, no nebessporna. Otrezok B s ravnym pravom mo�no zamenit~ na 6 Vladimiro-Suzdal~skih kn�ze$i togo �e vremeni. Itogo 34 novyh dinastii.3. Avtorov knig po istorii, odnako, obyqno interesuet treti$i vari-ant: qast~ otrezka V zamen�ets� na 5 moskovskih kn�ze$i Daniloviqe$i.Ewe 32 dinastii.4. Spisok B mo�et byt~ prodol�en kn�z~�mi Kievskimi �e. �to daetlix~ 8 dinasti$i.Itogo bolee 150 qestnyh dinasti$i samogo vysokogo urovn�.Zadaqa 2.9Æ. Uka�ite vozmo�nye toqki perekle$iki dinasti$i v Tabli
e 1.Obrabotka spiska Gali
ko{Volynskih kn�ze$i (990{1340) po to$i �emetodike daet 32 dinastii i t.d. Ostanovims�. Pon�tno, qto po Russkomugosudarstvu 300 "dinasti$i" legko nabiraets�.Naskol~ko nado umno�it~ 300, qtoby poluqit~ obwemirovoe qislo di-nasti$i? V l�bom sluqae, ko�ffi
ient bol~xe 20.Dalee, dopustim, qto 15-zvenna� dinasti� soder�it pravitel� s "pla-va�wimi" datami 
arstvovani�. Togda iz nee izgotovl�ets� dva naboraqisel, t.e vektora iz S15 (vopros: kogda sootvetstvu�wie im kubiki nepereseka�ts�?). Esli �e takih pravitel� okazalos~ dva, to dinasti�uqetver�ets�, esli tri { to uvos~mer�ets� i t.d. Ne pro�vl�� bol~xogo�ntuziazma, my legko utroim u�e dostignutoe qislo dinasti$i9Itogo 18 000 real~nyh dinasti$i. Dot�nem li my do 140 000, { voprosskol~zki$i, i mo�et ne oqen~ interesny$i.Obrawa�, vnimanie qto qislo 18 000 dostigaets� ne za sqet kako$i-libo �kvilibristiki, a za sqet estestvenno$i neopredelennosti vhodnyhdannyh.2.9. Vosstanovlenie prav Karla Velikogo.Zadaqa 2.10. Zamenim v naxih rassu�deni�h 2.1{2.6 parametr 15 na 11(sm. Tabli
u 1). Qto proizo$idet s N?Otvet. Ono podelits� na 5:42 ' 29, t.e. N ' 4800.7Vr�d li komu-nibud~ zahoqets� vkl�qit~ v spisok russkih 
are$i vora Sidorku.Odnako, esli qitatel~ poprobuet sformulirovat~ kriteri$i, otliqa�wi$i 
ar� otne 
ar�, to nax Sidorka pri vnimatel~nom rassmotrenii vpolne mo�et okazat~s� v
ar�h (v smysle �togo kriteri�).8U El~
ina B.N. vozmo�na oxibka lix~ v odin god (1990-99 ili 1991{99). A votR�rik Rostislaviq pravil v Kieve v 1172{1211 s 7 (!) pereryvami.9Qitatel~ mo�et o
enit~ ko�ffi
ient �ksperimental~no na primere dinastiiA{�.



8 My vidim, qto dl� real~nyh 11-zvennyh dinasti$i a, b vpolne vozmo-�no sluqa$inoe vozniknovenie primerno tako$i oxibki (s toqnost~� dopor�dka koordinat) jaj � bj j = 0; 1; 1; 1; 1; 2; 2; 2; 3; 3; 3Pri �tom ne nu�no ni perestavl�t~, ni propuskat~, ni ob�edin�t~(sm.p. 4.2) pravitele$i, ni da�e qestno podgon�t~ daty pravleni�.Zadaqa 2.11. Zamenim v rassu�deni�h pp.2.1{2.6 uslovie blizosti jaj �bj j 6 3 na jaj � bj j 6 4 (a �to primerno sootvetstvuet oxibke v (1.1)).Qemu stanet ravno N?(Otvet: Æ ' 1=4:26, N ' 1300).Zadaqa 2.12. Pri kakih N mo�no byt~ uverennym, qto blizkie dinastiinavern�ka budut?2.10. Ukoroqenny$i variant rassu�deni�. Prived em rassu�denie nestrogoe, no ob��sn��wee, qto �e proizoxlo. Vo-pervyh, naxa vero�t-nost~ sluqa$ino$i blizosti dvuh dinasti$i " = 10�8 (v sluqae 11-zvennyhdinasti$i) ne tak u� mala. Koneqno, esli fiksirovat~ dinasti� (v tomsmysle, qto fiksiruets� i spisok imen, i daty pravleni�), to nade�dyna$iti blizku� dinasti� nemnogo.Rassmatriva� �e N dinasti$i, my stremims� na$iti hot� by odnu bliz-ku� paru. No par vsego N(N�1)=2. Esli qislo par stanovits� sravnimyms 1=", estestvenno o�idat~ vozniknoveni� sluqa$ino$i blizosti.Pri sostavlenii parallel~nyh tabli
 tipa Tabli
y 1 A.T.Fomenkorazrexaet sledu�wie pri emy (podrobnee, sm. x4):| propusk pravitele$i iz spiska,| perestanovki sosednih pravitele$i,| vvedenie pon�ti� "faktiqeskogo pravitel�" (kotory$i zamen�et vspiske titul~nogo monarha),| ob�edinenie dvuh pravleni$i v odnoBolee togo, pervye tri priema byli vpolne ispol~zovany v Tabli
e 1.My ubedilis~, qto shodstvo, luqxee, qem (1.1), mo�et vozniknut~sluqa$ino samo sobo$i, bez (!) primeneni� qetyr eh tol~ko qto upom�nutyhpri emov. Podqerkn em, qto my ni kak ne ispol~zovali v naxe$i argumen-ta
ii ne takoe u� malen~koe qislo, ukazannoe v formule (1.2).Otdel~ny$i qelovek mo�et oxibat~s�, uvlekat~s�, ili imet~ samyeneo�idannye motivy dl� svoih de$istvi$i. Razumeets� tak�e, qto v samompo sebe voprose o stepeni obosnovannosti istoriqesko$i hronologii netniqego kramol~nogo.Vyzyvaet odnako udivlenie, qto l�di s matematiqeskim obrazovaniemi professional~nye matematiki v teqenie 15 let (1980-95) blago�ela-tel~no otnosilis~ k rabote, matematiqeska� oxiboqnost~ kotoro$i vpolneoqevidna. Dolgo�danna� reak
i� gumanitariev naqalas~, i, kak legkomo�no bylo predskazat~, ona, v opredel enno$i stepeni, napravlena pro-tiv matematikov voobwe. Osta ets� lix~ nade�t~s�, qto gumanitariipro�v�t b&ol~xee blagorazumie, qem matematiki.x3. Bolee tonkie zadaqi i perestrahovka.



9Zadaqa o sluqa$ino$i blizosti, odnako, zaslu�ivaet bolee podrobnogoobsu�deni�, i rabota [1℄ da et k �tomu horoxi$i povod.V qastnosti, v [1℄ predlagaets� rassmatrivat~ lix~ dinastii dliny15, i sam avtor [1℄ vremenami �to delaet. Kak my videli, pri perehode ot11 k 15 qislo dinasti$i, pri kotorom vozmo�no vozniknovenie sluqa$ino$iblizosti v smysle Kriteri� 1, rezko vozrastaet. Vopros o tom, mo�noli narezat~ iz real~nyh spiskov pravitele$i, 140000 "dinasti$i" �vl�ets�skol~zkim i, samoe glavnoe, oqen~ skuqnym.3.1. Vli�nie dopolnitel~no$i oxibki. Vvedem novy$i kriteri$ishodstva dinasti$i.Kriteri$i 2. Dve toqki a, b 2 S15 blizki, esli toqka b mo�et byt~poluqena iz a izmeneniem l�bogo nabora koordinat ne bolee qem natri, i perestanovko$i dvuh par sosednih koordinat aj s aj+1, i ak s ak+1(polo�im dl� opredelennosti vse qisla j, j + 1, k, k + 1 razliqnymi).Pust~ a { nekotora� dinasti�. Vyqislim koliqestvo dopustimyh parperestanovok (transpozi
i$i). Perva� transpozi
i� mo�et byt~ sdelanav 14 mestah, vtora� { kak minimum v 11 (za iskl�qeniem mesta pervo$i idvuh sosednih mest). Itogo par { po kra$ine$i mere 77.Takim obrazom iz odno$i dinastii poluqilos~ 77, no tut voznikaetnebol~xa� zagvozdka. Sootvetstvu�wie 77 kubikov mogut peresekat~s�.Dava$ite dopuskat~ perestanovki aj i aj+1 lix~ v mestah, gde I3(aj) iI3(aj+1) ne pereseka�ts� (t.e., jaj � aj+1j > 7). Qislo kubikov stanetneskol~ko men~xe, no oni u�e toqno ne budut peresekats�. V silu Zadaqi2.4.a, qislo takih par primerno ravno 77 �0:672 ' 34. Itak, qislo kubikovvyroslo v 34 raza, a po�tomu opasna� grani
a N (sm. (2.6)) umen~xits�v p34 ' 6 raz i stanet ravnym primerno 24000.Takim obrazom, razrexenie dvuh "malyh" oxibok poqti svelo na netpolo�itel~ny$i �ffekt ot udlineni� rassmatrivaemyh dinasti$i s 11 do15 qelovek.Qitatel~ vozmo�no ne udovletvoren, qto my qut~-qut~ ne dot�nuli do18000 (t.e., do real~nogo qisla dinasti$i), no bol~xo$i razni
y u�e net,tem bolee, qto vo vseh suwestvennyh mestah my zani�ali o
enki ne vnaxu pol~zu.Zadaqa 3.1. Qto sluqits�, esli my razrexim sdelat~ kakie-nibud~(l�bye) dve oxibki tipa perestanovki pravitel� i sli�ni� dvuh prav-leni$i v odno (sm. ni�e p.4.2)?3.2. Parametry modeli. Qislo 36 lix~ ka�ets� parametrom naxe$imodeli x2, de$istvitel~no �e va�no qislo " (sm. (2.3)), t.e. vero�tnost~sluqa$ino$i blizosti toqek a;b 2 S15. Lix~ ono ispol~zuets� pri igre vkubiki.Kriterii blizosti to�e poqti ni priqem. Oni lix~ uqastvu�t vopredelenii qisla ".Teper~ my mo�em podo$iti k zadaqe bolee ser~ezno.3.3. Neravnomernoe raspredelenie. Dopustim, qto prodol�itel~-nosti pravleni$i mogut byt~ l�bymi, i pust~ vero�tnost~ togo, qto prav-lenie imelo dlitel~nost~ k, ravna pk, gde k = 1; 2; 3; : : : ; 100; estestvenno,P pk = 1. Dopustim tak�e, qto prodol�itel~nost~ j-ogo pravleni� ne



10zavisit ot prodol�itel~noste$i predyduwih pravleni$i; esli by �to bylone tak (a, ka�ets�, �to pravda qut~-qut~ ne tak), to vero�tnost~ sluqa$i-nyh sovpadeni$i by uveliqilas~.Vero�tnost~ togo, qto dve toqki a; b 2 S udovletvor��t neravenstvuja� bj 6 3, ravna(3.1) Æ = X16i6100;16j6100;ji�jj63 pipjDalee my povtor�em igru v kubiki.Veliqina Æ mo�et byt~ vyqislena �ksperimental~no. Dl� dinastiiA{�, po moim vyqisleni�m, vero�tnost~ blizosti dlin pravleni$i raz-liqnyh pravitele$i primerno Æ = 1=4:66, qto v sluqae 15-qlennyh di-nasti$i umen~xaet N (sm. (2.6)) primerno v 3 raza.3.4. Perestrahovka. Matematiqeska� qast~ naxih rassu�deni$i za-konqena, no vopros o sud~bah Rima, byt~ mo�et, ka�ets� qitatel� nevpolne �snym. V �tom dele ot Æ mnogoe zavisit, a veliqina Æ = 1=4:66na$idena po slixkom malo$i statistike.Legko odnako nade�no o
enit~ Æ snizu. Pravleni� dlinnee 45 let u�etoqno poqti ne vstreqa�ts�, a v bol~xinstve vstreqa�wihs� sluqaev oniestestvenno raswepl��ts� na regenstvo i pravlenie. Qtoby umen~xit~vero�tnost~ sluqa$inyh sovpadeni$i, voz~mem ravnomernoe raspredelenievero�tnoste$i pj = 1=45 (t.e. my prosto zamenili 36 na 45), qto dastÆ ' 1=6:7 (i �to znaqenie zavedomo zani�eno!). Togda N (v sluqae 15-qlennyh dinast$i) podskakivaet v 5 raz.Vero�tnost~ sluqa$ino$i blizosti po Kriteri� 1 dl� 15-zvennyh di-nasti$i vrode by stanovits� malo$i. Naqinaet da�e kazat~s� (� ne buduuporstvovat~ v �tom meste), qto ona mala i po Kriteri� 2. No ... mypoka ne trogali glavnu� neopredelennost~ v pon�tii "dinastii" | ne-opredelennost~ spiska pravitele$i.Esli qitatel� ewe ne nadoelo, on mo�et razvleq~s� samosto�tel~no.Vproqem i Æ = 1=5:4, po-vidimomu, zani�eno.3.5. Vyvod iz skazannogo vyxe oqeviden. Razumeets�, est~ sovpadeni�,kotorye mogli by proizo$iti sluqa$ino, i est~ { te, kotorye ne mogli by.No pary poho�ih "dinasti$i", ukazannye N.A.Morozovym i A.T.Fo-menko, vpolne mogut vozniknut~ sluqa$ino. Po�tomu nikakih logiqe-skih sledstvi$i iz ih shodstva izvleq~ nel~z�.10x4. Igra v imperatorov4.0. V svoe$i fundamental~no$i rabote [1℄ ob istoriqeskih skladkahA.T.Fomenko opublikoval polo�itel~noe rexenie zadaqi Morozova. Onoosnovano na dovol~no zamyslovatom komp~�ternom algoritme, izlagae-mom na str. 115{117, 141 knigi [1℄. K so�aleni�, nikakogo logiqeskogoobosnovani� �togo Algoritma (iz kotorogo dalee izvleka�ts� stol~ glo-bal~nye sledstvi�) v knige ne privodits�, ne obsu�daets� i to, k kakim10V qastnosti, net nikakih osnovani$i dumat~, qto "parallelizmy" A.T.Fomenkootra�a�t kakie-to neizvestnye nam istoriqeskie zakonomernosti.



11rezul~tatam mogli by privesti inye (v qastnosti bolee prostye) algo-ritmy. Qitatel� �e, po�elavxemu proverit~ rezul~taty raboty Al-goritma �ksperimental~no (hot�, qto znaqit proverit~?), prixlos~ by{ �togo trebuet Algoritm { vvesti v kaqestve vhodnyh dannyh spisokvseh pravitele$i vseh vremen i narodov; t.e. ponadobilos~ by nabrat~ naklaviature komp~�tera tekst razmerom s ob� emistu� knigu.11My utver�daem, qto rabota [1℄ oxiboqna (vo vs�kom sluqae v to$iqasti, kotora� baziruets� na teorii "dinastiqeskogo parallelelizma").Kak na$iti oxibku v algoritme Fomenko? My imeem obxirny$i tekst [1℄,v kotorom argumenta
i� osnovana na sbore ogromnyh vnexnih dannyh itrudno kontroliruemo$i komp~�terno$i obrabotke. Tem ne menee, mo�noli ukazat~ fatal~nu� oxibku v tekste, ishod� iz samogo teksta?Privodimy$i ni�e dovod dovol~no prost i, po-suwestvu, trebuet lix~vnimatel~nogo proqteni� tabli
 1{13 knigi [1℄ (str. 156{172) i ukazan-nyh v nih dat. S toqki zreni� formal~no$i logiki dostatoqno proqte-ni� odno$i (l�bo$i) iz �tih tabli
. No qtoby byt~ uverennym, qto neproizoxlo sluqa$ino$i oxibki ili opeqatki, luqxe prosmotret~ ih vseili hot� by neskol~ko.4.1. Za qto za
epit~s�? Rassmotrim 11-zvennye dinastii i Kri-teri$i blizosti iz punkta 2.1. Po perestrahovoqnym podsqetam p.3.4, myimeem Æ = 1=6:7, a po�tomu vero�tnost~ sluqa$ino$i blizosti dvuh toqek> 6:7�11 ' 1:2 � 10�9. Pri sravnenii �togo qisla s vyra�eniem (1.2) es-testvenno voznikaet sledu�wi$i vopros:Zadaqa 4.1Æ. Dana proizvol~na� dinasti� a. Mo�no li ee priblizit~poddinastie$i iz rimskih pravitele$i?Otvet: Net.Hot� otvet i otri
atelen (sm. rexenie), ugro�a�wee qislo (1.2)nikuda ne devaets�. �sno, qto avtor [1℄ stoit pered sledu�wim vyborom(kotory$i a priory beznade�en):| esli razrexit~ vybrasyvat~ pravitele$i iz spiska proizvol~nymobrazom, to algoritm stanet da�e vnexne nepravdopodobnym, a koliq-estvo par "to�destvennyh dinasti$i" (vrode Tabli
y 1), voznika�wihpri ego progonke, budet (po samym skromnym o
enkam) isqisl�t~s� ty-s�qami.| esli zapretit~ proizvol~ny$i "prosev" pravitele$i, to Tabli
u 1nel~z� opravdat~.Po-vidimomu, proste$ixi$i sposob na$iti oxibku v Algoritme | �tovy�snit~, kak A.T.Fomenko rexaet danny$i vopros. Ego rexenie, v svo emrode, krasivo.4.2. Deklarirovannye svo$istva Algoritma A.T.Fomenko. Itak, nastr. 115{117, 141 knigi [1℄ privodits� Algoritm, pri progonke kotorogona komp~�tere, kak utver�daets�, dol�ny poluqit~s� vse pary "razdvo-ivxihs�" dinasti$i.11�to sdelano avtorom [2℄. Razumeets�, opponenty mogut osparivat~, naprimer,polnotu ispol~zovannogo im spiska pravitele$i(pravda takogo roda dovody obo�do-ostry). V [2℄, odnako, �ksperimental~no obnaru�eny neo�idannye patologiqeskiesvo$istva Algoritma. L�bo$i �ela�wi$i mo�et sopostavit~ nabl�deni� iz [2℄ ssamim Algoritmom.



12 V ob��vlennye 
eli Algoritma vhodit modelirovanie sledu�wih ti-pov oxibok{ f1g nebol~xa� oxibka v izmerenii vremeni pravleni�.{ f2g perestanovka sosednih pravitele$i ;{ f3g ob�edinenie dvuh pravleni$i v odno;Kol~ skoro nam predlaga�ts� takie pravila igry, dava$ite s nimibezropotno soglasims�. Naskol~ko oni sootvetstvu�t rexaemo$i zadaqe| vopros drugo$i. On obsu�daets� ni�e v 5.17.Krome togo, razrexaets�{ f4g zamena titul~nogo pravitel� na "faktiqeskogo pravitel�", t.ena kakoe-libo dostatoqno moguwestvennoe li
o.Zadaqa 4.2Æ. Popyta$ites~ napisat~ "faktiqeskih pravitele$i" i datyih pravleni� dl� vremennyh otrezkov D-� russko$i istorii iz p 2.7.Nakone
, NE sqita�ts� za oxibki sledu�xie preobrazovani�{ f5g vybor odno$i iz vozmo�nyh prodol�itel~noste$i dannogo pravleni�{ f6g propusk proizvol~nogo nabora pravitele$i"Komp~�ter" vybiraet i to, i drugoe po svoe$i vole. Propusk pravitel�,oqevidno oqen~ opasen (ili polezen, v zavisimosti ot vkusa), no na str.117 i 141 delaets� va�na� ogovorka: Pri "proseve" pravitele$i ne dol�nyobrazovyvat~s� prome�utki me�du pravleni�mi bol~xe goda.Zadaqa 4.3Æ. Mo�et li Tabli
a 1 vozniknut~ kak rezul~tat rabotyAlgoritma?Zdes~ net vozmo�nosti obsu�dat~, naskol~ko algoritm A.T.Fomenkomodeliruet oxibki f1g{f3g.4.3. Neudovletvoritel~nost~ algoritma. A.T.Fomenko sumel na$itineskol~ko des�tkov par dinasti$i, kotorye pokazalis~ emu "to�destven-nymi". Naibolee va�nye iz nih ukazany v tabli
ah 1{13 na str.156{172.Udivitel~nym obrazom okazyvaets�, qto ni odna iz �tih tabli
 nemo�et byt~ poluqena kak rezul~tat raboty opisannogo v knige Algoritma.A imenno, vo vseh sluqa�h prisutstvu�t sledu�wie oxibki v spiskepravitele$i, kotorye ne mogut byt~ sdelany Algoritmom.{ f7g probely me�du sosednimi pravleni�mi (v �vnom vide do 24 let){ f8g zamena proizvol~nogo nabora pravitele$i na slova "Smuta", "Anar-hi�" (do 29 let), "Vstavka" (do 78 let) i dr.{ f9g popolnenie spiska pravitele$i proizvol~nymi li
ami s proiz-vol~nymi datami pravleni�.Napomnim, qto f7g zapreweno, f8g Algoritmom ne predusmatriva�ts�,a ide� vvesti v spisok Rimskih pravitele$i Alariha (378{403)12, bo-goslova Vasili� Velikogo(333{378, �to primerno sovpadaet s datami ego�izni) i eresiarha Ari� edva li prinadle�it komp~�teru.V de$istvitel~nosti, preobrazovani� f7g, f8g, snima�t poqti l�byeograniqeni� na propuski pravitele$i. Preobrazovanie f9g pozvol�et na-hodit~ sootvetstvie pravitel� v bezvyhodnyh situa
i�h (t.e. po-suwestvuravnosil~no propusku pravitel�; de$istvitel~no, vyq erkiva� iz tabli
yVasili� Velikogo, my dol�ny budem vyqerknut~ i ego "�kvivalent").12Kstati neo�idanno ne tol~ko prisutstvie Alariha v spiske, no i �ti daty



13Dl� polnoty, my ukazyvaem maksimal~nye probely me�du sosednimipravleni�mi (inogda zamaskirovannye), kotorye ne mogut byt~ itogomraboty Algoritma, v Tabli
ah 1{13. Oni sostavl��t sootvetstvenno[dalee v kvadratnyh skobkah ukazany nomera strok, v kotoryh nahod�ts��ti probely℄:1Æ : 18 let[1{2℄, 2Æ : 42 goda[5℄, 3Æ : 11 let[1{3℄,4Æ : 42 goda[4℄13, 5Æ : 19 let[9-10℄, 6Æ : 4 goda[12-13℄,7Æ : 8 let[14-15℄, 8Æ : 43 ili 59 let[1-3℄, 9Æ : 4 goda[7℄,10Æ : 76 let[12℄, 11Æ : 28 let[10 sleva℄, 12Æ : 53 goda [8-11℄,13Æ : 53 goda[9-10℄.Qitatel~ raboty [1℄ odnako mo�et ne utru�dat~ seb� zadaqe$i vyqi-tani� tr ehznaqnyh i qetyrehznaqnyh dat, na ris. 16.7{16.11 knigi [1℄�ti probely izobra�eny vpolne nagl�dno.4.4. Ne deklarirovannye preobrazovani�. Cel~, sformulirovanna�v p.4.0, vpolne dostignuta nami v p. 4.3. Zabavno, odnako, qto v Tabli
ah1{13 vstreqaets� tak�e r�d inyh preobrazovani$i spiska pravitele$i, nevhod�wie v razrexennye f1g{f6g.{ f10g Razdvoenie pravitel�14{ f11g Sli�nie treh i bolee pravitele$i v odnogo;{ f12g Perestanovki nesosednih pravitele$i, a tak�e perestanovki grupppravitele$i15 ;{ f13g Netrivial~nye preobrazovani�164.5. Vyvody. � povtor� osnovnoe nabl�denie, sdelannoe v �tom para-grafe. Iz skazannogo v �tom paragrafe ni kak ne sleduet, horox Algo-ritm A.T.Fomenko sam po sebe ili ploh. Iz skazannogo tak�e ni kak nesleduet, horoxi li preobrazovani� f1g{f13g s toqki zreni� izuqeni� is-torii. My lix~ utver�daem, qto ni odna iz Tabli
 Fomenko ne mo�etpo�vit~s� kak rezul~tat raboty ego �e Algoritma.Itak, A.T.Fomenko ne smog na$iti algoritma, kotory$i opravdyval byna$idennye im samim "to�destva dinasti$i". �to niqego ne dokazyvaet, nozato horoxo soglasuets� s naximi vyvodami. S raboto$i [2℄ naxi vyvodyto�e horoxo soglasu�ts�.x5. Rexeni� zadaq i kommentarii.|Ka�dy$i qetverty$i qelovek �vl�ets� kita$i
em, a ka�dy$ip�ty$i { indi$i
em. Po�tomu ka�dy$i dvad
aty$i �vl�ets�13V tabli
e 4 utver�daets�, qto to�destvo Tiberi$i + Kaligula + Klavdi$i +Neron = Genrih V somnitel~no. Lakuna v 42 goda voznikaet lix~ esli qitatel~soglaxaets� s �tim utver�deniem. Esli �e priznat~ to�destvo nesomnennym, tor�dom poluqa�ts� dve lakuny v 14 i 17 let.14V Tabli
e 9 Valent snaqala sootvetstvuet Klavdi�, a potom Neronu; tam �edva Ioviana, odin iz nih nazvan Smuto$i(psevdonim raskryvaet sam A.T.Fomenko nastr.206). A vot Septimi$i Sever razdvoen dva�dy (v Tabli
ah 4 i 9), odin ego dubl~ob�edinen s Karakallo$i, a drugo$i { s Karakallo$i i Kommodom. No poslednee mo�etbyt~ istolkovano kak gibki$i variant preobrazovani� f3g.15Naprimer, 170 letni$i otrezok bible$isko$i istorii perestavlen s 65-letnim.16Primer (Tabli
a 9). Oktavian Avgust 44{27 do n.�. = Konstantinu Velikomu306{324, a Oktavian Avgust 27 do n.�.{14 n.�. = Konstantinu Velikomu 306{337.Itak 1 Avgust = 5/3 Konstantina �tot zameqatel~ny$i "parallelelizm, dohod�xi$ido to�destva", podrobno i pravdopodobno obsu�daets� dalee na str. 201{204.



14 i kita$i
em, i indi$i
em odnovremenno.| Kaka� vero�tnost~ vstretit~ dinozavra na Nevskomprospekte?| Odna vtora�: libo vstretix~, libo netIz fol~klora5.1. Rexenie Zadaqi 2.1 (ob uglah kubika). My dol�ny o
enit~qislo toqek b 2 K3(a), takih, qto jaj � bj j = 3 dl� vseh j.Esli 4 6 aj 6 32, to qislo vozmo�nyh znaqeni$i bj takih, qto jaj�bj j 6 3,ravno 7. Iz nih v toqnosti na 3 otstoit rovno 2 toqki. Takim obrazom,vero�tnost~ togo, qto jaj � bj j = 3, v �tom sluqae ravna 2/7.(-0.03 0.1) 0 (0.03 -0.1) (0.3 0) (-0.03 0.1) 1 (0.03 -0.1) f:0 r:0.02 (0.3 0)f:0 r:0.02 (-0.03 0.1) 2 (0.03 -0.1) (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.30) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (-0.10.1) aj�3 (0.1 -0.1) 0.025 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0r:0.02 (-0.05 0.1) aj (0.05 -0.1) (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0)f:0 r:0.02 (-0.1 0.1) aj+3 (0.1 -0.1) 0.01 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02Ris. 1Esli aj blizko k odnomu iz kon
ov prome�utka [1; 36℄, to qislo blizkihznaqeni$i bj budet 6, ili 5, ili 4, no iz �tih bj lix~ odno qislo budetotsto�t~ toqno na rasto�nie 3.(-0.03 0.1) 0 (0.03 -0.1) (0.3 0) (-0.1 0.1) aj=1 (0.1 -0.1) f:0 r:0.02 0.025(0.3 0) f:0 r:0.02(0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (-0.1 0.1) aj+3 (0.1 -0.1) 0.01 (0.30) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0)f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02 (0.3 0) f:0 r:0.02Ris 2.Vero�tnost~ togo, qto dl� bj, blizkogo k aj, vypolneno(5.1) jaj � bj j = 3;budut sootvetstvenno 1=6, 1=5, 1=4. Vse �ti qisla men~xe 2=7. Po�tomuvero�tnost~ togo, qto (5.1) vypolneno dl� vseh j, men~xe (2=7)15.5.2. O pon�tii vero�tnosti. My naqn em obsu�denie �togo pon�ti�s togo konkretnogo sluqa�, kotory$i rassmatrivaets� v x2.My sqitaem, qto vse dinastii, to est~ toqki v S15, ravnovero�tny.Dopustim, qto my sdelali vyskazyvanie ob odno$i dinastii. Naprimer:"dlitel~nost~ pravleni� ka�dogo sledu�wego pravitel� ne men~xe, qemu predyduwego". Kakova vero�tnost~ �togo sobyti�? My dol�ny posqi-tat~ vse toqki v S15, udovletvor��wie �tomu uslovi�17. Dalee, poluqen-noe qislo toqek delits� na 3615. �ti slova mo�no sqitat~ opredeleniemvero�tnosti v naxem konkretnom sluqae.17Kstati, �to pri�tna� i dopuska�wa� prosto$i otvet zadaqa, hot� i vpolne bes-smyslenna� s toqki zreni� istorii. � ne uveren, qto drugie obsu�daemye namizadaqi s �to$i toqki zreni� bolee razumny.



15Itak, sobytiem v S15 my nazovem proizvol~noe podmno�estvo A � S15,a ego vero�tnost~� { qislo toqek v A, del ennoe na 3615.Zadaqa 5.1. Kaka� vero�tnost~ togo, qto vse praviteli pravili bol~xe18 let? Kaka� vero�tnost~ togo, qto rovno odin pravitel~ pravil rovno23 goda? Kaka� vero�tnost~ togo, qto l�bye dva pravitel� pravili raz-noe qislo let (t.e ai 6= aj dl� vseh i; j)?Otvet. Sootvetstvenno: 2�15, 15 � 3514 � 36�15, 36!21! � 36�15.�to �e opredelenie primenimo k sovsem prostomu sluqa� { k mno�-estvu S, sosto�wemu iz qisel 1; 2; 3; : : : ; 36. Vero�tnost~ podmno�estvaA � S ravna qislu toqek v A, del ennomu 36.Tak�e my mo�em govorit~ o parah toqek (a; b), gde a, b 2 S (my sqitaempary (a; b) i (b; a) razliqnymi). Oboznaqim mno�estvo takih par qerez S2.Obwee qislo toqek v S2 ravno 362. Esli my imeem nekotoroe podmno�est-vo B � S2, to ego vero�tnost~ est~ qislo toqek mno�estva B, del ennoe na362. V zadaqah 2.2 i 2.4 my igraem s podmno�estvami mno�estva S2.Mo�no sdelat~ vyskazyvanie i o dvuh dinasti�h. Naprimer, "ka�dy$ipravitel~ pervo$i dinastii pravil dol~xe, qem sootvetstvu�wi$i pravi-tel~ vtoro$i dinastii". V �tom sluqae my dol�ny perebrat~ pary vsehdinasti$i, udovletvor��wih �tomu uslovi�, posqitat~ ih koliqestvo ipodelit~ na qislo (3615)2 (t.e. na obwee qislo par dinasti$i).Op�t~-taki, sobytiem �vl�ets� podmno�estvo v mno�estve par (a;b),gde a;b 2 S15, a ego vero�tnost~, po opredeleni�, ravna qislu toqek v A,del ennomu na 3630.Zadaqa 5.2. Tol~ko qto byl prived en primer sobyti�. Kakova egovero�tnost~? Kakova vero�tnost~ togo, qto aj 6= bj dl� vseh j?Otvet. [36 � 35=2℄15 � 36�30; (35=36)15Mo�no sdelat~ vyskazyvanie i o N dinasti�h. Formaliza
i� �togosledu�wa�. Rassmotrim mno�estvo R vseh naborov(a(1); a(1); : : : ; a(N)); gde a(k) 2 S15:Obwee qislo toqek �togo mno�estva, oqevidno 3615N . Sobytiem my na-zov em proizvol~noe podmno�estvo A v R. Vero�tnost~ sobyti� { qislotoqek v A, delennoe na 3615N .Vse vyqisleni� naxego x2 sosto�t v podsq ete qisla toqek v razliq-nyh podmno�estvah tol~ko qto opisannyh mno�estv. Kogda my ne mo�emna$iti qislo toqek toqno, my o
enivaem ego.Otmetim sledu�xu� poleznu� i poqti oqevidnu� lemmu.Zadaqa 5.3. Oboznaqim qerez Q mno�estvo, sosto�wee iz vsevozmo�nyhpar dinasti$i (a;b). Pust~ A, B { sobyti� (podmno�estva) v S15. Rass-motrim podmno�estvo C v Q, sosto�wee iz par (a;b), takih, qto a 2 A,b 2 B. Togda(5.2) �vero�tnost~ C	 = �vero�tnost~ A	 � �vero�tnost~ B	:Zdes~ umestno vspomnit~ fundamental~noe v teorii vero�tnoste$i po-n�tie nezavisimyh sobyti$i. A imenno, dva sobyti� A, B nazyva�ts�



16nezavisimymi, esli vero�tnost~ A\B ravna proizvedeni� vero�tnoste$iA i B.My vern ems� k �tomu pon�ti� qut~ ni�e.5.3. Rexenie zadaqi 2.2 (o blizkih qislah). Vypisannye v otvete kzadaqe slagaemye sootvetstvu�t qislu vozmo�nyh znaqeni$i b dl� a = 1,2, 3, : : : , 36; sm. Ris. 1{2.5.4. Rexenie zadaqi 2.4.a (o nepereseka�wihs� otrezkah). Namnu�no posqitat~ qislo par 
elyh toqek (a; b) na otrezke [1; 36℄ takih, qtoja� bj > 7. Esli a = 1, to dl� b est~ 36� 7 = 29 vozmo�noste$i. Esli a = 2,to budet 36� 8 = 28 vozmo�noste$i, i t.d. Po�tomu my dol�ny posqitat~summu 29 + 28 + � � �+ 24 + 23 + 23 + � � �+ 23 + 23 + 24 + 25 + � � �+ 29i podelit~ e e na 362.5.5. Rexenie zadaqi 2.4.b (o pereseqenii otrezkov). Nado vyqis-lit~ summu X16a636; 16b636nQislo toqek v I3(a) \ I3(b)o:Inymi slovami, my dol�ny na$iti koliqestvo troek (a; b; z),takih, qtoja� zj 6 3, jb� zj 6 3, i vse qisla a, b, z le�at me�du 1 i 36. Naxu summuudobno preobrazovat~ k viduX16z636nQislo par (a; b), takih, qto ja� zj 6 3, jb� zj 6 3o == X16z636nQislo toqek v I3(z)o2:5.6. Rexenie zadaqi 2.5 (o srednem qisle toqek v kubike) Ras-smotrim kubik s 
entrom a = (a1; : : : ; a15). Oboznaqim qerez {(b) qislotoqek v otrezke I3(b). V �tih oboznaqeni�h, qislo toqek v kubike K3(a)ravno {(a1){(a2) : : :{(a15). Po�tomu my dol�ny vyqislit~ summu po vsemkubikamXa {(a1){(a2) : : :{(a15) = X16a1636;:::;16a15636{(a1){(a2) : : :{(a15):Ubedites~, qto �to vyra�enie est~ v toqnosti to, qto poluqits� priraskryvanii skobok iz�{(1) + � � �+ {(36)� : : : �{(1) + � � �+ {(36)�| {z }15 raz :Teper~ vs e svelos~ k zadaqe 2.3.V p.5.10 my prived em rexenie to$i �e zadaqi, trebu�wee men~xegoumstvennogo napr��eni�.



175.7. Aksiomatika Kolmogorova. Vero�tnostnye prostranstva inezavisimye sobyti�. Pere$id em k formal~nomu opredeleni� proste$i-xih pon�ti$i teorii vero�tnoste$i (my privodim �ti opredeleni� v mi-nimal~no$i vozmo�no$i obwnosti).Koneqnym vero�tnostnym prostranstvom R, soglasno Kolmogorovu,nazyvaets� koneqnoe mno�estvo R = fr1; r2; : : : g, toqkam kotorogo pripi-sany neotri
atel~nye qisla (vero�tnosti18) p1, p2, : : : , priqem(5.3) p1 + p2 + � � � = 1Sobytiem nazyvaets� proizvol~noe podmno�estvo v R, vero�tnost~ p(A)sobyti� A { summa vero�tnoste$i vseh vhod�wih v nego toqek.Primery vero�tnostnyh prostranstv byli privedeny v p.5.2.�to prostoe opredelenie, vmeste s ew e neskol~kimi, poqti stol~ �eprostymi, vyvodit pon�tie vero�tnosti iz predmeta tumannogo filosof-stvovani� v predmet toqnyh rassu�deni$i.Koneqno, ostaets� vopros o tom, otkuda vz�t~ qisla p1, p2, : : : . �tovopros otdel~ny$i, otvet na nego inogda mo�no pon�t~ iz smysla zadaqi,inogda mo�no na$iti �ksperimental~no.Esli vero�tnosti vseh toqek ravny, to my govorim, qto vero�tnost~raspredelena ravnomerno.Zadaqa 5.4. Pust~ mno�estva A, B ne pereseka�ts�. Togdap(A [B) = p(A) + p(B):Dalee, pust~ R, Q { vero�tnostnye prostranstva. Rassmotrim ihproizvedenie R � Q, t.e. mno�estvo toqek vida (x; y), gde x 2 R, y 2 Q.Togda my ob��vl�em R �Q vero�tnostnym prostranstvom, polo�iv, qtovero�tnost~ toqki (x; y) ravna p(x)p(y).Zadaqa 5.5. Ubedites~, qto summa vero�tnoste$i toqek prostranstva R�Q ravna 1.Esli my imeem tri vero�tnostnyh prostranstva, R, Q, T , my opre-del�em ih proizvedenie R�Q� T = (R �Q)� T:Pri�tnee skazat~, qto vero�tnost~ toqki (x; y; z), gde x 2 R, y 2 Q, z 2T , ravna p(x)p(y)p(z). Toqno tak �e opredel�ets� proizvedenie l�bogokoneqnogo qisla vero�tnostnyh prostranstv.Primer. Prostranstvo S15 iz p.5.2 �vl�ets� proizvedeniem 15 xtukodinakovyh prostranstv S iz togo �e punkta. Vved ennoe tam �e pro-stranstvo R | proizvedenie N kopi$i prostranstva S15.Dva sobyti� A;B � R nazyva�ts� nezavisimymi, eslip(A \ B) = p(A)p(B):18My vezde (nezavisimo ot prostranstva) oboznaqaem vero�tnost~ bukvo$i p (otslova "probability").



18Primer nezavisimyh sobyti$i priveden v zadaqe 5.3, a primer zavisimyh{ v samom naqale dannogo paragrafa.Zadaqa 5.6 Pust~ A { sobytie v R, a B { sobytie v Q. Polo�im A0 =A�Q (t.e. voz~m em mno�estvo vseh toqek (a; y), gde a 2 A, y 2 Q. Polo�imB0 = R�B. Poka�ite, qtop(A0 \B0) = p(A0)p(B0) = p(A)p(B);t.e. sobyti� A0; B0 nezavisimy.Nabor sobyti$i A1; A2; : : : ; Ak nazyvaets� nezavisimym, esli dl� l�bogoego podnabora Am, An, : : : , Al vypolnenop(Am \ An \ � � � \ Al) = p(Am)p(An) : : : p(Al):Primer. Rassmotrim prostranstvo vseh par toqek (a;b) v S15. V siluzadaqi 5.6, sobyti� ja1 � b1j 6 3, ja2 � b2j 6 3, : : : , nezavisimy. �to da etrexenie zadaqi 2.4.b(vproqem zdes~ vvedenna� terminologi� ne dala niqego novogo).5.8. Vli�nie neravnomernosti raspredeleni� na vero�tnost~ slu-qa$inyh sovpadeni$i. V kaqestve model~nogo primera my obsudim sle-du�wu� zadaqu.V komnate sid�t N sluqa$ino vybranyh l�de$i. Kakova vero�tnost~ togo,qto sredi nih est~ dva qeloveka s sovpada�wimi dn�mi ro�deni�?Predpolo�im snaqala, qto my imeem ravnomernoe raspredelenie ve-ro�tnoste$i.Budem iskat~ vero�tnost~ togo, qto dni ih ro�deni� poparno razliqny.Vero�tnost~ togo, qto den~ ro�deni� vtorogo qeloveka otliqen ot per-vogo19 ravna 364365 . Vero�tnost~ togo, qto den~ ro�deni� tret~ego qelovekaotliqen ot dn� ro�deni� pervogo i vtorogo, ravna 364�363365�365 . Povtor�� �torassu�denie, my poluqaem, qto vero�tnost~ togo, qto dni ro�deni� raz-liqny, ravna(5.4) 364365 � 363365 � � � � � 365�N + 1365 :Razumeets�, �to lix~ uprow enny$i variant naxe$i igry v kubiki izp.2.4.Rassmotrim bolee obwu� zadaqu. Pust~ vero�tnost~ togo, qto qe-lovek rodils� v j-y$i den~ goda, ravna pj. Ka�ets� intuitivno �snym,qto v �tom sluqae vero�tnost~ sluqa$inogo sovpadeni� dne$i ro�deni�mo�et tol~ko uveliqit~s� po sravneni� s (5.4). Ubedims� akkuratno,qto de$istvitel~no tak.Naxim vero�tnostnym prostranstvom 
 �vl�ets� prostranstvo posle-dovatel~noste$i(5.5) (u1; : : : ; uN );19Dopustim, dl� prostoty, qto v godu 365 dne$i.



19gde uj = 1; 2; 3; : : : ; 365 { nomera dne$i v godu. Vero�tnost~ toqki (5.5)ravna proizvedeni� qisel p s sootvetstvu�wimi nomerami.pu1pu2 : : : puN :To, qto vse dni ro�deni� razliqny, oznaqaet, qto razliqny vse qisla vnabore (5.5). Po�tomu vero�tnost~ togo, qto vse dni ro�deni� razliqny,ravna X pi1pi2 : : : piN ;gde summirovanie ved ets� po vsem naboram poparno razliqnyh nomerovi1; : : : ; iN , men~xih 366. Sobira� slagaemye, otliqa�wies� lix~ por�d-kom somno�itele$i, perepixem �tu summu v vide(5.6) N ! Xi1<i2<���<iN pi1pi2 : : : piN :Teorema. Veliqina (5.6) dostigaet svoego maksimuma, eslip1 = p2 = � � � = p365;priqem �tot maksimum raven (5.4).V kaqestve obraz
a dl� dokazatel~stva, prived em vyvod izvestnogoneravenstva o srednem arifmetiqeskom i srednem geometriqeskom(x1x2 : : : xn)1=n 6 1n (x1 + x2 + � � �+ xn);gde xj { neotri
atel~nye qisla; ravenstvo dostigaets� lix~ kogda vseqisla ravny.Rassmotrim funk
i� f(x) = x1x2 : : : xn na mno�estve vseh naborov (x1; : : : ; xn)neotri
atel~nyh qisel, udovletvor��wih uslovi� x1 + x2 + � � �+ xn = 
,gde 
 fiksirovano. Dopustim, qto ea = (a1; : : : ; an) { toqka maksimuma �to$ifunk
ii (poqemu toqka maksimuma suwestvuet?). Dopustim, naprimer,qto a1 6= a2. Rassmotrim novu� toqku eb, kotora� poluqaets� iz ea za-meno$i a1, a2 na paru odinakovyh qisel 12 (a1 + a2), 12 (a1 + a2). Togdaf(a) = a1a2a3a4 : : : zamenits� naf(b) = (a1 + a2)24 a3a4 : : :Oqevidno, f(eb) > f(ea), i, sledovatel~no, a { ne toqka maksimuma.Zadaqa 5.7. Doka�ite naxu teoremu tem �e sposobom.5.9. Aksiomatika Kolmogorova. Nezavisimye sluqa$inye veliqiny.Sluqa$ino$i veliqino$i nazyvaets� qislova� funk
i� na vero�tnostnom pros-transtve. Inymi slovami, ka�do$i toqke vero�tnostnogo prostranstvastavits� v sootvetstvie qislo.Primer. V kaqestve prostranstva rassmotrim mno�estvo vseh �itele$iSaratova, polo�iv vse toqki ravnovero�tnymi. V kaqestve primera



20funk
ii mo�no rassmotret~ vozrast qeloveka (a tak�e rost, ves, koli-qestvo bukv v familii, qislo zubov, qislo golov i t.d.).Srednim znaqeniem ili matematiqeskim o�idaniem M(f) sluqa$ino$iveliqiny f na prostranstve R nazyvaets� sledu�wa� summa po vsemtoqkam prostranstva R M(f) =X f(rj)p(rj):Esli vero�tnosti vseh toqek ravny me�du sobo$i, to srednee | �toprosto srednee arifmetiqeskoe znaqeni$i funk
ii vo vseh toqkah pro-stranstva R. V tol~ko qto privedennom primere s gorodom Saratovymv kaqestve srednego my poluqim sredni$i vozrast �itel�, sredni$i rosti.t.d.Primer. Rassmotrim vero�tnostnoe prostranstvo S15. V kaqestve slu-qa$ino$i veliqiny f(a) rassmotrim qislo toqek v kubike K3(a). E e sredneebylo vyqisleno vyxe v p.5.6.Zadaqa 5.8. Poka�ite, qto(5.7) M(f + g) =M(f) +M(g):Sledu�wee pon�tie ne srazu stanovits� prozraqnym, ono odnako oqen~va�no.Dve sluqa$inye veliqiny f , g na odnom i tom �e prostranstve R nazy-va�ts� nezavisimymi, esli dl� l�byh qisel u, v ih proobrazy f�1(u),g�1(v) �vl��ts� nezavisimymi sobyti�mi (razumeets�, esli, ska�em, fne prinimaet znaqeni� u, to �to uslovie vypolneno avtomatiqeski).Zadaqa 5.9Æ. Kakie iz par vyxeupom�nutyh sluqa$inyh veliqin, sv�zan-nyh s gorodom Saratovym, nezavisimy?Teorema Pust~ f , g | nezavisimye sluqa$inye veliqiny. Togda(5.8) M(fg) =M(f)M(g):Dokazatel~stvo. Pust~ A { podmno�estvo v naxem vero�tnostnom pro-stranstve R. Qerez IA(r) my oboznaqim tak nazyvaemu� indikatornu�funk
i� mno�estva A:((5.9)) IA(r) = ( 1; esli r 2 A0; esli r =2 AZadaqa 5.10. Qemu ravno M(IA)?Pust~ f prinimaet znaqeni� u1, u2, : : : . Qerez Ai my oboznaqim pro-obraz ui otnositel~no f . Analogiqno, dl� l�bogo znaqeni� vj funk
ii goboznaqim qerez Bj ego proobraz otnositel~no funk
ii g.Po opredeleni� nezavisimyh sluqa$inyh veliqin, sobytie Ai nezavi-simo s Bj dl� l�byh i, j.Teper~ zameqaem, qtof(r) =Xi uiIAi(r); g(r) =Xj vjIBj (r):



21Zadaqa 5.11. Zaverxite dokazatel~stvo teoremy.Pust~ f1, f2, : : : fk | sluqa$inye veliqiny, opredel ennye na odnom itom �e prostranstve. Oni nazyva�ts� nezavisimymi, esli dl� l�byhqisel u1, : : : , uk ih proobrazy f�11 (u1), f�12 (u2), : : : , f�1k (uk) nezavisimy.Dl� nezavisimyh sluqa$inyh veliqin vypolneno(5.10) M(f1f2 : : : fk) =M(f1)M(f2) : : :M(fk):5.10. Ew e raz rexenie zadaqi 2.5 (o srednem qisle toqek v ku-bike). V kaqestve vero�tnostnogo prostranstva berem S15. V kaqestvesluqa$ino$i veliqiny ber em qislo V (a) toqek v kubike K(a)V (a) = 15Yj=1nQislo toqek v I3(aj)o:Po formule (5.10) poluqaem, qto e e srednee est~ proizvedenie srednihot sluqa$inyh veliqin'j(a) = nQislo toqek v I3(aj)o:Srednee ot 'j bylo vyqisleno v zadaqe 2.3.Ka�ets�, �to rexenie u�e bolee predpoqtitel~no, qem privedennoenami v 5.6. V sledu�wem punkte to �e obsto�tel~stvo pro�vl�ets� bolee�rko.5.11. Rexenie zadaqi 2.6 (o pereseqenii dvuh kubikov). Rassmot-rim prostranstvo S15 � S15. Qislo �(a;b) toqek pereseqeni� kubikovK(a) \K(b) est~ sluqa$ina� veliqina na �tom prostranstve, priq em�(a;b) = 15Yj=1nQislo toqek v I3(aj) \ I3(bj)o:My vidim, qto naxa sluqa$ina� veliqina �vl�ets� proizvedeniem slu-qa$inyh veliqin. Dalee somno�iteli nezavisimy (poduma$ite poqemu),primen�� formulu (5.10), my poluqaem �elaemy$i rezul~tat.5.12. Uslovnye srednie. Rassmotrim podmno�estvo A v vero�tnost-nom prostranstve R. Dopustim, qto vero�tnost~ A otliqna ot nul�.Togda mno�estvo A mo�no prevratit~ v vero�tnostnoe prostranstvo, po-lo�iv, qto dl� l�bogo B � A vypolnenoep(B) = p(B)p(A) :Esli f { sluqa$ina� veliqina na R, to my opredele�em e e srednee pomno�estvu A kak 1p(A) Xr2A f(r)p(r):



22 Razumeets�, �to sovpadaet so srednim sluqa$ino$i veliqiny f po pro-stranstvu A.5.13. Rexenie zadaqi 2.7 (o
enka logarifma). Napomnim (sm. Fih-tengol~
a ili l�bo$i drugo$i naqal~ny$i uqebnik po analizu), qto prijxj < 1(5.11) ln(1 + x) = x� x22 + x33 � x44 + : : : :V qastnosti, ln(1 + x) 6 x(�to trebuet opredel ennyh razmyxleni$i pri x > 0, u nas, odnako x < 0, ivse slagaemye summy (5.11) otri
atel~ny). Po�tomu, otbrasyva� mlad-xie slagaemye v razlo�enii logarifma, my lix~ zavyxaem vyra�enie(2.4), i tem samym zani�aem vero�tnost~ sluqa$inogo sovpadeni�.Zadaqa 5.12. Naskol~ko my ee zani�aem?Otvet: Pri naxih znaqeni�h N , " popravka v (2.5) budet lix~ v xestomznake posle zap�to$i, t.e. v naxem sluqae formula (2.5) na samom dele�vl�ets� toqnym ravenstvom s l�bo$i razumno$i toqki zreni�5.14. Rexenie zadaqi 2.8 (o nesuwestvennosti pereseqeni$i ku-bikov). Vrode pon�tno, qto �to tak. Srednee qislo toqek v kubike {okolo 1011, a srednee qislo toqek v pereseqenii dvuh kubikov { 28.5.Vsego �e u nas est~ tol~ko 140000 kubikov, po�tomu pereseqeni� j-ogo ku-bika K3(aj) so vsevozmo�nymi drugimi kubikami sostavl��t lix~ malu�qast~ ego "ob ema". Ni�e my "oforml�em" �to soobra�enie.V kaqestve vero�tnostnogo prostranstva 
l voz~m em proizvedenie lxtuk prostranstva S15. Ego toqkami �vl��ts� vsevozmo�nye nabory(5.12) ! = (a1; : : : ; al)iz 15-qlennyh dinasti$i aj. My budem rassmatrivat~ vsevozmo�nye l =1; 2; : : : ; N , gde N = 140000.Oboznaqim qerez �l � 
l mno�estvo vsevozmo�nyh naborov dinasti$i! = (a1; : : : ; al), takih, qto nikakie dve dinastii ai, aj ne �vl��ts� bliz-kimi. Naxa 
el~ | na$iti verhn�� o
enku dl� vero�tnosti p(�N ). �toavtomatiqeski dast ni�n�� o
enku dl� vero�tnosti sluqa$ino$i blizosti.Vvedem ew e odno oboznaqenie: dl� proizvol~nogo mno�estva A myoboznaqim qerez #[A℄ qislo �lementov v �tom mno�estve.Lemma.(5.13)#[�l+1℄ = X!=(a1;:::;al)2�ln qisla toqek iz S15, ne le�awihv ob�edinenii kubikov K3(a1), : : : , K3(al)o :�to ravenstvo vyra�aet v toqnosti sledu�wee. Pust~ u nas est~ toqka! iz �l, t.e. nabor iz l kubikov s dal ekimi drug ot druga 
entrami. Eslimy hotim postavit~ (l+1)-$i kubik, to ego 
entr dol�en byt~ "dal ekim" ot



23
entrov predyduwih kubikov, t.e. on dol�en le�at~ vne kubikov K3(a1),: : : , K3(al).Na �zyke vero�tnosti ravenstvo (5.13) perepisyvaets� v vide(5.14)p(�l+1) = p(�l) � h1� 36�15 � nsrednee po �l ot #[K3(a1) [ � � � [K3(al)℄oi:(ubedites~ v �tom).Itak zadaqa svelas~ k voprosu o qisle toqek v ob~edinenenii bol~xogoqisla kubikov.Pre�de vsego napomnim formulu vkl�qeni�{iskl�qeni�, vyra�a�wu�qislo toqek v ob�edinenii proizvol~nyh koneqnyh mno�estv B1, : : : Bl:#[B1 [ � � � [ Bl℄ =Xj #[Bj ℄�Xi<j #[Bi \Bj ℄ + Xi<j<k#[Bi \ Bj \ Bk℄� : : :� (�1)l#[B1 \ B2 \ � � � \ Bl℄:�to polezna� toqna� formula (a e e vyvod | horoxa� zadaqa). Nam �ebudet dostatoqno sledu�wego, bolee prostogo utver�deni�.Zadaqa 5.13. Vyvedite neravenstvo#[B1 [ � � � [Bl℄ >Xj #[Bj ℄�Xi<j #[Bi \ Bj ℄:Tak kak naxa 
el~ | verhn�� o
enka vero�tnoste$i p(�l), my mo�emzamenit~ vyra�enie v (5.14) v figurnyh skobkah na men~xu� veliqinu(5.15) nsrednee po �l ot X16j6l#[K3(aj)℄� X16i<j6l#[K3(ai) \K3(aj)℄o:Oqen~ legko vyqislit~ srednee ot to$i �e veliqiny, no po vsemu pros-transtvu 
l, t.e.(5.16) nsrednee po 
l ot X16j6l#[K3(aj)℄� X16i<j6l#[K3(ai) \K3(aj)℄o:De$istvitel~no, srednee ot summy ravno summe srednih (sm. formulu(5.7)), a srednee ot ka�dogo slagaemogo nam izvestno (zadaqi 2.5 i 2.6).Po�tomu srednee ot (5.16) ravno(5.17) l � �6 23�15 � l(l � 1)2 � 28:5:Esli by mogli prosto zamenit~ (5.15) na (5.16), to vs e bylo by prekrasno.My poluqili by(5.18) p(�N ) = NYl=1�1� 36�15�l�6 23�15 � l(l� 1)2 � 28:5�� == NYl=1�1� l � 5:4�15 + 36�15 � l(l� 1)2 � 28:5� ' NYl=1�1� l � 5:4�15�:



24Poslednee vyra�enie v �to$i 
epoqke ravenstv | �to v toqnosti proizve-denie (2.4), kotoroe predlagalos~ v kaqestve p(�N ) v punkte 2.4. Qtokasaets� pribli�ennogo ravenstva v �to$i 
epoqke, to ono s l�bo$i ra-zumno$i toqki zreni� toqno (popravka legko o
enivaets� s pomox~� loga-rifmirovani� i okazyvaets� vpolne niqto�no$i).Ostalos~ sravnit~ srednie (5.15) i (5.16).Se$iqas my proverim dva vyskazyvani�:A)(5.19) nsrednee po �l ot X16i<j6l#[K3(ai) \K3(aj)℄o << nsrednee po 
l ot X16i<j6l#[K3(ai) \K3(aj)℄o:(t.e. popravka proishodit v blagopri�tnu� s toqki zreni� naxih 
ele$istoronu)B) Esli veliqina(5.20)nsrednee po �l ot X16j6l#[K3(aj)℄o� nsrednee po 
l ot X16j6l#[K3(aj)℄oi polo�itel~na, to ona vs e �e oqen~ mal&a.Naqn em s obsu�deni� Vyskazyvani� A).Pre�de vsego, ob�snim, poqemu ono pravdopodobno. Dopustim, qtotoqki ai i aj blizki. Togda(5.21) #[K3(ai) \K3(ai)℄ � 415 ' 109(po$imite, poqemu �to tak), v to vrem� kak srednee qislo toqek v perese-qenii dvuh sluqa$ino vz�tyh kubikov | vsego lix~ 28.5.Bolee togo, fiksiruem, naprimer, kubik K3(a1) i budem proizvol~nomen�t~ drugie kubiki. Togda srednee qislo toqek pereseqeni� K3(a1)so vsemi ostal~nymi kubikami, vmeste vz�tymi (t.e. s Pj>2#(K3(a1) \K3(aj)) ravno (l � 1) � 28:5Vybira� l samym bol~xim iz vozmo�nyh, t.e. l = N = 140000, my poluqaemveliqinu por�dka 4 � 107, qto zametno men~xe, qem (5.21).Po�tomu vybrasyva� iz 
l toqki, ne le�awie v �l, my vybrasyvaemtoqki, gde pereseqeni� kubikov oqen~ bol~xie, a potomu umen~xaem sred-nee ot(5.22) X16i<j6l#[K3(ai) \K3(aj)℄:Dokazatel~stvo Vyskazyvani� A). Pust~ utver�denie dokazano dl� �l.Doka�em ego dl� �l+1. Dobavim k naboru kubikov (a1; : : : ; al) 2 �l pro-izvol~ny$i kubik K3(al+1). Togda veliqina (5.22) uveliqits� na(5.23) X16j6l#[K3(al+1) \K3(aj)℄:



25Srednee ot �to$i dobavki ravno 28:5 � l.Esli �e toqka al+1 le�it blizko k odno$i iz ranee vybrannyh toqek a�,to u�e odno-edinstvennoe slagaemoe #[K3(al+1) \ K3(a�)℄ budet bol~xesrednego znaqeni� 28:5 � l (a tem samym, vs e vyra�enie (5.23) budet ipodavno bol~xe �togo srednego). Po�tomu, ubira� iz rassmotreni� �tutoqku al+1, my umen~xaem srednee znaqenie dobavki (5.23).Proverka vyskazyvani� B). Zdes~ vs e prosto. Fiksiruem toqku (a1; : : : ; al) 2�l. Oboznaqim qerez U ob�edinenie vseh kubikov K3 s 
entrami v toqkahaj. Nam nu�no o
enit~(5.24) nsrednee ot #K3(b) po vsem toqkam b =2 Uo:My �e znaem(5.25) nsrednee ot #K3(b) po vsem toqkam b 2 S15o = �6 23�15:Mno�estvo U � S15 �vl�ets� oqen~ malen~kim | ono zapoln�et (da�epri l = N) ne bolee 1=(5 � 140000) ot vsego prostranstva S15, t.e., por�dka0:0001 pro
enta (tol~ko �ta informa
i� o mno�estve U budet dl� nassuwestvenna).Samoe bol~xoe vozmo�noe znaqenie funk
ii #K3(b) ravno 715, qtovsego lix~ v 1:78 raza bol~xe srednego e e znaqeni� po vsemu S15. Samoemen~xee myslimoe znaqenie veliqiny (5.24) mo�et byt~ dostignuto, eslifunk
i� #K3(b) ravna maksimumu (t.e. 715) na vs em mno�estve U . Pon�t-no, qto �to naimen~xee myslimoe znaqenie lix~ na niqto�nu� dol�pro
enta otliqaets� ot (5.25).Itak, poluqaets�, qto pribli�ennoe ravenstvo (5.18) dl� p(�l) vy-polneno s oqen~ bol~xo$i stepen~� toqnost~� (popravka ne ranee, qem vp�to$i znaqawe$i 
ifre). Na �tom my zaverxaem igru v 15-mernye kubiki.5.15. K zadaqe 2.9 (toqki perekle$iki dinasti$i v Tabli
e 1). Ogra-niqims� levo$i kolonko$i. V kaqestve osnovatel� dinastii mog by byt~nazvan tak�e Karl Martell (otkuda slovo "Karolingi") ili Pipin Ko-rotki$i (pervy$i obladatel~ korolevskogo titula sredi Karolingov).Dalee, nomera 1-2 ne byli korol�mi, i oni mogli by byt~ zamenenyna poslednih frankskih korole$i | Merovingov.Nakone
, okolo 843 goda Imperi� Karolingov raspadaets� na strany,kotorye mo�no uslovno nazvat~ Fran
ie$i i Germanie$i, i na ploho vyra-zimu� v sovremennyh terminah Hlotaringi�. S �togo mesta "dinasti�"mo�no bylo by prodol�it~ l�bo$i iz tr eh vetve$i. Oni �e v Tabli
e idutv pereme�ku (i, koneqno �e, s propuskami).Data obryva "dinastii" 888g. to�e vpolne proizvol~na.5.16. Rexenie zadaqi 4.1 (ob approksimatii proizvol~nyh mo-narhov rimskimi imperatorami). Rimska� Imperi� ne byla nasled-stvenno$i monarhie$i, i v ne$i malovato dlitel~nyh pravleni$i; v qastnostis 44 g do n.�. do 396 g n.�. bylo lix~ dva pravleni� > 25 let, a imennoKonstantin (31 god) i Avgust (56 let); poslednego (iz-za neobyqno$i pro-dol�itel~nosti pravleni�) voobwe trudno s kem-libo oto�destvit~, sm.,



26odnako, vyxe snosku 16. Po�tomu u nas vozniknut slo�nosti, esli mypopytaems� approksimirovat~ rimskimi imperatorami, naprimer, di-nasti�, kotora� naqinaets� s dvuh 33-letnih pravleni$i.Sposob, kotorym A.T.Fomenko preodolevaet dannoe prep�tstvie i na-hodit "�kvivalenty" dlinnym pravleni�m, �sen iz sledu�wego punkta.5.17. Liriqeskoe otstuplenie o pravilah igry. K p. 4.2. Priprimenenii matematiki k real~nym zadaqam, nikogda ne vredno obsudit~razumnost~ ispol~zuemo$i modeli.Na pervy$i vzgl�d, mo�et pokazat~s�, qto preobrazovanie f3g (sli�niepravitele$i) osmyslenno, de$istvitel~no,(5.26) P etr+Sof~�=P etr I, t.e. 35 + 7 = 42:No ved~ 42 i bez togo bylo by uqteno kak "variant pravleni�" Petra (nadobrosovestnost~ A.T.Fomenko v �tom meste mo�no polo�its�). Po�tomudl� modelirovani� real~nyh oxibok preobrazovanie f3g ne nu�no.Zato, soglaxa�s~ s preobrazovaniem f3g, my poluqaem zakonnoe pravovvesti v spisok russkih 
are$i (v kaqestve "malo$i popravki") odnogo{dvuhiz sledu�wih qudo-�d:(5:27) Sof~� + P etr = 7 + 42 = 49F edor + Sof~�; F edor + P etr; F edor + Ivan V;Ivan V + P etr; Ivan V + Sof~�; P etr + Ekaterina;otmetim, qto u Ivana mo�no ukazat~ dva "varianta pravleni�", a u Petra{ tri, v itoge u odnogo lix~ gibridnogo Petroivana mo�no predlo�it~5 razliqnyh prodol�itel~noste$i pravleni�.�to ew e ne vs e. Opera
i� summirovani� ponimaets� gibko. Naprimer(kak pokazyvaet peqal~na� sud~ba Septimi� Severa, snoska 14), pri sum-mirovanii my mo�em sohran�t~ otdel~nye slagaemye. Naprimer, para[F edor, Sof~�℄ mo�et byt~ preobrazovana ne tol~ko v Sof~ef edora, noi v pary [Sof~�, Sof~ef edor℄, [F edor, Sof~ef edor℄[ Sof~ef edor, Sof~�℄, [Sof~ef edor, F edor℄I koneqno, mir ne sox els� klinom na F edore, Petre, Ivane i sestre ihSof~e. Rassmatriva� spisok A{� russkih pravitele$i, my dol�ny byt~"ne predvz�tymi" i dobrosovestno vkl�qit~ v rassmotrenie dve sotnikentavrov tipa Gorboel~
ina, Nikolo-Lenina, Aleksandra Dvutret~egoi Ivanodmitri� Krasnodonskogo.Glavnoe znaqenie preobrazovani� f3g | rexenie problemy poiskasootvetstvi$i dl� dlinnyh pravleni$i(sm. vyxe p.5.16.).Teper~ o preobrazovanii f2g (perestanovka pravitele$i). Koneqno, vspisok russkih 
are$i para Sof~� Alekseevna i Ivan V Alekseeviq mogutidti i v tom i drugom por�dke. No tako$i vopros mo�et voznikat~ lix~ vsluqae sopravleni$i (regenstv) ili raskola gosudarstva. Dopustima� (dai to, s ogovorkami) s istoriqesko$i toqki zreni� forma preobrazovani�f2g:



27| Esli prome�utok pravleni� odnogo pravitel� soder�its� v prome-�utke pravleni� drugogo, to ih mo�no pisat~ v l�bom por�dke.V �tom sluqae estestvennogo por�dka pravitele$i prosto net, i pra-vil~ne$i bylo by (s matematiqesko$i toqki zreni�) ego i ne pridumyvat~.Prosto qlenov "dinastii" ne vsegda mo�no estestvennym obrazom zanu-merovat~, qto i sledovalo by uqest~ v matematiqesko$i modeli20.A otkuda berets� uverennost~, qto letopis
y voobwe sklonny siste-matiqeski putat~ (izmen�t~ po zlomu umyslu? po ideologiqskim soobra-�eni�m?) por�dok pravitele$i, A.T.Fomenko, k so�aleni�, ne soobwaet.Tak qto statistiqeska� model~, osnovanna� na preobrazovani�h f2g{f3g vygl�dit ne obosnovanno$i i ne bessporno$i. Nesmotr� na �to, dava$iteprimem predlagaemye nam pravila igry. Nax osnovno$i kontrdovod iz x4ot �togo niqut~ ne postradaet.5.18. K zadaqe 4.2 (o nevidimyh pravitel�h). Privo�u sluqa$iny$inabor primerov dl� obraz
a:Ovqina-Telepnin, Adaxev, Mal�ta, �r~ev, �olkevski$i, Zaru
ki$i, Minin, Mo-rozov, Ordyn-Nawokin, Matveev, Goli
yn, Naryxkin, Men~xikov, Biron, Orlov,Pot emkin, Zubov, Arakqeev, Suslov, �kovlev,...Soverxenno nepon�tno, kogo iz nih pravil~no vkl�qat~ v spisok, akogo net. V itoge dostatoqno qetki$i spisok vysxih pravitele$i rasply-vaets� vo qto-to amorfnoe.Koneqno, matematiqeska� statistika { ob�ktivna� nauka. No e e re-zul~taty mogut pretendovat~ na ob�ektivnost~, lix~ pri ob�ektivnostivhodnyh dannyh. Pri l�bom sbore statistiki nu�na q etka� (i toqnosformulirovanna�) metodika i sostavlenie metodiki { otdel~na� (i voz-mo�no ne prosta�) zadaqa. Vvod� "faktiqeskih pravitele$i" v spisokmonarhov, my ter�em vozmo�nost~ rabotat~ s ob~ektivnymi dannymi.Prived em primer, kogda statistiqeska� oxibka voznikaet vo vpolnebezobidno$i situa
ii.Zadaqa 5.14. Student Ivanov ezdit iz pedinstituta na 103 avtobuse,a student Petrov { na 130-m. Sad�ts� oni na odno$i ostanovke. Ivanovutver�daet, qto 103-i avtobusy { polnye, a 130-e | pustye. Petrov �eutver�daet toqno protivopolo�noe. Predlo�ite pravdopodobnoe ob��s-nenie.5.19. Rexenie zadaqi 4.3 (o Tabli
e 1). Razumeets� net. V levo$iqasti prisutstvu�t probely me�du sosednimi pravleni�mi v 7, 13, 7, 5let, a v pravo$i qasti 18, 7. Vse upom�nutye qisla bol~xe 1.5.20. Rexenie zadaqi 5.9 (pro gorod Saratov). Qislo golov nezavi-simo s l�bo$i drugo$i iz sluqa$ino$i veliqin.Rost, ves i qislo zubov zavisimy me�du sobo$i (pri vese < 5kg zubov u�itel� goroda Saratova �vno malovato).Ves (rost i qislo zubov), kak budto, mo�no sqitat~ ne zavisimymot qisla bukv v familii (po-vidimomu, �to verno s dovol~no bol~xo$itoqnost~�).20Zamequ, qto model~, osnovanna� na line$inom upor�doqenii pravitele$i ne pri-menima v sluqae Rimsko$i imperii, kogda mno�estvo imperatorov imeet lix~ es-testvennoe qastiqnoe upor�doqenie.



28 5.21. Rexenie zadaqi 5.13 (pro logarifm). Vospol~zu$ites~ for-mulo$i Te$ilora s kakim-libo prigl�nuvxims� Vam ostatoqnym qlenom.Legko provesti o
enku i neposredstvenno, ishod� iz (5.11).5.22. Rexenie zadaqi 5.14 (pro avtobusy). Predstavim sebe, qtoupom�nutym studentam uda ets� toqno sqitat~ qislo passa�irov v uvi-dennyh imi avtobusah. Qelovek, nabl�da�wi$i qu�o$i avtobus, budetprimerno o
enivat~ srednee arifmetiqeskoe qisla passa�irov(5.28) 1n (x1 + � � �+ xn):Qto kasaets� svoego avtobusa, to qelovek obyqno (esli poluqaets�) sa-dits� v pervy$i podoxedxi$i avtobus. Vero�tnost~ popast~ v j-$i po sqetuavtobus primerno propor
ional~na prome�utku vremeni me�du (j � 1)i j-ym avtobusom. No i qislo passa�irov v avtobuse propor
ional~no�tomu vremennomu prome�utku. Sledovatel~no, faktiqeski nabl�daets�veliqina(5.29) x21 + � � �+ x2nx1 + � � �+ xn :Zadaqa 5.15. Poka�ite, qto (5.28) men~xe ili ravno (5.29). Ravenstvodostigaets� lix~ kogda vse xj ravny me�du sobo$i.Ukazanie. Vospol~u$ites~ metodom p.5.8 ili neravenstvom me�du sred-nim arifmetiqeskim i srednim kvadratiqeskim.Tak qto spor skoree vsego imeet priqino$i ne psihologi� qeloveka,ogorqennogo dolgim o�idaniem, a razni
u v metodikah sbora statistiki.Istoriqeskie ssylki.1) V naxe$i osnovno$i argumenta
ii (xx2{3, 5) istoriqeskie svedeni�, kak takovye,poqti ne ispol~zu�ts�, dl� nas suwestvenny lix~ dliny spiskov pravitele$i, nodl� opredeleni� dlin nu�ny i sami spiski.Interesu�wie nas spiski russkih kn�ze$i v gotovom vide mo�no na$iti v �n
iklo-pedii "Oteqestvenna� istori�", t.1-2 (Izd-vo Bol. Ross. �n
iklopedi�, 1994, 1996),stat~i Drevnerusskoe gosudarstvo, Vladimirskoe velikoe kn��estvo, Vladimiro-Volynskoe kn��estvo, Gali
koe kn��estvo, Gali
ko-Volynskoe kn��estvo, Kievskoekn��estvo.Spiski russkih prezidentov, gensekov, 
are$i obweizvestny.2) V x1 i x4 my ssylaems� na spisok Rimskih imperatorov (pravitele$i), �totspisok v ortodoksal~no$i istorii vpolne standarten. Vse imperatory (a tak�e os-novnye uzurpatory i naibolee moguwestvennye ministry) upomina�ts�, naprimer,v "Istorii upadka i razruxeni� veliko$i Rimsko$i Imperii" Gibbona. Gotovyespiski est~ v "Britansko$i �n
iklopedii" v stat~�h "Roman republi
 and empire"i "Byzanti
 empire". Tam �e legko na$iti spiski Karolingov ("Carolings").A.T.Fomenko v osnovnom operiruet s �tim standartnym spiskom i standartnymidatami (potomu qto �tot spisok i dol�en byt~ vhodnymi dannymi dl� Algoritma).Koneqno, vnimatel~ny$i qitatel~ mo�et na$iti v ego tabli
ah r�d neo�idannyh (ne-ortodoksal~nyh) dat, neo�idannyh kommentariev i t.p., no �to otdel~ny$i vopros,kotory$i by vt�nul by nas v obsu�denie istorii; s toqki zreni� naxe$i argumenta
ii



29�to bezrazliqno. Nesootvetstvie me�du Algoritmom Fomenko i ego �e tabli
amividno iz samih tabli
 v tom vide, v kotorom oni pred��vleny; nax tezis o naliqiivremenn&yh lakun horoxo proill�strirovan v knige [1℄ na ris. 16.7{16.11.3) Ide� "istoriqeskogo parallelelizma" s toqki zreni� istorika obsu�daets�v [3℄.Literatura.[1℄ Fomenko A.T., "Metody statistiqeskogo analiza narrativnyh tek-stov i prilo�eni� k hronologii" Izd-vo Moskovskogo universiteta, 1990.[2℄ Gorode
ki$i M.L. "Korenna� matematiqeska� oxibka v matematiko-statistiqeskih metodah Fomenko" V "AntiFomenko", Sbornik Russkogoistoriqeskogo obwestva 3(151), Moskva, Russka� panorama, 2000; 124{129[3℄ Kugler F.X. "Im Bannkreis Babels", 1910


