
Ê 80-ëåòèþ
Ðàèñà Ñàëüìàíîâè÷à Ècìàãèëîâà

Íàñòîÿùèé î÷åðê íàïèñàí â ñÿçè ñ þáèëååì íàøåãî çíàìåíèòîãî êîë-
ëåãè, âûïóñêíèêà êàôåäðû ÒÔÔÀ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëü-
òåòà ÌÃÓ, ïðîôåññîðà ÌÃÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà. Ìû õîòåëè áû äîïîë-
íèòü õàðàêòåðèñòèêó åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî òâîð÷åñòâà, äàííóþ â ñòàòüå
â Óñïåõàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê 2018ã. Îñíîâíûå òåìû íàñòîÿùåãî òåêñòà
� íåäàâíèå ñòàòüè Èñìàãèëîâà ïî òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è ñïåêòðàëüíîé
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ìû íà÷íåì ñ ãðóïïû ðàáîò ïî îïåðàòîðàì Ðàêà. Ñíà÷àëà íàïîìíèì,
êàê ïîÿâèëèñü êëàññè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû Ðàê�à (G. Racah). Îáîçíà÷èì
÷åðåç SU(2) ãðóïïó óíèòàðíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2 ñ îïðåäåëèòåëåì 1, à
÷åðåç Vk åå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåðíîñòè k + 1. Èçâåñòíî,
÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé ðàñêëàäûâàåòñÿ
â îäíîêðàòíóþ ïðÿìóþ ñóììó

Vk ⊗ Vl =
∑

p: |k − l| ≤ p ≤ k + l, k + l + p ÷åòíî

Vp, (1)

ýòî ðàçëîæåíèå ëåãêî ñòðîèòñÿ ÿâíî. Ðàññìîòðèì òåïåðü òðîéíîå ïðîèç-
âåäåíèå

(Vk ⊗ Vk)⊗ Vm = Vk ⊗ (Vk ⊗ Vm) = ⊕jajVj = ⊕j(Caj ⊗ Vj), (2)

ãäå aj � êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ Vj â òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Òàêîå ðàçëî-
æåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ìîæíî ñíà÷àëà ðàçëîæèòü
Vk ⊗ Vl â ïðÿìóþ ñóììó (1)

(Vk ⊗ Vk)⊗ Vm = (⊕pVp)⊗ Vm = ⊕p(Vp ⊗ Vm),

à ïîòîì ðàñêëàäûâàòü êàæäîå ñëàãàåìîå Vp⊗Vm âñå ïî òîìó æå ïðàâèëó
(1). Íî ìîæíî íà÷àòü ñ ðàçëîæåíèÿ Vk ⊗ Vm
Â èòîãå ìû ïîëó÷èì äâà ðàçíûõ ðàçëîæåíèÿ îäíîãî è òîãî æå óíèòàð-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Îíè áóäóò ñâÿçàíû ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â ïðàâîé
÷àñòè (2), îí óâàæàåò ñëàãàåìûå Caj⊗Vj è ôàêòè÷åñêè äåéñòâóåò â êàæ-
äîì ¾ïðîñòðàíñòâå êðàòíîñòåé¿ Caj , íàçîâåì åãî îïåðàòîðîì Ðàê�à Rj

(åãî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ 6j-ñèìâîëàìè). Ïî ïîñòðîåíèþ,
ýòîò îïåðàòîð óíèòàðåí, íî åñëè ÿâíî âûïèñàòü åãî ìàòðèöó, òî óíèòàð-
íîñòü îêàçûâàåòñÿ âåñüìà íåòðèâèàëüíûì ôàêòîì.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòðî÷êè ìàòðèöû Rj ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê êî-

íå÷íàÿ ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ äèñêðåòíîãî ïåðåìåííîãî
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(òàê íàçûâàåìûå ìíîãî÷ëåíû Ðàêà), ýòà ñèñòåìà çàâèñèò îò ÷åòûðåõ öå-
ëûõ ïàðàìåòðîâ k, l, m, j. Ïåðâûå òðè ïàðàìåòðà ëåãêî ñäåëàòü âåùå-
ñòâåííûìè, äëÿ ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü óíèâåðñàëüíóþ íàêðûâàþùóþ
ãðóïïû SL(2,R) = SU(1, 1) è åå ïðåäñòàâëåíèÿ ñî ñòàðøèì âåñîì.
Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ òèïà 4F3[. . . ; 1], çàâèñÿùàÿ îò 3 âåùåñòâåííûõ è îäíîãî äèñ-
êðåòíîãî ïàðàìåòðà (â ïîëíîé îáùíîñòè åå ââåë W.Wilson â 1978ã.). Íà-
ïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ßêîáè ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåíèÿìè
ìíîãî÷ëåíîâ Ðàêà.
Åñòåñòâåííî ïûòàòüñÿ îáîáùèòü ýòó êîíñòðóêöèþ. Îäíàêî óæå äëÿ

ãðóïïû SU(3) ìû ñòîëêíåìñÿ ñ òåì, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé èìååò êðàòíîñòè, à ïîýòîìó âîçíèêàþò ñëîæ-
íîñòè ñ âû÷èñëåíèåì îïåðàòîðîâ Ðàêà (õîòÿ ôîðìàëüíî èõ íåñëîæíî
îïðåäåëèòü).
Âîïðîñ îá àíàëîãå îïåðàòîðîâ Ðàêà äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ óíèòàð-

íûõ ïðåäñòàâëåíèé áûë çàäàí îäíîâðåìåííî Èñìàãèëîâûì [ÔÀ2006] è
W. Groenevelt'îì (Acta Appl. Math., 2006). Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî êîíå÷-
íîìåðíûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö âîçíèêàþò óíèòàðíûå îïåðàòîðû. Îñíîâ-
íàÿ òðóäíîñòü â çàäà÷àõ î òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ - ÷òî êðàòíîñòè â
èõ ðàçëîæåíèÿõ ïî÷òè âñåãäà íå åäèíè÷íûå, è, ÷òî õóæå, îíè ÷àñòî (èëè
äàæå îáû÷íî) îêàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íûìè.
Êðàòíîñòü äâà âîçíèêàþò äàæå â îáìàí÷èâî êàæóùeìñÿ ïðîñòûì ñëó-

÷àå SL(2,R). Ñïåêòðû äëÿ ýòîé çàäà÷è áûëè íàéäåíû Ë.Ïóêàíñêèì â
1961ã., à ñïåêòðàëüíûå ìåðû � Â.Ô.Ìîë÷àíîâûì [ÈÀÍ1979] Ïîçæå ýòîé
çàäà÷å îáðàùàëèñü è äðóãèå àâòîðû (E.Koelink, W.Groenevelt, H.Rosengren
[Dev. Math, 2006], Þ.À.Íåðåòèí [ÔÀ2005]), íî äî ïîëíîé ÿñíîñòè îíà íå
äîâåäåíà, è âîçìîæíîñòè äëÿ ñâîáîäíîãî îïåðèðîâàíèÿ ýòèìè îáúåêòàìè,
ïî-âèäèìîìó, ïîêà íåò, è áûëî áû æåëàòåëüíî ýòó çàäà÷ó äîäåëàòü. Ãðóí-
âåëüò ïîñòðîèë îïåðàòîðû Ðàêà äëÿ SL(2,R) â ñëó÷àå, êîãäà ïî êðàéíåé
ìåðå äâà ñîìíîæèòåëÿ ïðèíàäëåæàò äèñêðåòíûì ñåðèÿì (â ýòîì ñëó÷àå
êðàòíîñòè â òðîéíîì ïðîèçâåäåíèè íå ïîÿâëÿþòñÿ).
Èñìàãèëîâ âû÷èñëèë îïåðàòîðû Ðàêà äëÿ ñëó÷àÿ îñíîâíûõ ñåðèé ãðóï-

ïû SL(2,C), à òàêæå ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâ R3,
R4 (è â ýòèõ ñëó÷àÿõ êðàòíîñòè íå ïîÿâëÿþòñÿ1). Îáñóäèì íåîæèäàííûå
ñïåöôóíêöèîíàëüíûå è ãåîìåòðè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ïîÿâèâøèåñÿ â ýòèõ ðà-
áîòàõ.

Âî-ïåðâûõ, â ôîðìóëàõ ïîÿâëÿþòñÿ íåîáû÷íûå èíòåãðàëû òèïà Ìåëëèíà-
1Òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé SL(2,C) áûëè ðàçëîæåíû Ì.À.Íàéìàðêîì â ïóáëèêàöèÿõ

1961-1963ãã.
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Áàðíñà. Ïóñòü a1, . . . , ar, b1,. . . , br ∈ C, ïðè÷åì Re aj, Re bj ∈ Z. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùèé èíòåãðàë

rFr−1[a, b] =
∞∑

k=−∞

∞∫
−∞

r∏
k=1

Γ
(
1
2(ak +m)− is

)
Γ
(
1
2(bk +m) + is

)
ds

Γ
(
1
2(ak +m) + is

)
Γ
(
1
2(bk +m) + 1− is

) . (3)
Èíòåãðàëüíûå ÿäðà äëÿ îïåðàòîðîâ Ðàêà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè

rFr−1 ïðè r = 4. Âûðàæåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ ãèáðèäîì äâóñòîðîííåãî ãè-
ïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà ïî k è áàðíñîâñêîãî èíòåãðàëà ïî s. Îíî îêà-
çûâàåòñÿ áîëåå ðó÷íûì îáúåêòîì, ÷åì ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, íàïðèìåð, êàê
âûÿñíèë Ð.Ñ. â [ÌÑá2007], îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå

r∑
j=1

Cj(. . . ) rFr−1[. . . ; 1] rFr−1[. . . ; 1],

ãäå rFr−1[. . . ; 1] � îáû÷íûå îáîáùåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè,
ïàðàìåòðû êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ap, bp, à Cj ïðîèçâåäåíèÿ ãàììà-
ôóíêöèé (÷üè àðãóìåíòû òîæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ap, bp). Ïî-âèäèìîìó,
ôóíêöèè rFr−1 çàñëóæèâàþò îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Åñòåñòâåííî ïðåäïî-
ëàãàòü çäåñü ñóùåñòâîâàíèÿ íàäñòðîéêè íàä êëàññè÷åñêîé òåîðèåé ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè íîâûõ áåòà-èíòåãðàëîâ è ñâÿçàí-
íûõ ñ íèìè ÿâíî ðåøàåìûõ ðàçíîñòíûõ çàäà÷ òèïà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.

Âòîðîå íåîæèäàííîå ÿâëåíèå ñâÿçàíî ñ ïðîñòðàíñòâàìè øàðíèðíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå áûëè ââåäåíû À.À.Êëÿ÷êî (ðàáîòà îïóáëèêî-
âàíî â òðóäàõ êîíôåðåíöèè Algebraic geometry and its applications (Yaroslavl,
1992), 1994, âïîñëåäñòâèè ýòè ïðîñòðàíñòâà ñòàëè ïðåäìåòîì ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ èññëåäîâàíèé). À èìåííî, áåðåòñÿ ìíîæåñòâî

Kln = Kl(a1, . . . , an)

âñåõ çàìêíóòûõ n-çâåííûõ ëîìàíûõ â R3 ñ ôèêñèðîâàííûìè äëèíàìè a1,
. . . , an çâåíüåâ, ëîìàíûå îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèé R3. Êàê
îáíàðóæèë Êëÿ÷êî, ýòî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò íåîæèäàííîé è áîãàòîé
ãåîìåòðèåé. Îíî îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ñèìïëåêòè÷åñêîãî2

è, áîëåå òîãî, êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Íà íåì äåéñòâóåò ãàìèëüòîíîâû-
ìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè àëãåáðà Ëè ãðóïïû êîñ3. Êðîìå òîãî èíâàðèàíòû
n-êðàòíûõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé Vα1

⊗· · ·⊗Vαn
êîíå÷íîìåðíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé SU(2) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ñå÷åíèÿìè åñòåñòâåííûõ ëèíåéíûõ
2Ðàññìîòðèì òðèàíãóëÿöèþ n-óãîëüíèêà íàáîðîì äèàãîíàëåé, îáîçíà÷èì ÷åðåç `j äëèíû äèàãîíàëåé, ÷åðåç φj �

äâóãðàííûå óãëû. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
∑
d`j∧dφj . Ýòà ôîðìà íå çàâèñèò âûáîðà òðèàíãóëÿöèè,

ïðîâåðêà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåîæèäàííî íåòðèâèàëüíîé äàæå äëÿ ÷åòûðåõçâåííûõ ëîìàíûõ.
3Ãðóïïà êîñ äèñêðåòíà, íî ó íåå åñòü êàíîíè÷åñêîå ïîïîëíåíèå ïî Ìàëüöåâó, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ¾áåñêîíå÷íîìåðíîé

ãðóïïîé Ëè¿. Àëãåáðà Ëè ýòîé ãðóïïû áûëà îïèñàíà T. Kohno.
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ðàññëîåíèé íà ïðîñòðàíñòâå ìíîãîóãîëüíèêîâ (äëÿ ñëó÷àÿ öåëûõ äëèí
ñòîðîí a1, . . . , an).
Ïðîñòðàíñòâî øàðíèðíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ åñòåñòâåííî ïîÿâèëîñü

â ðàáîòàõ Èñìàãèëîâà [ÔÀ2008], [MMJ2014] â ñâÿçè îïåðàòîðàìè Ðàêà
äëÿ ãðóïï äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâ R3 è R4. Îêàçàëîñü, ÷òî îïåðàòîðû
Ðàêà êðàñèâî âûðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåí êîîðäèíàò íà Kl4. Â ñâÿçè
ñ ýòèì åñòåñòâåííî çàäóìàòüñÿ î êðàòíûõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé óíè-
òàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Àíàëîãè÷íûå îáúåêòû äëÿ ïðåäñòàâëåíèé SU(2)
(è ïðåäñòàâëåíèé SU(1, 1) ñî ñòàðøèì âåñîì) � ò.í. 3nj-ñèìâîëû � ìíîãî
èññëåäîâàëèñü.
Âî âñÿêîì ñëó÷àå ýòè ðàáîòû äàþò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ òåîðèè

óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé è äëÿ åå ïðèëîæåíèé ê òåîðèè ñïåöèàëüíûõ
ôóíêöèé.

Äðóãàÿ íåäàâíÿÿ òåîðåòèêî-ïðåäñòàâëåí÷åñêàÿ ðàáîòà Ð.Ñ.Èñìàãèëîâà
ïîñâÿùåíà àíàëîãàì õàðàêòåðîâ äëÿ ãðóïï äèôôåîìîðôèçìîâ. Ðàññìîò-
ðèì îáëàñòü Ω ⊂ Rm, ãðóïïó Diff(Ω) åå äèôôåîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿ-
þùèõ îðèåíòàöèþ, è åå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ρσ â L2(Ω), çàäàííîå
ôîðìóëîé

ρσ(q)f(x) = f(q(x)) det J(q(x))1/2+iσ,

ãäå σ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, q ∈ Diff(Ω), à J � ìàòðèöà ßêîáè. Äàâíî
èçâåñòíî (è îäíîâðåìåííî ìàëîèçâåñòíî), ÷òî ýòî ó ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé
åñòü àíàëîãè õàðàêòåðîâ. À èìåííî ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h èç êîì-
ïàêòíîé îáëàñòè RN â Diff(Ω), ïóñòü φ(t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà RN ñ
êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Òîãäà

tr

∫
RN

φ(t)ρσ(h(t)) dt =

∫
RN

φ(t)χσ(h(t)) dt, (4)

ãäå

χσ(q) =
∑

x:q(x)=x

det(J(q(x)))1/2+iσ

det(J(x)− 1)
(5)

(ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íåïîäâèæíûì òî÷êàì äèôôåîìîðôèçìà,
äëÿ ñåìåéñòâ h îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòà ôîðìóëà èìååò ñìûñë). Îäíàêî
ýòó êîíñòðóêöèþ íå óäàåòñÿ ïîøåâåëèòü, äàæå äëÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâå-
äåíèé ïðåäñòàâëåíèé âèäà ρσ õàðàêòåðîâ â òàêîì ñìûñëå íåò. Â ñòàòüå
[ÌÑá2015] ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ãèáðèäà õàðàêòåðà â óïîìÿíóòîì
ñìûñëå ñî ñôåðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, à èìåííî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîãî êëàññà ïðåäñòàâëåíèé ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï äèôôåìîðôèç-
ìîâ äëÿ íåêîòîðûõ êàíîíè÷åñêè îïðåäåëåííûõ ïðîåêòîðîâ P ìîæíî íà-
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ïèñàòü äëÿ ñëåäîâ

tr
(
P ·
∫
RN

φ(t)ρ(q) dt · P
)

ôîðìóëû ïîõîæèå íà (4)�(5), ïðè÷åì ïîëó÷àåìûå ôóíêöèè îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþò ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïåðåéäåì êî âòîðîé ÷àñòè íàøåãî î÷åðêà. Èññëåäîâàíèþ ñïåêòðàëü-
íûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ Lq = −d2/dx2 + q(x) íà
ïîëóîñè (0,∞) ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè (âåùåñòâåííûìè è íåïðå-
ðûâíûìè) ïîòåíöèàëàìè ïîñâÿùåíà ðàáîòà Ð.Ñ.Èñìàãèëîâà, îïóáëèêî-
âàííàÿ â Journal of Spectral Theory (2016). Ïðåäûñòîðèÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîãî âîïðîñà òàêîâà. Â ñëó÷àå, êîãäà q(x)→ +∞ ïðè x→∞ è, ñòàëî
áûòü, ñïåêòð îïåðàòîðà Lq äèñêðåòåí, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè áûëà âû÷èñëåíà Òèò÷ìàðøåì è
ñîäåðæèòñÿ â åãî èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè 1946 ãîäà. Èññëåäîâàíèå àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Lq â áîëåå ñëîæíîì ñëó-
÷àå, êîãäà q(x)→ −∞ ïðè x→∞ áûëî ïðåäïðèíÿòî Õåéâóäîì â 1954
ã., à òàêæå Àòêèíñîíîì è Ôóëòîíîì â 1982 ã.
Âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå ñïåêòðîâ Lq ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè ïîòåí-

öèàëàìè íà ïðèìåðå q(x) = hx cosx2 âïåðâûå ðàññìîòðåí Èñìàãèëîâûì
â ðàáîòå 1985 ãîäà. Â óïîìÿíóòîé âûøå íåäàâíåé åãî ïóáëèêàöèè äèñ-
êðåòíîñòü ñïåêòðà Lq äîêàçàíà äëÿ ïîòåíöèàëîâ âèäà h(v′(x))2 cos v(x),
ãäå h ∈ (1/2, 1), v è v′ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò è v′′/(v′)2 → 0
ïðè x → ∞; óñòàíîâëåíû òàêæå ñïåêòðàëüíûå àñèìïòîòèêè N(0, t) �√
tw(
√
t) è N(−t, 0) � v

(
w(
√
t)
)
, çäåñü w = (v′)−1. Ýòîò ðåçóëüòàò

îáîáùàåò ôàêò èç [ÌÇ,1985] î ñóùåñòâîâàíèè êîýôôèöèåíòîâ h, äëÿ
êîòîðûõ îïåðàòîð Lq ñ q(x) = hx cosx2 èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð ñ
óêàçàííûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì.
Êëþ÷åâûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ôàêòîâ ñëóæèò ñëåäóþùåå (ñì.

[ÌÇ,1985]) ïðåäëîæåíèå îá îöåíêå ÷èñëà N(α, β) òî÷åê ñïåêòðà îïåðà-
òîðà Lq ïðèíàäëåæàùèõ èíòåðâàëó (α, β). Ïóñòü λ1([a, b]) � íàèìåíü-
øåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è Lqy = λy, y(a) = y(b) = 0, ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè 0 = a0 < a1 < . . . , 0 = b0 < b1 < . . . ñòðåìÿòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè, A è B èõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Åñ-
ëè λ1([ak−1, ak]) 6 α è λ1([bk−1, bk]) > β ïðè k > 1, òî N(α, β) 6
lim inf(B(x)− A(x)) + 1; åñëè æå λ1([ak−1, ak]) > α è λ1([bk−1, bk]) 6 β
ïðè k > 1, òî N(α, β) > lim sup(B(x) − A(x)) − 1. Âûâîä ýòîãî ïðåä-
ëîæåíèÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ðîäñòâåíåí äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîãî
óñëîâèÿ ñóùåñòâåííîé ñàìîñîïðÿæåííîñòè Lq âûâîäèìîé Ðàèñîì Ñàëü-
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ìàíîâè÷åì (ñì. [ÓÌÍ, 1963]) èç èíôîðìàöèè îá îãðàíè÷åíèè ïîòåíöèàëà
q íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè, óõîäÿùèå â áåñêîíå÷íîñòü.

Â ðàáîòå Èñìàãèëîâà "Î âîçìóùåíèè ñïåêòðà, âûçâàííîì îãðàíè÷åí-
íûì âîçìóùåíèåì ïîòåíöèàëà" [ÌÇ, 2014] ðàññìàòðèâàåòñÿ îòîáðàæå-
íèå Φ, ñîïîñòàâëÿþùåå âîçìóùåíèþ f ∈ C [[0,∞) ïîòåíöèàëà ãàðìîíè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà íà ïîëóîñè ñîîòâåòñòâóþùåå âîçìóùåíèå ñïåêòðà,
ò.å. ýëåìåíò èç ïðîñòðàíñòâà l∞. Îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î òîì, â êàêîì
ñìûñëå îòîáðàæåíèå Φ, ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî ëèíåéíûì. Ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî Φ, ïåðåâîäèò êëàññ ñìåæíîñòè f + C0[0,∞) â êëàññ
ñìåæíîñòè Φ(f) + l0 ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î ëèíåéíîñòè îòîáðàæå-
íèÿ Φ0 : C [[0,∞)/C0[0,∞) → l∞/l0. Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, åñëè íåïðåðûâíûé è âîçðàñòàþùèé ê áåñ-
êîíå÷íîñòè ïîòåíöèàë q îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ Lqy = −y′′ + qy
íà ïîëóîñè [0,∞) ñ êðàåâûì óñëîâèåì y(0) = 0 òàêîâ, ÷òî ñïåêòð Lq
äîñòàòî÷íî ðàçðåæåí (íàïðèìåð, âûïîëíåíî óñëîâèå λn ∼ n3/2+ε, ε > 0),
òî îòîáðàæåíèå Φ0 ëèíåéíî; âïðî÷åì, ýòî âåðíî è íå òîëüêî äëÿ îïåðà-
òîðîâ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ. Âî-âòîðûõ, â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà x2 íàéäóòñÿ
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå R : C [[0,∞) → l∞ è ïîäïðîñòðàíñòâî l1 ⊂ l∞

òàêèå, ÷òî Ran(Φ−R) ⊂ l1. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâà-
íî íà èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà Èñìàãèëîâà è Êîñòþ÷åíêî
[ÔÀ, 2009]. Ïóñòü A,B � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, A èìååò äèñ-
êðåòíûé ñïåêòð λ1 6 λ2 6 . . . , λk →∞, B � îãðàíè÷åí, λ̃1 6 λ̃2 6 . . .

� ñïåêòð îïåðàòîðà A+B ; òîãäà ïðè t ∈ [0, 1]

∞∑
k=0

(λ̃k − λk) exp(−tλk) = Tr
(
B exp(−tA)

)
+ O

(
tTr exp(−tA)

)
.

Ñòàòüÿ Èñìàãèëîâà è åãî ó÷åíèêà Ñóëòàíîâà [ÌÇ, 2011] ïîñâÿùåíà
êëàññèôèêàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, äåéñòâó-
þùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ Ïîíòðÿãèíà 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íà R
è ñèììåòðè÷åñêèõ îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé èíäåôèíèòíîé ýðìè-
òîâîé ôîðìû [x, y] = (Jx, y). Ïîëó÷åííûé àâòîðàìè ðåçóëüòàò ñòàâèò
çàäà÷ó îòûñêàíèÿ óñëîâèé J-ñàìîñîïðÿæåííîñòè íàéäåííûõ îïåðàòî-
ðîâ. Ïóñòü D � ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè, D′
� ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Èíäåôèíèòíàÿ
ôîðìà â D, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ðàíã èíäåôèíèòíîñòè, çàäàåòñÿ ýëå-
ìåíòîì q ∈ D′, äëÿ êîòîðîãî q(t) = q(−t) = q(t), ïðè÷åì êîýôôè-
öèåíòû Ôóðüå qk = 〈 q, eikt〉 îòðèöàòåëüíû ëèøü äëÿ k èç íåêîòîðî-
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ãî êîíå÷íîãî íåïóñòîãî íàáîðà è qk > 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ k. Ïî-
ïîëíåíèå H′ ïðîñòðàíñòâà D îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(u, v) =

∑
|qk|ukvk (çäåñü u =

∑
uke

ikt) åñòü ïðîñòðàíñòâî Ïîíòðÿãè-
íà ñ èíäåôèíèòíîé ôîðìîé [u, v] =

∑
qkukvk. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî îïåðàòîðà L = p0
d2

dt2
+ p1

d

dt
+ p2 ñ DL = D ïàðà (q, L) íàçûâàåòñÿ

ýëåìåíòàðíîé, åñëè q èìååò êîíå÷íûé ðàíã èíäåôèíèòíîñòè è êîýôôè-
öèåíòû pi èìåþò íàèìåíüøèé îáùèé ïåðèîä 2π. Â [ÌÇ, 2011] ïîëó÷åí
ñïèñîê òàêèõ ïàð; îíè ìîãóò áûòü òðåõ òèïîâ: 1) ñ ðàöèîíàëüíîé çàâèñè-
ìîñòüþ qk îò k; 2) ñ qk, âûðàæàþùèìèñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ Γ-ôóíêöèè;
3) ïîñòîÿííûå qk ïðè k > k0.

Îòìåòèì çäåñü òàêæå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà âòî-
ðîé ïðîèçâîäíîé íà êîíå÷íîì ãðàôå G, îïóáëèêîâàííóþ Èñìàãèëîâûì
â [ÔÀ, 2012]. Òî÷íåå, ïóñòü G = (V,E) � ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé
êîíå÷íûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Åñëè, îòîæäåñòâëÿÿ ðåáðî
l ∈ E ñ íåêîòîðûì îòðåçêîì, ââåñòè íà l ìåòðèêó d è ñîîòâåòñòâóþùóþ
îðèåíòàöèþ, òî äëÿ f(x), x ∈ l, îïðåäåëåíà ïðîèçâîäíàÿ; ïðè ýòîì âòî-
ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè. Äëÿ êîíöåâûõ âåðøèí a, b

ðåáðà l îïðåäåëåíû îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå

f ′l (a) = lim
l3x→a

f(x)− f(a)

d(x, a)
, f ′l (b) = lim

l3x→b

f(x)− f(b)

d(x, b)
.

Çàôèêñèðîâàâ ÷èñëà p(l) = p(a, b) = p(b, a) > 0, l = {a, b} ∈ E

(äëÿ íåñìåæíûõ âåðøèí p(a, b) = 0), íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé êëàññà
C2 íà G, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

∑
b p(a, b)u

′
l(a) = 0, l = {a, b},

ïîëó÷àåì îïåðàòîð A : u 7→ −u′′; îí ñèììåòðè÷åí è ñóùåñòâåííî ñàìî-
ñîïðÿæåí â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f1, f2) =
∑

l∈E p(l)

∫
l

f1(x)f 2(x) dx. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî öåëàÿ ôóíêöèÿ∏∞
k=1

(
1−λ2/λ2k

)
, ñîïîñòàâëÿåìàÿ ìíîæåñòâó {λ2k} íåíóëåâûõ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A ñ òî÷íîñòüþ äî ôèêñèðîâàííîãî ìíîæèòåëÿ
ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííûõ p(l), êîýôôèöèåíòàìè êîòîðî-
ãî ñëóæàò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû Rf(λ), ÿâíî âûïèñûâàåìûå
ïî òàêèì îòîáðàæåíèÿì f : V → V, äëÿ êîòîðûõ (v, f(v)) ∈ E.
Äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà p-àäè÷åñêîì ïîëå, ïî-âèäèìîìó,

íåò åñòåñòâåííîãî àíàëîãà îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îäíàêî åñòü
ïðÿìûå àíàëîãè îïåðàòîðîâ äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, õîðîøî èç-
âåñòíûå ñïåöèàëèñòàì. À èìåííî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâåðòî÷íûå îïåðàòî-
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ðû âèäà

Iαf(x) =

∫
Op

|x− y|−1−αf(y) dy .

Ñîîòâåòñòâåííî ïîÿâëÿþòñÿ p-àäè÷åñêèå àíàëîãè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ çàäàâàåìûå ôîðìóëàìè òèïà L : Iα + ψ(x), ãäå ψ(x) � âå-
ùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ("ïîòåíöèàë"). Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ òàêèõ îïå-
ðàòîðîâ îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîé, ÷åì äëÿ êëàññè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ Øðåäèíãåðà. Èñìàãèëîâ ïîëó÷èë ôîðìóëû äëÿ àñèìïòîòèêè
âûðàæåíèé Tr exp(−tL) ïðè t→ +0, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà L. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ýòè ðåçóëüòàòû äîïóñêàþò ðàñïðîñòðàíåíèå íà øèðîêèé êëàññ ñâåðòî÷-
íûõ îïåðàòîðîâ.

Íàêîíåö, îòìåòèì ðåçóëüòàò Èñìàãèëîâà î ïðåäñòàâëåíèè â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ Ðèññà ñïåêòðàëüíîé ìåðû σ ïîòîêà, âîçíèêàþùåãî ïðè îãðà-
íè÷åíèè äåéñòâèÿ R íà îñòàòî÷íóþ σ-àëãåáðó ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíî-
ãî áëóæäàíèÿ ïî R. Ýòî ïðîèçâåäåíèå Ðèññà èìååò âèä

∞∏
k=1

∣∣√pk +
√

1− pkeiξhk
∣∣2,

ãäå pk ∈ (0, 1) è hk ∈ R ñóòü ïàðàìåòðû áëóæäàíèÿ (âåðîÿòíîñòü íåïî-
äâèæíîñòè íà k-îì øàãå è ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå). Íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñèíãóëÿðíîñòè ìåðû σ.
Âïåðâûå ñâÿçü ïðîèçâåäåíèé Ðèññà ñî ñïåêòðàëüíûìè ìåðàìè ðàñ-

ñìàòðèâàëè Ô.Ëåäðàïüå (1970) è Èâ Ìåéåð (1974). Ê ñåðåäèíå 80-õ íà-
êîïèëèñü ðàçíîîáðàçíûå ôàêòû, ðàçâèâàþùèå ýòó ñâÿçü ïðèìåíèòåëüíî
ê ñàìîïîäîáíûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì; îíè èçëîæåíû â ìîíîãðàôèè
Ìàðòèíû Êâåôåëåê "Substitution dynamical systems - Spectral analysis îïóá-
ëèêîâàííîé â ñåðèè Lecture Notes in Mathematics (1987). Â ïîñëåäñòâèè
Æ.Áóðãåí ïðèìåíèë ïðîèçâåäåíèÿ Ðèññà ê èçó÷åíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì àïïðîêñèìàöèîííîãî ðàíãà 1. Èíòåðåñíîå ïðèìåíåíèå ïðîèçâåäåíèé
Ðèññà ê ïîñòðîåíèþ R-äåéñòâèé ñïåêòðàëüíîé êðàòíîñòè 1, îáëàäàþùèõ
ñâîéñòâîì áûñòðîãî óáûâàíèÿ êîððåëÿöèé, ðàçðàáîòàë À.Ïðèõîäüêî.

Â çàâåðøåíèå íàøåãî î÷åðêà ìû æåëàåì Ðàèñó Ñàëüìàíîâè÷ó êðåï-
êîãî çäîðîâüÿ è íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ âîîäóøåâëåíèé.

Þ.À.Íåðåòèí, À.Ì.Ñò¼ïèí
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