
¾Ìåòîä âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ¿Áåðåçèíà.Âçãëÿä 40 ëåò ñïóñòÿÞ.À.ÍåðåòèíÂîò êàêóþ ïðèò÷ó î Âîñòîêå�àññêàçàë ìíå ñòàðûé àêñàêàë.Äàæå ñêàçêè çäåñü è òå æåñòîêèÄóìàë ÿ è øåþ èçìåðÿëÂëàäèìèð ÂûñîöêèéÑíà÷àëà ÿ ïîïûòàþñü ðàññêàçàòü î ïðîèñõîæäåíèè êíèãè Áåðåçèíàè å�å âëèÿíèè íà ìàòåìàòè÷åñêóþ æèçíü. Â ïàðàãðà�àõ 2 è 3 âêðàòöåîïèñûâàþòñÿ äâå íàèáîëåå ñëîæíûå êîíñòðóêöèè äàííîé êíèãè,ñåé÷àñ èõ ìîæíî îïèñàòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Íàêîíåö, â ïîñëåäíåìïàðàãðà�å àâòîð îáñóæäàåò íåêîòîðûå (îòíîñèòåëüíî íåìíîãèå)èç ïðèëîæåíèé, êîòîðûå èìåëè ýòè êîíñòðóêöèè çà ïîñëåäóþùèåãîäû. 1. Áåñêîíå÷íîìåðíûå ãðóïïû. 19651.1. ¾Õðóïêîé ïàìÿòè òîé ìîìåíòàëüíûé ñíèìîê¿.Êîãäà-òî ïî ïîâîäó êàêîé-òî ãîäîâùèíû íà Ìîñêîâñêîì Ìåõìàòå áûëàáîëüøàÿ âûñòàâêà ñòàðûõ �îòîãðà�èé. ß îáíàðóæèë òàì ñíèìîê ñïîäïèñüþ ¾Ïîñëå ëåêöèè ïðî�åññîðà Ôðèäðèõñà¿. Êàê ïîëîæåíî,âäîëü äîñêè ñòîÿëà öåïî÷êà èç 10-15 ëèö. Ñðåäè íèõ (ýòî áûë êîíåö50õ ãîäîâ) � ìîëîäîé Ôåëèêñ Áåðåçèí. Â 60-70 ãîäàõ ýòîò ÷åëîâåêáóäåò îäíèì èç ñàìûõ ÿðêèõ ìàòåìàòèêîâ òîãäàøíåé Ìîñêâû. Ñåé÷àñ,ñðåäè âñåîáùåãî øóìà, êîãäà íåïîíÿòíîñòü ðàáîò óæå ñòàíîâèòñÿïðåäíàìåðåííîé è ÷óòü ëè íå îáÿçàòåëüíîé, íàì òðóäíî äàâàòüîáúåêòèâíûå îöåíêè. Íî, òàê èëè èíà÷å, åãî èçâåñòíîñòü óæå áîëüøå25 ëåò ïîñëå ãèáåëè1 íèêóäà íå äåâàåòñÿ. Íàäî ïîìíèòü, ÷òî ðå÷üèäåò î ïåðâîïðîõîäöå-îäèíî÷êå, ïåðñîíàæå íå ñëèøêîì ïðèâåòñòâóåìîìâ íàø âåê âñå íàðàñòàþùåé ñîöèàëèçàöèè2 íàóêè (äà è íå ñëèøêîìïðèâåòñòâîâàâøåìñÿ óæå â åãî ñîáñòâåííûé âåê). Â ìîìåíò, çàïå÷àòëåííûéíà ñíèìêå, ýòîò ÷åëîâåê óæå èìåë çâîíêîå èìÿ, åãî òîãäàøíèåðàáîòû äî ñèõ ïîð íå çàáûòû. È âñå-òàêè åãî ñàìîãî ìû ïîìíèìãëàâíûì îáðàçîì íå èç-çà òåõ ðàáîò.3114 èþëÿ 1980 ãîäà.2Ìîæåò, ÷òîáû óéòè îò íå âïîëíå òî÷íûõ àññîöèàöèé, àêêóðàòíåå ñêàçàòü,"ñîöèîöåíòðèçàöèè"(êîãäà îñíîâíûì çàíÿòèåì è/èëè îñíîâíîé öåëüþ íàó÷íîãîðàáîòíèêà ñòàíîâèòñÿ so
ial bargaining).3Íàäî ñêàçàòü, ÷òî ýòè ðàáîòû (1956�58), ÷àñòè÷íî ñîâìåñòíûå ñÈ. Ì. �åëü�àíäîì è Ô. È. Êàðïåëåâè÷åì, èìåëè áîëüøîå âëèÿíèå; ââèäóêðèçèñà, â êîòîðûé ñåé÷àñ âîøëà òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé, îíè ñíîâà ñòàíîâÿòñÿèíòåðåñíûìè êàê òåêñòû ýïîõè, êîãäà åùå ïèñàëè ïîíÿòíî.1



2 Îêàçûâàåòñÿ (êòî áû ìîã ïîäóìàòü), ÷òî ïóòè Ôðèäðèõñà èÁåðåçèíà ïåðåñåêàëèñü. Áåðåçèí ñòàë, êåì îí ñòàë, â ïðîöåññå ðàáîòûíàä ñâîèì ¾Âòîðè÷íûì êâàíòîâàíèåì¿. À îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿÑêàæåì, äîâîëüíî îæèâëåííûì ñþæåòîì ìàòåìàòèêè ïîñëåäíåãîäåñÿòèëåòèÿ áûëà çàäà÷à î ñïåêòðå ñóììû äâóõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö (ñ ååáåñ÷èñëåííûìè âàðèàíòàìè), ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñïåêòðîâ çàïîëíÿåòäîâîëüíî çàìûñëîâàòûé ìíîãîãðàííèê Õîðíà�Êëÿ÷êî. Åñëè ÿ íå îøèáàþñü,ïåðâàÿ ïîïûòêà îïèñàòü åãî áûëà ñäåëàíà â ðàáîòå Áåðåçèíà è �åëü�àíäà(1956). À èìåííî, ýòîò ìíîãîãðàííèê ñíàáæåí åñòåñòâåííîé ìåðîé, è âðàáîòå ýòà ìåðà áûëà âû÷èñëåíà. Ïëîòíîñòü ìåðû çàäàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîéñóììîé, íî ýòî åùå íå äàâàëî îòâåòà íà âîïðîñ î íîñèòåëå ìåðû, ò.å. íåäàâàëî ÿâíîãî îïèñàíèÿ ìíîãîãðàííèêà. Îêîí÷àòåëüíîå îïèñàíèå íåðàâåíñòâ,çàäàþùèõ ìíîãîãðàííèê, áûëî ïîëó÷åíî À. À. Êëÿ÷êî [75℄ â 1996ã. ×óòüðàíüøå íåñêîëüêî áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå áûëî ïîëó÷åíî Ó. Õåëìêåè È. �îçåíòàëåì [56℄. Îáñóæäåíèå èñòîðèè ýòîé ïðîáëåìû óâîäèò îò öåëèíàñòîÿùèõ çàìåòîê, îäèí èç èíòåðåñíûõ ýëåìåíòîâ â ýòîé èñòîðèè òî, êàê ëþäèíå âèäåëè ¾ïðîñòûõ õîäîâ¿, ñêàæåì, íåðàâåíñòâà Õîðíà�Êëÿ÷êî ÿâëÿþòñÿïðÿìûì ñëåäñòâèåì ìèíèìàêñíîé òåîðåìû Âèëàíäà [138℄, 1955, è òåîðåìû îïåðåñå÷åíèè öèêëîâ Øóáåðòà, èçâåñòíîé åùå ðàíüøå (êàæåòñÿ, Õîäæ, 1942).Ýòî íàäî áûëî ïðîñòî óâèäåòü è âñå... Íî íåïîíÿòíî, êàê ýòî ìîæíî áûëî áûóâèäåòü.Êñòàòè, â òîé æå ðàáîòå ¾Áåðåçèí��åëü�àíä¿ áûëà (âîçìîæíî,âïåðâûå) îáíàðóæåíà ñâÿçü ýòîé çàäà÷è ñ âîïðîñîì î ðàçëîæåíèè òåíçîðíîãîïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé óíèòàðíîé ãðóïïû. Ñàìà ýòàñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ âî ìíîãîì ïðîäîëæåíèåì ðàáîò È. Ì. �åëü�àíäà èÌ. À. Íàéìàðêà, [45℄, È. Ì. �åëü�àíäà [41℄, Â. Á. Ëèäñêîãî [80℄ 1950ã.Äðóãàÿ èíòåðåñíàÿ ðàáîòà Áåðåçèíà òîãî âðåìåíè � ¾Îïåðàòîðû Ëàïëàñàíà ïîëóïðîñòûõ ãðóïïàõ¿ (1956�57)[9℄, [10℄, [11℄, [12℄, [13℄. Ñëåäóåò îòìåòèòü,÷òî â åãî òåîðåìå î êëàññè�èêàöèè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïëåêñíûõïîëóïðîñòûõ ãðóïï, áûëè ñåðüåçíûå ïðîáåëû, ÷òî ïîâëåêëî â ñâîå âðåìÿîæèâëåííóþ äèñêóññèþ. Áåðåçèí îòâåòèë íà âîçðàæåíèÿ Õàðèø-×àíäðû âîòäåëüíîé ñòàòüå [13℄, íî äèñêóññèÿ ñ ýòèì íå âïîëíå óòèõëà (ÿ âèäåë ïåðåïèñêóÄ. Ï. Æåëîáåíêî�Ì. Äþ�ëî, ãäå ýòî îáñóæäàëîñü åùå â 1973ã.). Â êíèãåÆåëîáåíêî [140℄ (1974) ðåçóëüòàòû Áåðåçèíà, íàêîíåö, áûëè ïðåâçîéäåíû, àðàáîòà Áåðåçèíà ïåðåèçëîæåíà îòäåëüíî (Äîáàâëåíèå I).Õîòÿ íàëè÷èå ïðîáåëîâ â íà÷àëüíîé ñòàòüå ïå÷àëüíî, ïîäîáíîå ååîáñóæäåíèå òîæå çíàìåíàòåëüíî. Òàê èëè èíà÷å, ñ òåîðåìû Õàðèø-×àíäðûî ïîä�àêòîðå 1953ã. è ñ ðàáîòû Áåðåçèíà 1956ã. î õàðàêòåðàõ íà÷àëèñü30-ëåòíÿÿ ¾áîðüáà¿ çà êëàññè�èêàöèþ âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèéïîëóïðîñòûõ ãðóïï; äàëüíåéøàÿ èñòîðèÿ òîæå ñîïðîâîæäàëàñü áîëüøèìè¾ðàçðûâàìè¿ (êàê ïðàâèëî, 7-8 ëåò) ìåæäó ïðàâèëüíûìè àíîíñàìè(Æåëîáåíêî�Íàéìàðê, Êàññåëìàí, Ëåíãëåíäñ) è ïîëíûìè îïóáëèêîâàííûìèäîêàçàòåëüñòâàìè.Êñòàòè, â òîé æå ðàáîòå Áåðåçèíà áûëè ïîñ÷èòàíû (ïðîáåëû áûëè âäðóãîì ìåñòå) ðàäèàëüíûå ÷àñòè îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà íà ïîëóïðîñòûõ ãðóïïàõ(îäíîâðåìåííî ýòî áûëî ñäåëàíî Õàðèø-×àíäðîé), ÷òî èç ñåãîäíÿøíåãî äíÿìîæåò âûãëÿäåòü íå ìåíåå âàæíûì. Ýòî áûëî íà÷àëîì ¾ñîâñåì äðóãîéèñòîðèè¿ (ñëåäóþùèé ¾øàã¿, êàæåòñÿ, áûë ñäåëàí ñäåëàí Ì. À. Îëüøàíåöêèìè A. Ì. Ïåðåëîìîâûì â [103℄, ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ýòîãî ñþæåòà, óæåóøåäøåãî î÷åíü äàëåêî, ñì. ó È. ×åðåäíèêà [32℄).



1. ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÛÅ ��ÓÏÏÛ. 1965 3íåãî áûëà êíèãà Êóðòà Ôðèäðèõñà ¾Mathemati
al aspe
ts of quan-tum theory of fields¿ 4 (1953). Áûòü ìîæåò5, èìåííî ìîìåíò, êîãäàùåëêàë çàòâîð �îòîàïïàðàòà, áûë ïîâîðîòîì â ìàòåìàòè÷åñêîéñóäüáå ýòîãî, òîãäà åùå ìîëîäîãî, ÷åëîâåêà.�àçóìååòñÿ ìíå (à, ñêîðåå âñåãî, óæå è íèêîìó) íå èçâåñòíî íàñàìîì äåëå, ïðîèçîøåë ëè ýòîò ïîâîðîò îäíîìîìåíòíî, à åñëè äà,òî â ýòîò ëè ìîìåíò. Ìîè çàïèñêè î òîì, ÷òî çà ýòèì ïîâîðîòîìïîñëåäîâàëî.1.2. Êíèãà Áåðåçèíà. Ýòî áûëà ïåðâàÿ êíèãà ïî áåñêîíå÷íîìåðíûìãðóïïàì è èõ ïðåäñòàâëåíèÿì. Íàïîìíþ, êàê ýòî ñëó÷èëîñü. Ôðèäðèõññ�îðìóëèðîâàë è ïîïûòàëñÿ ðåøèòü çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîé îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Âåéëÿ (A.Weil) áåñêîíå÷íîìåðíîé ñèìïëåêòè÷åñêîéãðóïïû è ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé îðòîãîíàëüíîéãðóïïû. ß íàìåðåííî ñêàçàë òàê, ÷òîáû �ðàçà çâó÷àëà áàíàëüíî.Ñòàòüÿ Àíäðý Âåéëÿ âûéäåò ÷åðåç 15 ëåò ïîñëå Ôðèäðèõñà.6;7Ïîñëåäíåé â ýòîé ñåðèè áûëà ðàáîòà Áåðåçèíà è Êàðïåëåâè÷à, 1958ã., ãäåáûëî ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé íà ãðóïïàõ U(p; q)÷åðåç îïðåäåëèòåëè, ñîñòàâëåííûå èç ãàóññîâûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé2F1. Ôîðìóëà äîëãî âûãëÿäåëà çàãàäî÷íîé (ñì. ñòàòüþ Á. Õîóãåíáîóìà1982ã. ïî ýòîìó ïîâîäó); íî ñåé÷àñ, ñîõðàíèâ ñâîþ êðàñîòó, âñå æå ñòàëàïîëóî÷åâèäíîé.Äàëåå ¾ùåëêíóë çàòâîð �îòîàïïàðàòà¿ (ñì. íèæå), è Áåðåçèí îñòàâèëêëàññè÷åñêóþ òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé. Â ïåðâîé ïîëîâèíå 60õ ãîäîâ îí áûëîäíèì èç èíèöèàòîðîâ èçó÷åíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà íà ïñåâäîðèìàíîâûõñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. ðàáîòó åãî ó÷åíèêà Â. Ô. Ìîë÷àíîâà [93℄),íî ñàì èì íå çàíèìàëñÿ.4Òî÷íûå ññûëêè óêàçàíû íèæå â áèáëèîãðà�èè â ïîðÿäêå àíãëèéñêîãîàë�àâèòà. Íèæå íîìåð [�℄ óêàçûâàåòñÿ, åñëè ññûëêà íå î÷åâèäíà.5Êîãäà-òî ÿ âíèìàòåëüíî ïðîñìàòðèâàë ýòó êíèãó. Äóìàþ, ÷òî íóæåí áûëñèëüíûé âíåøíèé òîë÷îê, ÷òîáû íà÷àòü â íåé ðàçáèðàòüñÿ. Åùå òðóäíåå â íåéíàéòè òî, ÷òî â ñàìîì äåëå âàæíî, åñëè çàðàíåå íå çíàòü, ÷òî èñêàòü. Êñòàòè,ýòà êíèãà ñåðüåçíî ïîâëèÿëà åùå íà îäíîãî çíàìåíèòîãî ìàòåìàòèêà, ÈðâèíãàÑèãàëà, î êîòîðîì ìíîãîêðàòíî çàõîäèò ðå÷ü íèæå.6Èñòîðèÿ ñ ¾ïðåäñòàâëåíèåì Âåéëÿ¿ áûëà òàêàÿ. Ôðèäðèõñ îêîëî 1950çàìåòèë, ÷òî òåîðåìà Ñòîóíà-�îí Íåéìàíà âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå óíèòàðíîãîïðîåêòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Sp(2n;R). Íî åìó ëè÷íîáûë èíòåðåñåí ëèøü ñëó÷àé n = 1, â êîòîðîì åãî ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçêà íåðàáîòàëà, îí çàíÿëñÿ èì, è ñòîëêíóëñÿ ñ òðóäíîñòÿìè, ïðîäîëæåíèåì êîòîðûõáûëà îáñóæäàåìàÿ íàìè èñòîðèÿ.Èðâèíã Ñèãàë â 1959 íàøåë ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿäëÿ êîíå÷íîãî n. Â 1964 Àíäðå Âåéëü íàïèñàë ðàáîòó, îáîáùàâøóþêîíñòðóêöèþ Ñèãàëà íà p-àäè÷åñêèå ïîëÿ (ñ ðàçëè÷íûìè òåîðåòèêî-÷èñëîâûìèïðèëîæåíèÿìè), ïîñëå ÷åãî è ïîÿâèëñÿ òåðìèí ¾ïðåäñòàâëåíèé Âåéëÿ¿,
 êîòîðûì è ìåæäó ñîáîé êîíêóðèðóåò îêîëî äåñÿòêà äðóãèõ, ìåíååóïîòðåáèòåëüíûõ.Ó Âåéëÿ, êñòàòè, áûëà åùå ñòàòüÿ î ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè, íàïèñàííàÿèì ïîä ïñåâäîíèìîì Lips
hitz.7Óæå ðåäàêòèðóÿ äàííûå çàïèñêè, ÿ ñîîáðàçèë ÷òî â îáùåðàñïîñòðàíåííûõèñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ åñòü îäíà íåòî÷íîñòü. Â ðàññêàçàõ î



4 Âîïðîñ Ôðèäðèõñà ìîæíî �îðìóëèðîâàòü è áëàãîçâó÷íåå: ¾îïèñàòüåñòåñòâåííóþ ãðóïïó ñèììåòðèé ïðîñòðàíñòâà Ôîêà¿ èëè ¾îïèñàòüãðóïïó ñèììåòðèé ñâîáîäíîé òåîðèè ïîëÿ¿, èëè ¾îïèñàòü ãðóïïóàâòîìîð�èçìîâ êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé¿, êàêãîâîðèë ñàì Ôðèäðèõñ (à çà íèì è Áåðåçèí). Íåçàâèñèìî îò ñëîâåñíûõóïðàæíåíèé, âîïðîñ î ìàêñèìàëüíîñòè äèêòîâàëñÿ Ôðèäðèõñó �èçè÷åñêîé¾ïðèðîäîé âåùåé¿ (èëè òåì, ÷òî îí âîñïðèíèìàë êàê òàêîâóþ).Â íà÷àëå â 80õ ãîäîâ îêàæåòñÿ, ÷òî çà ýòó ¾ìàêñèìàëüíîñòüîáëàñòè îïðåäåëåíèÿ¿ ñòîèëî áîðîòüñÿ è ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ. À èìåííî äàííûå îáúåêòû îêàæóòñÿ ¾óíèâåðñàëüíûìè¿8.Îêàæåòñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï èìåþò ñêëîííîñòü¾ïðîïóñêàòüñÿ¿ ÷åðåç ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå èëè ïðåäñòàâëåíèåÂåéëÿ9. À ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G íàäîïðîñòî óìåòü åå âêëàäûâàòü â áåñêîíå÷íîìåðíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþèëè îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó (êîòîðûå, îäíàêî, îïðåäåëÿþòñÿ íå î÷åâèäíûìîáðàçîì; âïðî÷åì, íåòðèâèàëüíû è âëîæåíèÿ). Îêàæåòñÿ, ÷òî îáùèåòåîðåìû ÷àñòî ìîæíî äîêàçûâàòü, íå ðàçâèâàÿ íèêàêîé ¾òåîðèè¿, àïðîñòî àíàëèçèðóÿ ñâîéñòâà óíèâåðñàëüíûõ îáúåêòîâ. Äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõãðóïï ýòà óíèâåðñàëüíîñòü çàìåíÿåò ïàðàáîëè÷åñêîå èíäóöèðîâàíèåâ ñìûñëå �åëü�àíäà�Íàéìàðêà è Õàðèø-×àíäðû.Íåçàâèñèìî îò Áåðåçèíà è ïðèìåðíî òîãäà æå òî÷íîå îïèñàíèåóïîìÿíóòûõ ãðóïï áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ ÄýâèäàØåéëà è ÔîððåñòàÑòàéíåñïðèíãà. Ñåé÷àñ íå òàê óæ èíòåðåñíû ïóòàííûå ïðèîðèòåòíûåâîïðîñû 45-ëåòíåé äàâíîñòè. Áåðåçèí ñäåëàë çíà÷èòåëüíî áîëüøå.Áåðåçèí íàïèñàë äëÿ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâíûå �îðìóëû. Ïðåäñòàâëåíèÿïèñàëèñü èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè, áîëåå òîãî, äëÿ äàííûõ ïðåäñòàâëåíèéçàäàíèå èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè âîîáùå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïðîñòûìèõ çàäàíèåì. Òîãäà òàêîãî åùå íèêòî íå âèäåë.Êñòàòè, õîòÿ êîíå÷íîìåðíîå ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå (îáúåêò,î÷åâèäíî, �óíäàìåíòàëüíûé) áûëî îáíàðóæåíî Ýëè Êàðòàíîì âíà÷àëå òåîðèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ïðèíÿòî ññûëàòüñÿ íà ðàáîòû�åëü�àíäà�Íàéìàðêà è Áàðãìàíà 1946-50. Åñëè ãîâîðèòü èìåííî î òîì, ÷òîñàìîíàçûâàëîñü ñëîâîì ¾òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé¿, òî ýòî òî÷íî âïîëíå. Íîñòàòüè Ôðèäðèõñà 1951-53 (èç êîòîðûõ ìåõàíè÷åñêè áûëà ñëîæåíà åãî êíèãà)â äåéñòâèòåëüíîñòè áûëè òðåòüèì èñõîäíûì ïóíêòîì. È ñ ýòîãî ïóíêòà òîæåïîøëî î÷åíü ìíîãîå.Áåðåçèí óâèäåë (èëè ïî÷óâñòâîâàë) ïåðåñå÷åíèå ïóòåé è íà íåãî âûøåë.8Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå â [96℄, òàì æå äàëüíåéøèå ññûëêè; â ïðèâîäèìîéíèæå áèáèîãðà�èè íèæå ñþäà îòíîñÿòñÿ ðàáîòû È. Ôðåíêåëÿ [38℄,�. Ñ. Èñìàãèëîâà [63℄, Þ. À. Íåðåòèíà [94℄, [95℄, �. È. Îëüøàíñêîãî, [105℄�[106℄, �ðýìà Ñèãàëà [114℄, ñì. òàêæå íèæå 1.13.Êàê ¾âûðîæäåííûé¿ âàðèàíòýòîé óíèâåðñàëüíîñòè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñõåìà Àðàêè, â áèáëèîãðà�èèíèæå ñì. [6℄, [62℄, [64℄, [96℄, [126℄, [127℄9×óòü ðàíüøå �îäæåð Õàó [59℄ îáíàðóæèë óíèâåðñàëüíîñòü òåõ æåïðåäñòàâëåíèé íà êîíå÷íîìåðíîì óðîâíå (ñì. íåêîòîðûå èç ¾îòãîëîñêîâ¿ åãîñòàòåé â [72℄, [35℄, [5℄). Âïðî÷åì, êàê çàìåòèë �. È. Îëüøàíñêèé, ýòè äâå¾óíèâåðñàëüíîñòè¿ ìåæäó ñîáîé ñâÿçàíû.



1. ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÛÅ ��ÓÏÏÛ. 1965 51913 ãîäó, ñì [31℄), îíî îñòàâàëîñü ïëîõî ¾îñÿçàåìûì¿ íà óðîâíåãðóïïû Ëè âïëîòü äî Áåðåçèíà.Ïîòîì óæå ìíîãîå äèêòîâàëîñü ýòèìè �îðìóëàìè. Îá ýòîì íèæå.1.3. Ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà Ôîêà. �àáîòà ñ ¾òåîðèåé ïîëÿ¿ âûíóæäåííûìîáðàçîì åñòü ðàáîòà ñ �óíêöèÿìè îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.À êàê òàêèå �óíêöèè çàïèñûâàòü? Åùå ñëîæíåå: êàê ïèñàòü îïåðàòîðûâ ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé? Ñåé÷àñ ìû çíàåì è óìååì ìíîãî áîëüøå,÷åì çíàë è óìåë Áåðåçèí òîãäà. È ñòàëêèâàåìñÿ ñ ýòèìè ¾ïðîêëÿòûìè¿ âîïðîñàìèêàæäûé ðàç, ïûòàÿñü ïðîéòè ÷óòü äàëüøå ìåñò, ãäå ëþäè óæå õîäèëè.Òîãäà âèñåëà â âîçäóõå èäåÿ èñïîëüçîâàòü ñëó÷àéíûå ïðîöåññû.�îâîðÿ êàçåííûì ÿçûêîì, îíè áûëè ¾íà çíàìåíè¿ ìàò�èçèêè, êàêâ 90õ ãîäàõ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ. Â ÷àñòíîñòè, áûëà ãîòîâàÿ(è, êñòàòè, î÷åíü êðàñèâàÿ) ìîäåëü Èðâèíãà Ñèãàëà ñ ¾ãàóññîâîéìåðîé íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñîñðåäîòî÷åííîé âíå íåãî¿.Áåðåçèí ñóìåë îò ýòîãî óéòè è ââåë ãîëîìîð�íóþ ìîäåëü áîçîííîãîïðîñòðàíñòâà Ôîêà. Îí òàêæå ïðèäóìàë êàê ðàáîòàòü ñ îïåðàòîðàìè(íà óäèâëåíèå ïðîñòî). Â èòîãå åìó óäàëîñü èçáåæàòü èçíóðèòåëüíîãîîòñëåæèâàíèÿ ñõîäèìîñòåé è áîðüáû ñ èñêóññòâåííûìè ðàñõîäèìîñòÿìè,êîòîðûå åãî æäàëè áû íà êàçàâøåìñÿ áîëåå åñòåñòâåííîì ïóòè.�îëîìîð�íàÿ ìîäåëü áûëà òîãäà æå îáíàðóæåíà Èðâèíãîì Ñèãàëîìè Âàëåíòèíîì Áàðãìàíîì. Îíè, âïðî÷åì, îáà îñòàíîâèëèñü íà �àêòåíàëè÷èÿ ìîäåëè.1.4. Àíàëèç ñ íå÷åòíûìè ïåðåìåííûìè. Çäåñü ìîæíî ñïîðèòü,áûëà ëè ýòî íîâàÿ ñóùíîñòü èëè óäà÷íûé ïåðåñêàç. Ñòîèò âñïîìíèòüî ñòàðûõ �èçè÷åñêèõ ðàáîòàõ Ë. Îíçàãåðà, Í. Í. Áîãîëþáîâà, È. Ì. Õàëàòíèêîâàè î êíèãå Ê. Øåâàëëå ¾Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñïèíîðîâ¿, êîòîðîéÁåðåçèí ñêîðåå âñåãî íå çíàë. Íî äåêëàðàöèÿ î òîì, ÷òî ýòî �àíàëèç, áûëà íîâîé è íàâÿçûâàëàñü ïðèðîäîé âåùåé â òîì ìèðå,â êîòîðûé Áåðåçèí âîøåë. Ïî÷åìó-òî ãðàññìàíîâ ìèð îêàçûâàëñÿçàãàäî÷íîé êîïèåé íàøåãî, âðîäå áû íàñòîÿùåãî. È î÷åâèäíî, ÷òîýòà äåêëàðàöèÿ èìåëà ñåðüåçíûå ïîñëåäñòâèÿ.1.5. Ñóïåðàíàëèç. Ñóïåðàëãåáðû. Ñóïåðãðóïïû. Ýòîãî âêíèãå åùå íå áûëî. Ýòî áûë ñëåäóþùèé õîä, íî õîä óæå âûíóæäåííûé.Áîçîí-�åðìèîííàÿ ðàâíîïðàâíîñòü â êíèãå ïðîñòî ñëåïèò ãëàçà10.Ïîýòîìó íàäî áûëî ðàññìàòðèâàòü ñìåøàííîå ïðîñòðàíñòâî, íàäîáûëî ðàññìàòðèâàòü ñìåøàííûå êâàäðàòè÷íûå îïåðàòîðû. À ýòî
10Ìû ê ýòîìó ïðèâûêëè, íî çäåñü òîæå âñå íå òàê ïðîñòî. Äëÿ ýòîãî íàäîáûëî è áîçîííûé è �åðìèîííûé ñëó÷àé õîðîøî ïîíÿòü. À èíà÷å îíè íå ñòîëüóæ ïîõîæè...



6ñóïåðàíàëèç. Ýòî ñóïåðàëãåáðû11. À ¾�èçèêà¿ ýòî èëè ¾íå �èçèêà¿ �óæå íå âàæíî. Äàëüíåéøèé ïóòü ñîâñåì íå ïðîñò12 íî ýòî òðóäíîñòèäîðîãè ñ â ïðèíöèïå ÿñíûì íàïðàâëåíèåì.1.6. Êíèãà Áåðåçèíà è �èçèêè. ß � íå �èçèê, è ìîÿ òî÷êàçðåíèÿ íå åñòü òî÷êà çðåíèÿ �èçèêà. Íå äóìàþ, ÷òî êíèãà Áåðåçèíàáûëà êíèãîé ïî �èçèêå. Ýòî áûëà êíèãà, íàïèñàííàÿ ïîä ñèëüíûì�èçè÷åñêèì âëèÿíèåì, è îêàçàâøàÿñÿ íà íåêîòîðîå âðåìÿ âàæíîéäëÿ �èçèêîâ òåîðåòèêî-ïîëåâèêîâ. Îíà áûñòðî áûëà ïåðåâåäåíàíà àíãëèéñêèé, è çíà÷èòåëüíàÿ åå ÷àñòü ñðàçó ïåðåøëà â "
om-mon knowledge"(â ÷àñòíîñòè ïóòåì ÷àñòè÷íîãî ïåðåèçëîæåíèÿ â�èçè÷åñêèõ ó÷åáíèêàõ).Ïîñëå ýòîãî ïåðåõîäà îíà ñàìà, êàê òåêñò, ñòàëà òåðÿòü çíà÷åíèå.Íî åå çàïîìíèëè íàäîëãî, à ñàì Ôåëèêñ Àëåêñàíäðîâè÷ ñòàë ñðåäè�èçèêîâ øèðîêî èçâåñòåí.Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèäàëî åìó îïðåäåëåííóþ óñòîé÷èâîñòüâ ìèðå ìàòåìàòèêîâ.1.7. Öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ è ñâÿçàííûå ñ íèìè êàçóñû.Öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï âîøëè â ìîäóîêîëî 80ãîäà. ß ïîìíþ, ÷òî îáñóæäàëèñü, äîâîëüíî áóðíî è âîñòîðæåííî,ðàñøèðåíèÿ ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè, ãðóïï ïåòåëü,áåñêîíå÷íîìåðíûõ îðòîãîíàëüíîé è ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïï. Ïåðâûåäâà äåéñòâèòåëüíî áûëè íîâûìè îáúåêòàìè, äâà ïîñëåäíèõ áûëèíàïèñàíû â êíèãå Áåðåçèíà ìåëêèì øðè�òîì è î÷åíü ïðîñòûìèÿâíûìè �îðìóëàìè.11Ñóïåðêîììóòàòîð âñòðå÷àëñÿ ðàíåå â äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè,òîïîëîãèè è ãîëîìîãè÷åñêîé àëãåáðå (÷òî, â îáùåì, åäèíî), íî ýòî âñå æå íå òåñóïåðàëãåáðû, êîòîðûìè çàíèìàåòñÿ ¾òåîðèÿ ñóïåðàëãåáð Ëè¿.12�åøàþùèì øàãoì, ñäåëàâøèì ãèïîòåòè÷åñêèé ñþæåò (èäåÿ âûñêàçàíàâ êîíöå çàìåòêè [17℄ 1967ã) ðåàëüíûì, áûëà ðàáîòà Áåðåçèí��.È.Êàö (1970),ãäå áûëè ââåäåíû �îðìàëüíûå ñóïåðãðóïïû. Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ýòî áûë¾ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð¿, îòäåëÿþùèé ñåðüåçíóþ ìàòåìàòèêó îò òîãî, ÷òîìîãëî áû êàçàòüñÿ ¾èãðîé â îïðåäåëåíèÿ¿. Ñàìè �îðìàëüíûå ñóïåðãðóïïûáûëè øàãîì ê ¾ãëîáàëüíûì ñóïåðãðóïïàì¿ è ¾ñóïåðïðîñòðàíñòâàì¿, îíè áûëèââåäåíû Ä. À. Ëåéòåñîì è Ô. À. Áåðåçèíûì â [79℄, [24℄.�àáîòà Áåðåçèíà è �. È. Êàöà ëþáîïûòíà è ñ ïñèõîëîãè÷åñêîé ñòîðîíû.Èíîãäà, ñìîòðÿ íà ñòàòüþ, èíòåðåñíî ïîïûòàòüñÿ ïðåäñòàâèòü ñåáå, à ¾êàêýòî ìîæíî áûëî èçîáðåñòè¿, íå çíàÿ òîãî ÷òî â íåé íàïèñàíî (è òîãî, ÷òîïîñëåäîâàëî çà íåé), íî âñå æå èìåÿ âîçìîæíîñòü äëÿ âçãëÿäà ¾ñ ïòè÷üåãîïîëåòà¿. Ýòà ñòàòüÿ âðîäå áû è íåñëîæíàÿ, íî çàäàííûé âîïðîñ ïðåâðàùàåòñÿâ ìó÷èòåëüíóþ ãîëîâîëîìêó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåìíîæêî óäèâëÿåò è òî, ÷òîåå àâòîðû íå ñäåëàëè åùå íåñêîëüêèõ øàãîâ (íî ýòî ïðè ïîäúåìå ñëó÷àåòñÿ).Òàê èëè èíà÷å, ïåðåäâèãàòüñÿ äàëüøå ñ ýòîé òî÷êè áûëî óæå ìîæíî.ß íå ÷àñòî ñëûøàë óïîìèíàíèÿ î âòîðîì àâòîðå ýòîé ñòàòüè, �. È. Êàöå.Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî åãî ðàáîòû ïî ¾êîëüöåâûì ãðóïïàì¿ âî ìíîãîìïîäãîòîâèëè äðóãîé ¾âçðûâ¿, à èìåííî ¾êâàíòîâûå ãðóïïû¿ (ýòî è ñàìè ðàáîòû�. È. Êàöà îáñóæäàþòñÿ â [34℄).



1. ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÛÅ ��ÓÏÏÛ. 1965 7Êñòàòè, ýòè �îðìóëû óíèâåðñàëüíû. Ïî÷òè âñå ïðî÷èå èçâåñòíûåöåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èíäóöèðîâàíèåì ñýòèõ äâóõ13. ß íå çíàþ, íàïèñàíî ëè ýòî ãäå-íèáóäü, íî ýòî òàê.Êðîìå òîãî, ýòè �îðìóëû ñîâñåì íå î÷åâèäíû â êîíå÷íîìåðíîìñëó÷àå. Ëèøü â 1978 ãîäó ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ (âêëþ÷àÿSL(2;R)) áûëè ïåðåîòêðûòû Àëàíîì �èøàðäå è Äýâèäîì Âèãíåðîì[49℄ 14 è âûçâàëè òîãäà îïðåäåëåííîå óäèâëåíèå.Âî âñåì ïîñëåäîâàâøåì çàòåì íàó÷íîì ¾äâèæåíèè¿ óïîìèíàíèéî ðàñøèðåíèÿõ Áåðåçèíà íåò. Ìîæíî áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî Áåðåçèí¾îïåðåäèë ñâîå âðåìÿ¿, ÷òî ïîòîì ñäåëàííîå èì ñàìè áûëî ¾ïåðåîòêðûòî¿,÷òî ïîòîì öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ïîÿâëÿëèñü ¾íåçàâèñèìî¿ îòÁåðåçèíà è ò.ä. è ò.ï. Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ïîäîáíûå ñëîâà íå èìåþòñìûñëà.Ýòî çàáàâíûé êàçóñ, êîòîðûé ñòîèò îáñóäèòü (õîòÿ èç îáñóæäàåìûõâ ñòàòüå íàó÷íûõ ñþæåòîâ öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ � íå ñàìûéâàæíûé). Äåëî â òîì, ÷òî ¾Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå¿ ñðàçó ñòàëîèçâåñòíûì, è âñå ïîñëåäóþùåå, íåçàâèñèìî îò þðèäè÷åñêîé çàâèñèìîñòè,ïðîèñõîäèëî, êîãäà êíèæêà óæå áûëà. Îáñóäèì ýòî íà ïðèìåðåîòêðûòèÿ àëãåáðû Âèðàñîðî â 1968�1971ãã.Ìàòåìàòèêè ÷àñòî äóìàþò, ÷òî ýòà àëãåáðà ñïóñòèëàñü â 1970ñâûøå êàê ¾�èçè÷åñêîå îòêðîâåíèå¿. Íà ñàìîì äåëå îíà âîçíèêëàâ �èçè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ, íî âïîëíå ìàòåìàòè÷åñêè. À èìåííîàëãåáðà Âèðàñîðî � ïîäàëãåáðà àëãåáðû Ëè êâàäðàòè÷íûõ îïåðàòîðîâ,15êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü åñòü àëãåáðà Ëè áåñêîíå÷íîìåðíîé ñèìïëåêòè÷åñêîéãðóïïû. Ó ïîñëåäíåé áûëî ðàñøèðåíèå Áåðåçèíà. Ò.å., ñ ìàòåìàòè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ, áûëî äâà øàãà � óêàçàíèå óäà÷íîé ïîäàëãåáðû âñèìïëåêòè÷åñêîé àëãåáðå, à äàëüøå � èíäóöèðîâàíèå öåíòðàëüíîãîðàñøèðåíèÿ.Åäâà ëè �èçèêè ìîãëè òàê äóìàòü. Íî ó íèõ áûëî 
ommonknowledge î êâàäðàòè÷íûõ îïåðàòîðàõ, è ñðàáîòàëî èìåííî îíî.Êàê îíî âîçíèêëî, ÿ íå çíàþ, íî ýòè îïåðàòîðû, íàïðèìåð, ïîäðîáíîîáñóæäàþòÿ âî ¾Âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè¿, è ýòî � îäèí èç âîçìîæíûõèñòî÷íèêîâ, õîòÿ âðÿä ëè åäèíñòâåííûé.Ìåõàíèçì îáíàðóæåíèÿ öåíòðàëüíûõ ðàñøèðåíèé ó à��èííûõàëãåáð áûë òîò æå.Àëãåáðà Âèðàñîðî ïîÿâèëàñü ó ìàòåìàòèêîâ â 1968 ãîäó (È. Ì. �åëü�àíä,Ä. Á. Ôóêñ [42℄). Âîîáùå-òî îïèñàíèå öåíòðàëüíûõ ðàñøèðåíèéàëãåáðû Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé íà îêðóæíîñòè � òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à,13À èìåííî, ìû âêëàäûâàåì áåñêîíå÷íîìåðíóþ ãðóïïó G â (ñêàæåì)îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó; èìåÿ öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû,ìû ïîëó÷àåì è öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå ãðóïïû G.14Îáñóæäåíèå ñîáñòâåííî ýòîé ðàáîòû óâåëî áû íàñ â ñòîðîíó15Ò.å., àëãåáðû Ëè êâàäðàòè÷íûõ âûðàæåíèé ïî îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ èóíè÷òîæåíèÿ zj , �=�zj.



8êîòîðóþ ëþáîé ìàòåìàòèê-ïðî�åññèîíàë ìîæåò ðåøèòü çà íåñêîëüêî÷àñîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åå îòêðûòèå áûëî êðóïíûì äîñòèæåíèåì.Âîçíèêàåò âîïðîñ, ïî÷åìó àëãåáðó Âèðàñîðî íå íàøëè ðàíüøå(íó, íàïðèìåð, â 1935 ãîäó). Îòâåò î÷åíü ïðîñòîé: èñêàòü öåíòðàëüíûåðàñøèðåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð èëè ãðóïï íèêîìó íå ïðèõîäèëîâ ãîëîâó. Çàäà÷ó íåòðèâèàëüíî óâèäåòü. Â 1965 ãîäó ñòàëî èçâåñòíî,÷òî ïîäîáíûå ðàñøèðåíèÿ áûâàþò, ó ëþäåé ìîã ïîÿâèòüñÿ ïîâîäîá ýòîì çàäóìàòüñÿ. Ó àâòîðîâ [42℄ ìîãëè áûòü è äðóãèå ïðè÷èíûäóìàòü î ðàñøèðåíèÿõ è êîãîìîëîãèÿõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð,íî è â ýòîì ñëó÷àå ëèøíèé ïîâîä íå ïîìåøàåò.Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðàçóìíî âñòàòü íà îòñòðàíåííóþ òî÷êó çðåíèÿ,÷òî-òî âðîäå Ìèêðîìåãàñà ([134℄). Â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ èíîãäàìîæíî óâèäåòü ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå ðåçóëüòàòîâ, ìîæíî óâèäåòü



1. ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÛÅ ��ÓÏÏÛ. 1965 9èëè ïîäîçðåâàòü çàâèñèìîñòü èäåé. À âîïðîñ î ¾íåçàâèñèìîñòè¿ ñìûñëàíå èìååò.161.8. Ñèñòåìû êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé. (ñì. [108℄, [70℄) Ýòîòòåðìèí17 î÷åíü ÷àñòî óïîìèíàåòñÿ è, ïî ñóòè, íè÷åãî íå çíà÷èò. Ýòîóäà÷íî âûáðàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèçâåñòíûìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áàçèñûäëÿ ðàáîòû ñ ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè íå íóæíû, ¾ñèñòåìêîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé¿ âïîëíå äîñòàòî÷íî.18 Ïðàâäà íóæíà îïðåäåëåííàÿ16Â ýòîì ñìûñëå áîëåå èíòåðåñåí âîïðîñ î ñóäüáå âïîëíå áåçóìíîéèäåè ñóïåðñèììåòðèè â �èçèêå. Îíà áûëà ñêàçàíà Áåðåçèíûì ñðàçó ïîñëå¾Âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ¿, à äàëüøå íåÿñíî, óñëûøàëè ëè åå �èçèêè èëèïðèäóìàëè ñàìè (èëè áûë êàêîé-íèáóäü ïðîìåæóòî÷íûé âàðèàíò, ñêàæåì,âòîðè÷íîå åå ïîÿâëåíèå ïîä âëèÿíèåì ¾Âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ¿ âïîëíåâîçìîæíî).Óæå êîìïèëèðóÿ áèáëèîãðà�èþ ê ñòàòüå, ÿ íàòêíóëñÿ íà ñëîâàA. S. Whightman'à 1986ã (MR0869059) ¾. . . [Ýòà êíèãà℄ áûëà âëèÿòåëüíîéïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, îíà ñóììèðîâàëà íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèéïðèìåíåíèÿ �îðìàëèçìà âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Âî-âòîðûõ, îíàñèñòåìàòè÷åñêè ðàçâèëà �îðìàëèçì �óíêöèé îò àíòèêîììóòèðóþùèõïåðåìåííûõ è íîâûì ñïîñîáîì âûñâåòèëà ïàðàëëåëèçì ìåæäó Áîçå- è Ôåðìè-ñèñòåìàìè.¿ Ýòî ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò ¾âûíóæäåíèþ¿ ñóïåðñèììåòðèé,î êîòîðîì ÿ ïèñàë âûøå. Íî ñàìà êíèãà óæå íàïèñàíà ïîä âïå÷àòëåíèåìóäèâëåíèÿ îò ¾ïàðàëëåëåëèçìà¿ (ýòî âèäíî èç òåêñòà).Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî âîïðîñ î ¾íåçàâèñèìîñòè¿ èäåè ñóïåðñèììåòðèè îò[17℄, [22℄ âíóòðè Ñîâåòñêîãî Ñîþçà (à ïåðâûå ðàáîòû [132℄, [46℄, [133℄ ïîñóïåðñèììåòðèÿì òàì è ïîÿâèëèñü) íå èìååò ñìûñëà, òàê æå, êàê è âîîáùå íåèìååò ñìûñëà âîïðîñ î íåçàâèñèìîñòè îò ¾Âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ¿. Ïðîñòîíåïîíÿòíî, ÷òî ñëîâî ¾íåçàâèñèìîñòü¿ â äàííîì ñëó÷àå ìîãëî áû çíà÷èòü. Ýòèñëîâà íè ÿâíî, íè êîñâåííî íå îòíîñÿòñÿ ê çíà÷åíèþ èëè îðèãèíàëüíîñòè ýòèõïèîíåðñêèõ ðàáîò, ïîâëåêøèõ çà ñîáîé ñòîëü øèðîêîå äâèæåíèå â ñîáñòâåííîòåîðåòè÷åñêîé �èçèêå. �å÷ü èäåò î ðàçíûõ âåùàõ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñîáñòâåííî ¾çàâèñèìîñòü¿ (â ñìûñëå ïðÿìîãîèñïîëüçîâàíèÿ) çäåñü èíîãäà âèäíà ñðàçó. Ýòî îáñóæäàë Ì. Ìàðèíîâ [88℄ âçàìåòêàõ î ìîìåíòå îòêðûòèÿ ñóïåðñèììåòðèé, îí, â ÷àñòíîñòè, ïðîñëåæèâàëöåïî÷êè âèäèìûõ çàâèñèìîñòåé ïåðâûõ �èçè÷åñêèõ ðàáîò íà ýòó òåìó îò¾Âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ¿. Åãî íàáëþäåíèÿ ëþáîïûòíû, íî çäåñü íå ìåñòîèõ ïåðåñêàçûâàòü. Åùå åñòü ëþáîïûòíàÿ ñòàòüÿ î òîì æå ìîìåíòå âðåìåíèÌ. Øè�ìàíà [121℄, ãäå (èç èíîé ¾ñèñòåìû öåííîñòè¿) çàòðàãèâàåòñÿ âîïðîñ¾ëåòó÷åñòè èäåé¿.Íèæå ÿ åùå ðàç âåðíóñü ê ñìûñëó ñëîâà ¾íåçàâèñèìîñòü¿ îáñóæäàÿïðåäìåò, ïî îïðåäåëåííûì ïðè÷èíàì, ìíå ëè÷íî õîðîøî çíàêîìûé.ß îñòàíîâèëñÿ íà ýòîì ñþæåòå â ñâÿçè ñî ñëîæíîé ñóäüáîé ñàìîãî Áåðåçèíà,êîòîðîé ÿ êðàòêî êîñíóñü ÷óòü íèæå.17ââåäåííûé È. Êëàóäåðîì.18Ñêàæó îá ýòîì èíà÷å. �å÷ü èäåò î ñàìîäîñòàòî÷íîñòè âîñïðîèçâîäÿùèõÿäåð êàê èíñòðóìåíòà ðàáîòû ñ êîíêðåòíûìè ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè,÷òî ïîçâîëÿåò óéòè îò `2 � L2 �H2�òî÷êè çðåíèÿ. ß óæå çàñòàë âðåìÿ (ïîñëå[18℄), êîãäà ýòî åùå âûçûâàëî óäèâëåíèå. Èñòîðèþ ñàìèõ âîñïðîèçâîäÿùèõÿäåð ÿ ïðîñëåäèòü íå â ñîñòîÿíèè, ñì. ñòàðûå ðàáîòû È. Øîíáåðãà (1938),Ñ. Áåðãìàíà, Ì. �. Êðåéíà (1949). Áûòü ìîæåò, ñþæåò âîñõîäèò ê ñòàòüå



10¾ëîâêîñòü ðóê¿. Äàëüøå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áûâàþò ïðîñòðàíñòâàñëîæíîé ïðèðîäû, â êîòîðûõ ÿâíî âûïèñàííûå áàçèñû âûçûâàþòëèøü æåëàíèå íèêîãäà èõ áîëüøå íå âèäåòü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áûâàþòâíåøíå ðàçíûå ïðîñòðàíñòâà (íó, íàïðèìåð, ðàçíîé ðàçìåðíîñòè) ñîäíîé è òîé æå ¾ñèñòåìîé êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé¿ è ò.ä è ò.ï. Åùåîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íååäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ïî ¾êîãåðåíòíûìñîñòîÿíèÿì¿ , íàðÿäó ñ áðîñàþùèìèñÿ â ãëàçà ìèíóñàìè, èìååò èî÷åíü ñåðüåçíûå ïëþñû.Íèêàêîé ¾âûñîêîé òåîðèè¿ â ýòîì íåò, åñòü ëèøü ¾ëîâêîñòüðóê¿. Íî åå íàäî áûëî ðàçâèòü. Â êíèãå Áåðåçèíà îíà óæå ïðèñóòñòâóåòêàê èíñòðóìåíò, íî åùå íå èçëîæåíà â âèäå ¾ñàìîó÷èòåëÿ¿.Ïîâòîðÿþ, âñå ýòî âïîëíå òðèâèàëüíî. Òîëüêî äàâíî áû ýòî ïîðàâêëþ÷èòü â ó÷åáíèêè �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà...1.9. Îáùèé êîììåíòàðèé.Îáû÷íî ëþäè ïèøóò êíèãè, ïûòàÿñüèçëîæèòü òî, ÷òî óæå áûëî èçâåñòíî. Â êíèãå Áåðåçèíà ïîäîáíîãîíå áûëî. Òîãäà, â 1965 ãîäó, â ýòîì òåêñòå âñå áûëî íîâûì.191.10. Êíèãà Áåðåçèíà êàê ïàìÿòíèê ñëîâåñíîñòè. Ñðàçóäîëæåí ñêàçàòü, ÷òî ýòà ñëîâåñíîñòü ÿâëÿåòñÿ íå âïîëíå èçÿùíîé.�àáîòû Áåðåçèíà áûâàëè òðóäíî ÷èòàåìû20. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,àâòîð îðèãèíàëüíîé ðàáîòû âñåãäà íàõîäèòñÿ â íåñêîëüêî ïðîèãðûøíîìïîëîæåíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ àâòîðîì ðàáîòû çàóðÿäíîé. Íó è, íàêîíåö,êíèãà èìåëà òÿæåëóþ èñòîðèþ.Â èòîãå êíèãà ñîâñåì íå ïðîñòà. ×èòàòåëü îêàçûâàåòñÿ â ïîëîæåíèèëûæíèêà, èäóùåãî âòîðûì ïî ëûæíå. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, íèêàêîãîäîïîëíèòåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, êðîìå åñòåñòâåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿìåñòíîñòè è íåäîòðîïëåííîé ëûæíè, ÷èòàòåëü íå èñïûòûâàåò. Âáîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êíèã ïðèðîäà ñîïðîòèâëåíèÿ÷òåíèþ èíàÿ. ß âåðíóñü ê ýòîìó âîïðîñó ïîçæå.Íàêîíåö, êíèãà áûëà èçäàíà ïðè ïîääåðæêå �èçèêîâ, è, ïî-âèäèìîìó, íà �èçèêîâ áûëà ðàññ÷èòàíà. Íàâåðíîå, ýòî áûëî ê ëó÷øåìó,íî åå âîñïðèÿòèå ìàòåìàòèêàìè îò ýòîãî íå óïðîùàëîñü. Îäíàêîîíà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå òî÷íîé è ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé ðàáîòîé.Êñòàòè, â êà÷åñòâå òåõíè÷åñêè-àíàëèòè÷åñêîãî òåêñòà êíèãà ñåå çàìûñëîâàòûìè, íî íå çàíóäíûìè, äåòàëÿìè î÷åíü èíòåðåñíà èïîó÷èòåëüíà.1.11. Áåñêîíå÷íîìåðíûå ãðóïïû. Ìîñêâà, 1965�1975. Â1946�1950ãã. È. Ì. �åëü�àíä è Ì. À. Íàéìàðê ñ îäíîé ñòîðîíû èÊàðëà Ìåíãåðà (1924) îá èçîìåòðè÷íûõ âëîæåíèÿõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòââ ãèëüáåðòîâû (è, ñîîòâåòñòâåííî, îá óñëîâíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõÿäðàõ).19Íî òàêèå êíèãè áûâàþò. ×èòàòåëü ìîæåò ïîïûòàòüñÿ ïîèñêàòü ïðèìåðû.20À áûâàëè è ïîíÿòíûìè. Êñòàòè, èçäàííûå À. À. Êèðèëëîâûìè Â. Ï. Ïàëàìîäîâûì íåîêîí÷åííûå ïîñìåðòíûå çàïèñêè Áåðåçèíà ïîñóïåðàíàëèçó ÿâëÿþòñÿ õîðîøî è ïîíÿòíî íàïèñàííûì òåêñòîì. ÂîîáùåÊèðèëëîâ ñäåëàë î÷åíü ìíîãî äëÿ ðàñïîñòðàíåíèÿ èäåé Áåðåçèíà.



1. ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÛÅ ��ÓÏÏÛ. 1965 11Â. Áàðãìàíí � ñ äðóãîé ñîîáùèëè, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëóïðîñòûõãðóïï î÷åíü èíòåðåñíû, è ÷òî òàì åñòü, ÷òî äåëàòü. Ïåðå÷èñëþíåêîòîðûõ ëþäåé, êîòîðûå â 1950�1965ãã. çàíèìàëèñü â ÑîâåòñêîìÑîþçå21 ïîëóïðîñòûìè ãðóïïàìè è èõ ïðåäñòàâëåíèÿìè, ïî òåìèëè èíûì ïðè÷èíàì(íå îáÿçàòåëüíî ïîä âëèÿíèåì �åëü�àíäà èÍàéìàðêà), â òîì èëè èíîì âîçðàñòå, â òîé èëè èíîé ñòåïåíè: Ô. À. Áåðåçèí,Í. ß. Âèëåíêèí, Ý. Á. Âèíáåðã, Ñ. �. �èíäèêèí, Ì. È. �ðàåâ, Å. Á. Äûíêèí,Ä. Ï.Æåëîáåíêî, �. Ñ. Èñìàãèëîâ, Ô. È. Êàðïåëåâè÷, À. À. Êèðèëëîâ,À. Ó. Êëèìûê, Ì. �. Êðåéí,�. À. Ìèíëîñ, Â. Ô. Ìîë÷àíîâ, Ì. Í. Îëåâñêèé,Ì. À. Îëüøàíåöêèé, À. Ë. Îíèùèê, À. Ì. Ïåðåëîìîâ, È. È. Ïÿòåöêèé-Øàïèðî, Ï. Ê. �àøåâñêèé, Ñ. Â. Ôîìèí, Ì. Ë. Öåòëèí. Ñïèñîê,íàäî ñêàçàòü, âíóøèòåëüíûé.À òåïåðü ïåðå÷èñëþ íåêîòîðûå ðàáîòû ïî áåñêîíå÷íîìåðíûìãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè ñëåäóþùåãî äåñÿòèëåòèÿ, 1965�75� ñòàòüÿ Â. È. Àðíîëüäà î ãåîäåçè÷åñêèõ íà ãðóïïàõ äè��åîìîð�èçìîâè óðàâíåíèÿõ ãèäðîäèíàìèêè, 1966;� íà÷èíàÿ ñ 1967, ñòàòüè P. C. Èñìàãèëîâà î ãðóïïå SL2 íàäíåàðõèìåäîâûìè íåëîêàëüíûìè ïîëÿìè22;� êíèãà �. Å.Øèëîâ, Ôàí Äûê Òèíü ¾Èíòåãðàë, ìåðà, ïðîèçâîäíàÿíà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå¿, 1967;� íà÷èíàÿ ñ 1968ã., ðàáîòû ïî êîãîìîëîãèÿì áåñêîíå÷íîìåðíûõàëãåáð Ëè, È. Ì. �åëü�àíä�Ä. Á. Ôóêñ, à òàêæå Ë. Â. �îí÷àðîâà èÌ. Â. Ëîñèê;� �îðìàëüíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ È. Ì. �åëü�àíäàè Ä. À. Êàæäàíà;� ðàáîòû È. Ë. Êàíòîðà è Â. �. Êàöà ïî à��èííûì àëãåáðàìËè 21×òîáû îòâëå÷üñÿ îò ìîñêâîöåíòðèçìà, ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðàáîòû [7℄,[45℄ ïîâëåêëè è ¾öåïíóþ ðåàêöèþ¿ íà Çàïàäå. Â êà÷åñòâå îòäåëüíîãî ¾ÿâëåíèÿïðèðîäû¿ âîçíèêëà çàãàäî÷íàÿ �èãóðà Õàðèø-×àíäðû, ñêîðåå ¾îäèíîêîãîòàíêà¿, ÷åì ¾îäèíîêîãî âîëêà¿. Îí âñþ æèçíü äâèãàëñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè,ñìèíàÿ âñå ïðåïÿòñòâèÿ íà ñâîåì ïóòè, è îñòàâèë ïîñëå ñåáÿ ¾ïðîñåêó¿,ïîðàæàþùåé âîîáðàæåíèå âåëè÷èíû. Íàïîìíþ, ÷òî åãî äîñòîéíûì íàó÷íûìñîïåðíèêîì Áåðåçèí âûñòóïàë â 1956�1957 äî ñâîåãî ïîâîðîòà. Â ñâÿçè ñãðóñòíûìè âîïðîñàìè, îáñóæäàåìûìè íåñêîëüêî íèæå (è äëÿ ñðàâíåíèÿ),îòìå÷ó, ÷òî Õàðèø-×àíäðà èçîáðåë òåõíèêó ¾áðîíåâîé çàùèòû¿ ñâîèõíàó÷íûõ ðàáîò, äåëàÿ ïî÷òè íåâîçìîæíûì èõ äåéñòâèòåëüíîå ïîíèìàíèå äëÿïîñòîðîííåãî ãëàçà. Ýòèì îí îáåñïå÷èë ñåáå ¾íåóÿçâèìîñòü¿ è âîçìîæíîñòüðàáîòû âíå ¾ãîíî÷íîé àòìîñ�åðû¿, íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âíåñ ýòèì ñâîéëè÷íûé âêëàä â íåïîíÿòíîñòü ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.22Èç âñåõ óïîìÿíóòûõ â ýòîì ñïèñêå ðàáîò ýòè íàèìåíåå öèòèðóåìû.Îäíàêî â íèõ áûëî îáíàðóæåíî óìíîæåíèåäâîéíûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè âáåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïïàõ.



12 � ðàáîòû À. Ì. Âåðøèêà, È. Ì. �åëü�àíäà è Ì. È. �ðàåâà, àòàêæå �. Ñ. Èñìàãèëîâà íà ãðàíè òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è ñëó÷àéíûõïðîöåññîâ.23Âñå ýòî � ÿðêèå íîâàòîðñêèå ðàáîòû.Íî ÿñíî, ÷òî â 1965-67ãã. ÷òî-òî èçìåíèëîñü (ïðè òîì, ÷òî ïîëóïðîñòûåãðóïïû òîãäà îòíþäü íå èñ÷åðïàëè ñåáÿ, íèêàêîãî êðèçèñà åùå íåáûëî).Ïîïûòàåìñÿ ïðåäñòàâèòü ñåáå ìàòåìàòè÷åñêóþ Ìîñêâó 1960ã.Òîãäàøíåìó ÷åëîâåêó, âîçìîæíî, ìîãëî ïðèéòè â ãîëîâó, ÷òî áûâàþò÷óäîâèùíî áîëüøèå ãðóïïû. Íî îáúåêò ýòîò ìàëî ïðèâëåêàòåëåí.Íó, ìîæíî ïîèãðàòü â îïðåäåëåíèÿ. ×òî äàëüøå? Êîå-êòî (ìàëîêòî) çíàë, ÷òî åñòü êàêîå-òî ñòðàííîå äåéñòâèå áåñêîíå÷íîìåðíîéîðòîãîíàëüíîé ãðóïïû íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé, ïîñòðîåííîå ÈðâèíãîìÑèãàëîì è íå î÷åíü ïîíÿòíî èì îïèñàííîå24.À â 1960-62 ãîäó Áåðåçèí ñîîáùèë (à â 1965ã. åãî ïðèøëîñüóñëûøàòü), ÷òî áåñêîíå÷íîìåðíûå ãðóïïû (ïîêà åùå íåìíîãèå) �ýòî íå îáîáùåíèå ðàäè îáîáùåíèÿ, ÷òî ýòî íîâàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿñóùíîñòü. Îí ïîêàçàë, ÷òî ýòî íå ìîíñòðû, à îñÿçàåìûå îáúåêòû.×òî â ñâÿçè ñ íèìè ìîæíî ïèñàòü �îðìóëû. È, íàêîíåö, èíòåðåñ,ïðîÿâëåííûé ¾�èçèêàìè¿ ãîâîðèë ñàì çà ñåáÿ. Ýòî áûë ìîìåíò,êîãäà ó ñåðüåçíûõ è ¾èíòåëëåêòóàëüíî ìîáèëüíûõ¿ ëþäåé áûëèîñíîâàíèÿ çàäóìàòüñÿ è â ýòîò ìîìåíò ñîîáðàçèòü, ÷òî ýòè, âîçìîæíîóæå è íå ìîíñòðû, íóæíû è èì ñàìèì.Íî, êàê íè ðàññóæäàé, 1965 ãîä áûë ãîäîì ñìåíû âêóñîâ. Èïîâîä ê ñìåíå âêóñîâ òîæå áûë. È êàê íè ðàññóæäàé, ñ êíèãèÁåðåçèíà íà÷èíàëîñü êðóïíîå ¾íàó÷íî-îáùåñòâåííîå äâèæåíèå¿.Âî âñÿêîì ñëó÷àå, â ðàçìåðàõ îäíîãî ãîðîäà. Íî ãîðîäà â òî âðåìÿâ ìàòåìàòèêå âàæíîãî.Ýòî ñóùåñòâåííî ìåíÿëî òî÷êè çðåíèÿ. Ýòî ñòàâèëî íîâûå çàäà÷è,êîòîðûõ ðàíüøå ïðîñòî íå âèäåëè. ¾�àáî÷èå ðóêè¿ áûëè. À äàëüøå23Äëÿ òî÷íîñòè ñëåäóåò óêàçàòü åùå ðàáîòó À. È. Êîñòðèêèíà èÈ. �. Øà�àðåâè÷à [77℄ (1965), î÷åâèäíî, íàõîäèâøóþñÿ â ñòîðîíå îòäàííîãî äâèæåíèÿ. Îíè îáíàðóæèëè, ÷òî ìíîãî÷èñëåííûå ñòðàííûå ïðèìåðûïðîñòûõ àëãåáðû Ëè íàä êîíå÷íûì ïîëåì, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî àëãåáðàìè Ëèâåêòîðíûõ ïîëåé, èìèòèðîâàííûõ â êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêå. Ò.å.,èòîãîâûåñîäåðæàòåëüíûå îáúåêòû êîíå÷íîìåðíû. Íî èäåéíûé èñòî÷íèê (êîòîðûé ñàìïî ñåáå íå èñïîëüçîâàëñÿ) � ¾áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ¿ òåîðåìà Ýëè Êàðòàíàî ïðèìèòèâíûõ ïñåâäîãðóïïàõ [30℄, èíòåðåñ ê êîòîðîé îæèâèëñÿ â íà÷àëå60õ ãîäîâ. ß äóìàþ, ÷òî ýòà òåîðåìà áûëà âàæíîé îòïðàâíîé òî÷êîé è äëÿÈ. Ë. Êàíòîðà.24Èçäàëåêà âèäíî, ÷òî ñåðüåçíûå ðàáîòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðåäñòàâëåíèÿìáåñêîíå÷íîìåðíûì ãðóïï óæå áûëè, íàïðèìåð ñòàòüè È. Øîíáåðãà [111℄, [110℄è ñòàòüÿ Ì. �. Êðåéíà [78℄ (ñêîðåå âñåãî íàïèñàííàÿ íå áåç âëèÿíèåÿ Øîíáåðãàèëè/è Ê. Ìåíãåðà) óæå áûëè. Èçäàëåêà âèäíî, ÷òî ÷óòü-÷óòü èíà÷å âçãëÿíóâíà Øîíáåðãà-1938 ìîæíî áûëî áû ñðàçó ¾îêàçàòüñÿ¿â ãîäó 1962. Òîëüêî ýòî �îäíî èç íåâåðîÿòíûõ ¾÷óòü-÷óòü¿.



1. ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÛÅ ��ÓÏÏÛ. 1965 13áûëî ¾íîâîå Ýëüäîðàäî¿ ñ åãî íîâîé (óæå ñàìîðàñêðó÷èâàþùåéñÿ)èäåîëîãèåé.25À âîò ñàì Áåðåçèí áåñêîíå÷íîìåðíûìè ãðóïïàìè áîëüøå íåçàíèìàëñÿ...1.12. Áåðåçèí ïîñëå ¾Âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ¿. Â 1965ãîí îêàçàëñÿ â ïîëîæåíèè ÷åëîâåêà, ïîäíÿâøåãîñÿ íà âûñîêóþ âåðøèíó.Âîçìîæíî, ÷òî ÷àñòü èì óâèäåííîãî òîãäà áûëà ìèðàæîì. Ýòîòîæå ïëàòà çà âîñõîæäåíèå, âèäû â äàëåêîé äûìêå íå âñåãäà ìîæíîèñòîëêîâàòü ïðàâèëüíî (íî Áåðåçèíó ýòî â öåëîì óäàâàëîñü, è ýòîîäíà èç çàãàäîê äàííîé ëè÷íîñòè). Íî íàäî çàìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ÷åëîâåêà, íàáëþäàþùåãî ìèð èç ïðåäïèñàííîé äîëèíû èëè èç ñåðåäèíûáåãóùåé íà ìåñòå (è íå ëèøåííîé àãðåññèâíîñòè) òîëïû, îäíàêî,áóäó÷è ñîöèàëüíî áåññïîðíûìè, ñ êàêîé-òî èíîé (ðàçóìååòñÿ, èçâðàùåííîé)òî÷êè çðåíèÿ âñå æå íå ëèøåíû ýêñòðàâàãàíòíîñòè.Îñíîâíûå ãðóïïû ðàáîò Áåðåçèíà ïîñëåäóþùèõ 15 ëåò � ýòîñóïåðàíàëèç, îáùàÿ òåîðèÿ ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ è îáùèå êîíöåïöèèêâàíòîâàíèÿ26, ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé.Âûøå óæå áûëî ñêàçàíî, ÷òî ñóïåðàíàëèç áûë ¾âûíóæäåíûì õîäîì¿.Äâà äðóãèõ ñþæåòà òîæå âîçíèêëè êàê ïðîäîëæåíèå ¾Âòîðè÷íîãîêâàíòîâàíèÿ¿.Â ýòîì ïåðå÷íå ÿ ñêîðåå âñåãî ÷òî-òî ïðîïóñòèë, ìíîãèõ ðàáîòÿ íèêîãäà íå ÷èòàë è äàæå íå âèäåë27. Íî ÿ ÷èòàë äîâîëüíî ìíîãî è,äîëæåí ñêàçàòü, ÷òî Áåðåçèí âñåãäà îñòàâàëñÿ ÷åëîâåêîì, ñïîñîáíûìâèäåòü òî, ÷òî íè êòî äðóãîé íà åãî ìåñòå áû íå óâèäåë. Äóìàþ,÷òî âñòàâ íà íåòðèâèàëüíóþ îáùóþ òî÷êó çðåíèÿ â 1960 ãîäó, îíóæå íèêîãäà ñ íåå íå ñõîäèë è, ñîáñòâåííî, ýòî áûëî èñòî÷íèêîìåãî ìîùè.Ñêàæó î ïðåäìåòå, ìíå ïî ðîäó äåÿòåëüíîñòè, õîðîøî çíàêîìîì.�àáîòà Áåðåçèíà ¾Êâàíòîâàíèå â ñèììåòðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ¿ (1975)îòêðûâàëà íîâûé ñþæåò â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé âåùåñòâåííûõ ïîëóïðîñòûõ25Îêîëî 1970 ãîäà À. À. Êèðèëëîâ íà÷àë ¾ïðîïàãàíäó¿ òåîðèèïðåäñòàâëåíèé áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï (íàïðèìåð, â êíèãå 1972 ãîäàáåñêîíå÷íîìåðíûå ãðóïïû óêàçûâàëèñü êàê âåðîÿòíîå áóäóùåå òåîðèèïðåäñòàâëåíèé). Â òîò ìîìåíò íè÷åãî, êðîìå êíèãè Áåðåçèíà (è, ïî-âèäèìîìó,óæå ïðîâåäåííûõ ¾ðàçâåäî÷íûõ¿ ðàáîò ñàìîãî Êèðèëëîâà), åùå íå áûëî. Íîïîÿâèëîñü î÷åíü ñêîðî.26Çäåñü íåò âîçìîæíîñòè îáñóæäàòü ýòè ðàáîòû; íàäåþñü, ÷òî äðóãèåàâòîðû ýòîãî ñáîðíèêà ñäåëàþò ýòî ëó÷øå, ÷åì ìîã áû ñäåëàòü ÿ, ñì., íàïðèìåð,ñòàòüþ À. Ñ. Øâàðöà. Íàïîìíþ, ÷òî Áåðåçèí áîëåå âñåãî èçâåñòåí èìåííîêàê îñíîâàòåëü ñóïåðìàòåìàòèêè. Cì. òàêæå ñòàòüþ À. Ñ. Ëîñåâà î íåäàâíîîòêðûâøèõñÿ âîçìîæíîñòÿõ ñóïåðàíàëèçà.27Ñì. îáçîð ðàáîò Áåðåçèíà, ñäåëàííûé �. À. Ìèíëîñîì, à òàêæåóäèâëÿþùóþ ðàçíîîáðàçèåì áèáëèîãðà�èþ ñòàòåé â êîíöå êíèãè [20℄ (Math-S
iNet íå âñå èç íåå âèäèò, ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûõ ðàáîò, âèäèìûõ ïîMathS
iNet'ó â áèáëèîãðà�èè íåò). Â íåêðîëîãå â Óñïåõàõ Ôèçè÷åñêèõ íàóê[101℄ ïîä÷åðêèâàþòñÿ ðàáîòû ïî êâàíòîâîé çàäà÷å ìíîãèõ òåë.



14ãðóïï � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé â ñèììåòðè÷åñêèõîáëàñòÿõ.28Òå æå îáúåêòû áûëè âñêîðå ïîëó÷åíû äðóãèì ñïîñîáîì ÌèøåëüÂåðíü è Õóãî �îññè [125℄, à òàêæå Íîëàíîì Âàëëàõîì [136℄. Äàëüøå,âñåì áûëî î÷åâèäíî, ÷òî íóæíî áûëî çàíèìàòüñÿ ïðîñòðàíñòâàìèâåêòîðíîçíà÷íûõ ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé â òåõ æå îáëàñòÿõ. Ýòîìóïðåäñòîÿëî ñòàòü ìåñòîì î÷åðåäíûõ ¾ãîíîê¿ íà ñëåäóþùèå 10ëåò; ýòè ñîäåðæàòåëüíûå èíòåðåñíûå ðàáîòû (ñì. Ì. Êàøèâàðà,Ì. Âåðíü [72℄ Ò. Ýíðàéò, �. Õàó, Í. Âàëëàõ [35℄29) â èòîãå, ê ñîæàëåíèþ,òàê íèãäå ïîíÿòíî íå áûëè ïåðåèçëîæåíû.Íî Áåðåçèí â êîðîòêîé çàìåòêå 1978ã [19℄30 ñäåëàë øàã â ñîâåðøåííîäðóãóþ ñòîðîíó, ýòî âíåçàïíî ¾àóêíóëîñü¿ â 1994ã ó �àðàëüäàÓïìàéåðà è Àíäðý Óíòåðáåðæå è â èòîãå ïðèâåë ê âîññòàíîâëåíèþ(áîþñü, ÷òî âðåìåííîìó) óæå âõîäèâøåãî â ñîñòîÿíèå êîëëàïñàíåêîììóòàòèâíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà.1.13. Êíèãà Áåðåçèíà. 15 ëåò ñïóñòÿ.Õîòÿ ìíîãîå, ïðîèñøåäøååèç ýòîé êíèãè, áûñòðî âîøëî â îáèõîä, äâå ñàìûõ ñëîæíûõ (è íàìîé âçãëÿä, îñíîâíûõ) êîíñòðóêöèè äîëãî îñòàâàëèñü â ìàòåìàòèêåáåç ïðèìåíåíèÿ. Îíè ñðàáîòàëè â 1979-80 (à ïóáëèêàöèè áûëè óæåïîçæå) â ðàáîòàõ �. È. Îëüøàíñêîãî, �. Ñ. Èñìàãèëîâà, �ðýìàÑèãàëà è àâòîðà íàñòîÿùèõ çàìåòîê. Ïåðå÷èñëåííûå ðàáîòû áûëèïîñâÿùåíû ðàçíûì âåùàì, â ïåðâûõ òðåõ ñëó÷àÿõ îíè íàïðÿìóþèñïîëüçîâàëè êîíñòðóêöèè èç ¾Âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ¿; ÿ, êàê28Íåìíîæêî îá èñòîðèè ïðåäìåòà. Õàðèø-×àíäðà â 1955, [54℄ ââåëò.í. ãîëîìîð�íûå äèñêðåòíûå ñåðèè (çàáàâíî, ÷òî â åãî êîíñòðóêöèè áûëè¾çàäåéñòâîâàíû¿ îáúåêòû, íàçâàííûå ìíîãî ïîçæå ¾ìîäóëÿìè Âåðìà¿,îíè èñïîëüçîâàëèñü Õàðèø-×àíäðîé è â äðóãèõ ðàáîòàõ). Òîãäà ýòè¾ñåðèè¿ âûãëÿäåëè ëèøü ýëåìåíòàìè áîëüøîãî ¾çîîïàðêà¿ óíèòàðíûõïðåäñòàâëåíèé è â òàêîì êà÷åñòâå ïåðèîäè÷åñêè èçó÷àëèñü ñïåöèàëèñòàìè(íàïðèìåð, Ì. È. �ðàåâûì [48℄). Áåðåçèí îáíàðóæèë, ÷òî ýòè¾ñåðèè¿ äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïî ïàðàìåòðó, è êàðòèíàáûñòðî ñòàëà èíòåðåñíîé, ïîòîìó ÷òî ïîÿâèëîñü ìíîãî äîïîëíèòåëüíûõÿâëåíèé, íà÷àëè îáíàðóæèâàòüñÿ ñâÿçè ñ äðóãèìè îáëàñòÿìè ìàòåìàòèêè èò.ä. (â ýòîò ìîìåíò ¾îñîçíàíèÿ¿ çíà÷èòåëüíóþ ðîëü ñûãðàëè òàêæå ðàáîòûñîòðóäíè÷àâøåãî ñ Áåðåçèíûì Å. A. �óòêèíà). Â èòîãå âîçíèêëà îáëàñòü,ãäå åñòü, ÷òî äåëàòü, ýòà äåÿòåëüíîñòü íà÷àëàñü è ïîêà åùå ïðîäîëæàåòñÿ,õîòÿ ìíîãîå èíîå, êàçàâøååñÿ âàæíûì â 1975, çàáûâàåòñÿ (è íàáëþäàòü ýòîãðóñòíî).29Ñì. òàêæå ñòàòüþ �. È. Îëüøàíñêîãî [104℄, íàïèñàííóþ äëÿ¾ïîääåðæêè¿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï.30Â äàòå ÿ íå óâåðåí. Ñîãëàñíî âîñïîìèíàíèÿì Å. �. Êàðïåëü, 06.09.1973Áåðåçèí ïîäàë â Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ� áîëüøóþ ñòàòüþ. �åäàêöèÿ ïîïðîñèëàðàçäåëèòü ñòàòüþ íà 3 ÷àñòè, âòîðàÿ ÷àñòü � ýòî óïîìÿíóòàÿ ðàáîòà-1975,òðåòüÿ ÷àñòü áûëà â èòîãå îòêëîíåíà. Åå ñîäåðæàíèå íå èçâåñòíî, è íè÷åãî,ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó ïðåäìåòó, êðîìå çàìåòêè-1978 â ïóáëèêàöèÿõÁåðåçèíà íå áûëî. Êñòàòè, ÿ íå âèæó ïðè÷èí âèäåòü ¾çëîé óìûñåë¿ âäåéñòâèÿõ ðåäàêöèè Èçâåñòèé; áîëüøèõ ñòàòåé òîãäà ïî÷åìó-òî íå ëþáèëè, âñåòðè ÷àñòè, ñêîðåå âñåãî, äîëæíû áûëè ðåöåíçèðîâàòüñÿ ïî îòäåëüíîñòè.



1. ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÛÅ ��ÓÏÏÛ. 1965 15íè ñòðàííî, òîãäà åùå íè÷åãî íå çíàë, êðîìå êíèãè Øèëîâà�ÔàíÄûê Òèíÿ è ñòàòüè Øåéëà.1.14. 40 ëåò ñïóñòÿ. Âçãëÿä èç íàñòîÿùåãî íà ïðîøëîå èèç ïðîøëîãî íà íàñòîÿùåå.Ñèòóàöèÿ â ìàòåìàòèêå è ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêå ïîñëåäíèõ 10-15 ëåò áûñòðî ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå çëîâåùåé.Ýòà òî÷êà çðåíèÿ óæå íå î÷åíü îðèãèíàëüíà, ñì., íàïðèìåð, ñòàòüèÂ. È. Àðíîëüäà è Ñ. Ï. Íîâèêîâà ïî ýòîìó ïîâîäó. Â ÷àñòíîñòè,íàñòóïèë êðèçèñ ñïîñîáíîñòè (è æåëàíèÿ!) ìàòåìàòèêîâ ïîíèìàòüäðóã äðóãà. Ýòà ¾÷àñòíîñòü¿, â ñâîþ î÷åðåäü, äîëæíà ïîâëå÷ü ìíîãîèíîãî, íå ñòîëü ÷àñòíîãî. Âîïðîñ Àðíîëüäà ¾Âûæèâåò ëè ìàòåìàòèêà?¿,íå åñòü ðèòîðèêà. �àçóìíûå ðåàêöèè óæå ñèëüíî çàïîçäàëè, è âûéòèèç òóïèêà íåëüçÿ áåç òÿæåëûõ ïîòåðü. Óæå íà÷àëîñü íåîáðàòèìîåîìåðòâåíèå áîëüøèõ ìàññèâîâ ñîäåðæàòåëüíûõ òåêñòîâ. Îíè óæåíèêîãäà è íèêåì íå ñìîãóò áûòü ïðî÷èòàíû.Ñëîæíîñòü ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè (ìàòåìàòèêà, âîîáùå-òî,íàóêà31 ïðîñòàÿ, íî ñåé÷àñ ïðàâäà ñòàëà íåñêîëüêî ñëîæíîâàòîé)ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïîâåðõíîñòíûì îáúÿñíåíèåì. Â äåéñòâèòåëüíîñòè,ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå òåêñòû çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì èõñîäåðæàíèå. Cèëû ëþäåé êîí÷àþòñÿ íà óðîâíå ïîïûòîê ïðî÷òåíèÿòåêñòîâ, äî ñîäåðæàíèÿ äåëî ïðîñòî íå äîõîäèò32. Êñòàòè, è ãîëîâàòåïåðü çàáèòà ñâîåé ¾ðîäíîé¿ òåðìèíîëîãèåé íàñòîëüêî, ÷òî íèêàêîéèíîé óæå ïîíèìàòü íå õî÷åòñÿ.33.31Íå ñîâñåì ïðàâäà, ÷òî ìàòåìàòèêà � ¾íàóêà¿ â ñòàðîì ñìûñëåñëîâà, òåïåðü ýòî ñêîðåå ðîä äåÿòåëüíîñòè, âíå äåÿòåëüíîñòè îíà íå ìîæåòñóùåñòâîâàòü, ÷òî ñîçäàåò ïðîáëåìû â ïîèñêàõ êîíòàêòîâ ñ íåìàòåìàòèêàìè.32Óäèâèòåëüíî ñêîëü ìíîãîå èçìåíèëîñü çà ïîñëåäíèå 25 ëåò. Òîãäà ÿ,áóäó÷è àñïèðàíòîì, êóïèâøè â ìàãàçèíå (ñóïåð-íîâåéøóþ) ïåðåâîäíóþ êíèãóèçäàòåëüñòâà ¾Ìèð¿, ìîã ñåñòü â ýëåêòðè÷êó è òàì ñïîêîéíî åå ÷èòàòü.Èíòåðåñíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñîâðåìåííîãî àñïèðàíòà-ìàòåìàòèêà, ÷èòàþùåãîâ ýëåêòðè÷êå ìîíîãðà�èþ ñîâñåì íå ïî ñâîåé òåìàòèêå.Ñòàòüè, êîòîðûå íåâîçìîæíî ïðî÷åñòü, òîãäà óæå ïîÿâèëèñü, íî íåêîòîðîåâðåìÿ, ïîêà âñå íå ïðèâûêëè, ýòî âûçûâàëî óäèâëåíèå. Äîêëàäû íàêîí�åðåíöèÿõ, ãäå ó ðàññêàç÷èêà íåò íè ìàëåéøåãî æåëàíèÿ áûòü ïîíÿòûì, àó çðèòåëåé íåò äàæå èäåè ÷åãî-ëèáî ïîíÿòü, íà÷àëè ïîÿâëÿòüñÿ íà ìîåé ïàìÿòèè ïîñòåïåííî ñòàëè ïðåîáëàäàþùèì çðåëèùåì.33Îäíèì èç èñòî÷íèêîâ ñëîæíîñòè ÿâëÿþòñÿ èíîãäà óïîìèíàåìûå âñòàòüå ¾ãîíêè¿. Ýòî ñëîâî îòíîñèòñÿ ê øèðîêî ðàñïîñòðàíåííîìó ÿâëåíèþ(ñì. ïðèìåð, ñòàâøèé ñèìâîëîì, â [86℄ è îáñóæäåíèå îäíîé õðåñòîìàòèéíîéäèñêóññèè â [67℄). ß ïîïûòàþñü äàòü îïðåäåëåíèå. Ýòî ñèòóàöèÿ, êîãäàìíîãèå ïûòàþòñÿ êàê ìîæíî ñêîðåå ðåøèòü çàäà÷ó, ðàññìàòðèâàåìóþ ÷àñòüþîáùåñòâà êàê âàæíóþ, íî �àêòè÷åñêîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ �èêñàöèÿ ñîöèóìîì�àêòà ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðâûì. Îò÷àñòè ýòî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàêêîíöåíòðàöèÿ ñèë íà ¾âàæíîì íàïðàâëåíèè¿.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îäíîâðåìåíî õîòåëîñü áû, ÷òîáû äîñòèãàëàñüïðîçðà÷íîñòü, íî ýòî òðåáóåò ñåðüåçíûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé, ò.å., ñ îäíîéñòîðîíû, îòâëåêàåò îò öåëè, ñ äðóãîé, óïðîùàåò åå äîñòèæåíèå äðóãèìè.Íàêîíåö, ïî îêîí÷àíèè ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ áîëüøèå óñèëèÿ ïî óïðîùåíèþìàòåðèàëà. ¾Èñòèíà, êàê âû çíàåòå, ýòî òî, ÷òî äåëàåò ìèð ïðîùå, à îòíþäü íå



16 Äðóãîå îáúÿñíåíèå � óñèëèâàþùàÿñÿ ñîöèîöåíòðèçàöèÿ íàóêè.Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìàòåìàòèêè îáúåêòèâíî îáëàäàþò áîëüøèìè âîçìîæíîñòÿìèäëÿ èíäèâèäóàëüíîé ðàáîòû, ÷åì äðóãèå èññëåäîâàòåëè. Íî ñ äðóãîéñòîðîíû, âíåøíèõ ñèë, ñäåðæèâàþùèé ýòó ñîöèîöåíòðèçàöèþ â ÷èñòîéìàòåìàòèêå íåò. Íàêîíåö, â óñëîâèÿõ íåïîíÿòíîñòè òåêñòîâ èíäèâèäóàëüíàÿîöåíêà ÷óæîé äåÿòåëüíîñòè ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíîé.Ò.å., �îðìèðîâàíèåîáùåñòâåííîãî ìíåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî ñîöèàëüíûì ïðîöåññîì,îòîðâàííûì îò ñîáñòâåííî íàó÷íîãî ïðî�åññèîíàëèçìà.34 Ïî íûíåøíèìâðåìåíàì, òî÷íåå óæå ñêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë ñòàíîâèòñÿ¾êàæèìîñòüþ¿, îòîðâàííîé îò íàñòîÿùåé (ñîöèàëüíîé) ðåàëüíîñòè.Ìàòåìàòèêà ðåøèòåëüíî èäåò ê ñâîèì ñîáñòâåííûì ¾çèÿþùèì âûñîòàì¿ [142℄.Ñàì Áåðåçèí æèë â ¾äîáðûå ñòàðûå âðåìåíà¿, êîãäà äî âñåãîýòîãî áûëî åùå äàëåêî. Íî âîò ñ ¾çàðåé íàó÷íîãî (ìàòåìàòè÷åñêîãî)ñîöèàëèçìà¿ åìó ïîçíàêîìèòüñÿ ïðèøëîñü.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ Ìîñêâà 1945-1990 áûëà âûäàþùèìñÿ ÿâëåíèåì,âîçìîæíî íåîáû÷íûì â èñòîðèè íàóêè âîîáùå. Íî, èç-çà çàìêíóòîñòèè ñðàâíèòåëüíîé ìíîãîëþäíîñòè ýòîãî ìèðà, ïðîöåññû ñîöèîöåíòðèçàöèèòàì ïðîòåêàëè îòíîñèòåëüíî áûñòðî. È, âî ìíîãîì áëàãîäàðÿ èíåðöèèýòèõ ïðîöåññîâ (ïðåâðàòèâøèõñÿ â �àðñ) ñåé÷àñ, 17 ëåò ñïóñòÿ,Ìîñêâà áîëüøå íå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì öåíòðîì.Áåðåçèí îêàçàëñÿ îäèíî÷êîé ¾ïîä îãíåì¿ íåñêîëüêèõ íàó÷íûõãðóïïèðîâîê. Íî, ÿ äóìàþ, ÷òî Áåðåçèí ñìîã ñòàòü òåì, êåì îí ñòàë,è ñîâåðøèòü òî, ÷òî îí ñîâåðøèë, íå òîëüêî âîïðåêè ïðîèñõîäèâøåìóïðîòèâîñòîÿíèþ, íî è, âî ìíîãîì, áëàãîäàðÿ åìó. ¾Òàê òÿæêèéìëàò, äðîáÿ ñòåêëî, êóåò áóëàò¿. Êàæåòñÿ, åìó ëè÷íî ýòî ñòîèëî

òî, ÷òî îáðàùàåò åãî â õàîñ.¿ (Mais la v�erit�e, vous le savez, 
'est 
e qui simplifie etnon 
e qui 
r�ee le 
haos, [113℄) Íî óñèëèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ýíåðãåòè÷åñêè íåâûãîäíû, ïîòîìó ÷òî ¾ïðèçîâ¿ â ñðåäíåì íå âëåêóò (è êàê óñòàíàâëèâàòü èõ �íåÿñíî). Âñå ýòî ñåé÷àñ ðàáîòàåò ñàìî ñîáîé êàê ñëåïîé ñîöèàëüíûé ìåõàíèçì.Âíóòðåííÿÿ àòìîñ�åðà ãîíîê è ãîíêè êàê ñðåäñòâî ñîöèàëüíîãî îòáîðà �âîïðîñû îòäåëüíûå.34Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî è òî, è äðóãîå ñöåïëåíî òàêæå ñ ïðîöåññîì¾óìíîæåíèÿ ñóùíîñòåé ñâåðõ ìåðû¿.



1. ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÛÅ ��ÓÏÏÛ. 1965 17äîðîãî. Íàì, êàê ðàç, ñîæàëåòü î òîì, ÷òî Áåðåçèí ñòàë Áåðåçèíûì,íå ïðèõîäèòñÿ.35;3635ß õîòåë îãðàíè÷èòüñÿ äàííûì ¾îïòèìèñòè÷åñêèì¿ àáçàöåì, íî ïîðåêîìåíäàöèè îäíîãî èç ðåöåíçåíòîâ ðàñøèðèë òåêñò.Íåäàâíî èçäàòåëüñòâîì World S
ientifi
 áûë èçäàí ñáîðíèê ðàáîò îÁåðåçèíå [120℄. ×åëîâåê, ïðî÷èòàâøèé íåñêîëüêî ñòàòåé èç íåãî, ïåðåñòàåò÷òî-ëèáî ïîíèìàòü, êðîìå òîãî, ÷òî æèçíü Áåðåçèíà áûëà êëóáêîì òðóäíîñòåéíåïîíÿòíîé ïðèðîäû.ß âñåãäà âîñïðèíèìàë Áåðåçèíà êàê ¾èíòåëëåêòóàëüíîãî ãåðîÿ¿ èíèêîãäà íå ïûòàëñÿ óçíàòü ¾ïîäðîáíîñòè¿ åãî êîí�ëèêòà ñ ìàòåìàòè÷åñêèìñîîáøåñòâîì. Ýòî ñîáûòèå ÿ ñ óäèâëåíèåì ¾âû÷èñëèë¿, ÷èòàÿ ìàòåìàòè÷åñêèåñòàòüè (áëàãî, ÷òî òîãäà ëþäè óìåëè ÷èòàòü ìåæäó ñòðîê). Äàííûé êîí�ëèêòâêëþ÷àë â ñåáÿ öåïî÷êó âèäèìûõ ëè÷íûõ ñòîëêíîâåíèé, íî ïî òèïîëîãèè íåìîã ê íèì ñâîäèòüñÿ (è âîîáùå, ìàëî ëè êòî ñ êåì êîãäà ññîðèëñÿ, íå â ýòîìäåëî). ß ëèøü îòìå÷ó íåêîòîðûå äåòàëè, êîòîðûå íå áðîñàþòñÿ ñðàçó â ãëàçà÷èòàòåëþ ýòîãî ñáîðíèêà.Âî-ïåðâûõ, ¾Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå¿, áóäó÷è êíèãîé ïî òåîðèèïðåäñòàâëåíèé, ïîëíîñòüþ íàõîäèëîñü çà ïðåäåëàìè êðóãà èäåé Ñîâåòñêîéøêîëû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé (â òîì ÷èñëå è ðàííèõ ðàáîò Áåðåçèíà) ñ îäíîéñòîðîíû è åå ñîïåðíèêà � Õàðèø-×àíäðû ëè÷íî ñ äðóãîé. Ýòî ïîðàçèòåëüíî,íî ýòî òàê.Âî-âòîðûõ, íàøà ñåãîäíÿøíÿÿ îöåíêà ìíîãèõ ðàáîò Áåðåçèíà (íàïðèìåð,ïåðâûõ ðàáîò ïî ñóïåðàíàëèçó èëè [18℄) ñîäåðæèò ñóùåñòâåííóþ àáåððàöèþçðåíèÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêà-ñîâðåìåííèêà, íèêàêèõ ¾àêòóàëüíûõçàäà÷¿â íèõ íå ðåøàëîñü, ýòî áûëè ïðîñòî íåïîíÿòíûå ðàáîòû ¾íåèçâåñòíîî ÷åì¿ (ñòàòüè î ñèìâîëàõ, â ýòîì îòíîøåíèè, áûëè áëàãîïîëó÷íåå).Ìû ìîæåì âîñõèùàòüñÿ ýòèìè ðàáîòàìè, êðèòèêîâàòü èõ èëè íèêàê êíèì íå îòíîñèòüñÿ. Íî ëþáîé ÷åëîâåê, çíàêîìûé ñ ñîâðåìåííûìè íàó÷íî-ñîöèàëüíûìè íðàâàìè, çàìåòèò, ÷òî íè÷åãî õîðîøåãî äëÿ ÷åëîâåêà ñíåäîñòàòî÷íî âûñîêèì ïîëîæåíèåì â íàó÷íîé èåðàðõèè òàêîé ¾ðàñêëàä¿ íåïðåäâåùàë (ïðè÷åì óãðîçû äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàçíû). Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿòåì îïàñíåå, ÷åì âûøå óðîâåíü ñîöèîöåíòðèçàöèè. À ýòî áûëà çàìêíóòàÿÌîñêâà, ðàçäåëåííàÿ íà ñîïåðíè÷àþùèå íàó÷íûå ïàðòèè, ñ èõ ¾ïîçèöèîííîéâîéíîé¿ (ãäå ïðàâèëà îáÿçàíà ñîáëþäàòü ëèøü ïðîòèâíàÿ ñòîðîíà), èïðîáëåìàìè óäåðæàíèÿ âíóòðèïàðòèéíîé äèñöèïëèíû.Âçðûâîîïàñíàÿ ñèòóàöèÿ íå îáÿçàòåëüíî âëå÷åò âçðûâ. Íî ìîæåò èïîâëå÷ü.Ëþäè, â òîé èëè èíîé ñòåïåíè, ó÷àñòâîâàâøèå â äàëüíåéøèõ ñîáûòèÿõ, íåáûëè õóäøèìè èç ëþäåé, âîâñå íàîáîðîò. Âûøå ÿ ñäåëàë íåñêîëüêî íåëåñòíûõçàìå÷àíèé î ìîñêîâñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñîîáùåñòâå. Íî îíî íå áûëî õóäøèìèç ìèðîâ � äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü íà åãî íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ, â ÷åì-òî îíîáûëî ñàìîíàèëó÷øèì. Îíî, êñòàòè, áûëî ñîîáùåñòâîì ñâîáîäíûì â ñòåïåíè,êàêîé ïðåäñòàâèòåëÿì äðóãèõ íàóê (äà è íûíåøíèì ìàòåìàòèêàì) íå ïîíÿòü.Ê ñîæàëåíèþ, íàðÿäó ñ ýòèì åñòü îáû÷íûå çàêîíû ñîöèàëüíîñòè, êîòîðûìâñå ãðóïïû ëþäåé, â áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñòåïåíè, ïîäâåðæåíû. �åàêöèèîáùåñòâåííûõ ñòðóêòóð, ïîäàâëÿþùèõ âîçìîæíîñòü àñîöèàëüíîãî ïîâåäåíèÿñâîèõ ÷ëåíîâ, ïîðàçèòåëüíî îäíîòèïíû (ñì. îáñóæäåíèå ýòîé ïðîáëåìû â [83℄,ñì. òàêæå îïèñàòåëüíî-�åíîìåíîëîãè÷åñêóþ ðàáîòó [142℄).Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî Áåðåçèí ¾ïðîðâàëñÿ¿ è ¾íà ñîöèàëüíîì �ðîíòå¿ òîæå,è ê 1980ã êîí�ëèêò ïîäõîäèë ê åñòåñòâåííîìó èñ÷åðïàíèþ.36Êîí�ëèêò âûäàþùåéñÿ ëè÷íîñòè ñ îêðóæåíèåì � íå òàêîå óæðåäêîå ÿâëåíèå. Â èñòîðèè ðóññêîé ìàòåìàòèêè áûëà íåïðîñòàÿ ñóäüáà



18 Âåðíåìñÿ ê ñåãîäíÿøíåìó êðèçèñó. Â íåì ñûãðàëè ñâîþ ðîëü èíåêîòîðûå ñòàðûå ¾èäåîëîãè÷åñêèå óñòàíîâêè¿. Ìû âîñïðèíèìàåììàòåìàòèêó êàê îáúåäèíåíèå ¾òåîðèé¿. Êàæäàÿ òåîðèÿ íàïðàâëåíàíà îïèñàíèå ïîäîò÷åòíîé åé ìåñòíîñòè. ×åëîâåêó, ðåøèâøåìó êóäà-ëèáî ïðîãóëÿòüñÿ, ïðåäëàãàåòñÿ ¾âûó÷èòü òåîðèþ¿. Íî ýòà ¾òåîðèÿ¿ åñòüëèøü ÷åëîâå÷åñêîå òâîðåíèå, êîòîðîå (äàæå â ¾äîñîöèîöåíòðè÷åñêóþýïîõó¿) ñîçäàâàëîñü ëèøü äëÿ óäîáñòâà ëþäåé, â äàííîé ìåñòíîñòèñèäÿùèõ.Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ, êîòîðûìè íûíåøíèå ëþäè ïûòàþòñÿâîññòàíîâèòü îáùåìàòåìàòè÷åñêóþ êàðòèíó � ñîçäàíèå æàíðà ¾êîìàíäíûõâûñîò¿. Èõ îïèñàíèå äîëæíî äåëàòüñÿ íà îáùå÷åëîâå÷åñêîì (îáùåìàòåìàòè÷åñêîì)ÿçûêå, è ñàìè ¾âûñîòû¿ (âûñîòû, à íå íèçèíû) êàæäîé ¾òåîðèè¿ äîëæíûáûòü äîñòóïíû äëÿ âíåøíåãî ïîíèìàíèÿ.Âîçâðàùàþñü ê êíèãå Áåðåçèíà. Â ìàòåìàòèêå îíà ïîâëåêëà çàñîáîé äâà êðóïíûõ ¾âîäîâîðîòà¿� ¾áåñêîíå÷íîìåðíûå ãðóïïû¿ è¾ñóïåðàíàëèç¿ � à òàêæå è èíûå ïîñëåäñòâèÿ, î êîòîðûõ îò÷àñòèóïîìèíàëîñü âûøå. Êàê ÿ âûøå îòìå÷àë, îíà íå ÿâëÿëàñü îáðàçöîìïîíÿòíî íàïèñàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé êíèãè. Ýòî áûëî âûíóæäåíîåå âûñîêîé îðèãèíàëüíîñòüþ â ìîìåíò åå ñîçäàíèÿ, è óñóãóáëåíîïîáî÷íûìè ïðîáëåìàìè. Íî ñëîæíîé êíèãîé â ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèèýòîãî îíà íå áûëà. Êðîìå òîãî, òàêîãî ðîäà íåäîñòàòêè êíèã íå�àòàëüíû, îíè, î÷åâèäíî, ìîãóò áûòü èñïðàâëåíû â ¾ñëåäóþùåìïîêîëåíèè¿ ëèòåðàòóðû.Ñ äðóãîé ñòîðîíû â òîãäàøíåé òåîðåòèêî-ïîëåâîé �èçèêå îíà,ïî-âèäèìîìó, ñûãðàëà ðîëü íå òîëüêî ¾ïëàöäàðìà äëÿ áóäóùåãîíàñòóïëåíèÿ¿, íî è ¾âëèÿòåëüíîãî¿ óïðîùàþùåãî òåêñòà (ñì. öèòàòóèç Óàéòìàíà âûøå).Íó è, íàêîíåö, êíèãà Áåðåçèíà � èíòåðåñíûé îáðàçåö ¾íåòåîðåòè÷åñêîé¿ êíèãè.Â íåé íå áûëî íèêàêèõ îáùèõ ïîñòðîåíèé, à ïðîñòî îïèñûâàëèñüäâå êîíêðåòíûå ¾êîìàíäíûõ âûñîòû¿.37Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî (ñì. [82℄); íå ñòîëü ÿðêèé è ìåíåå èçâåñòíûé ñëó÷àé� Ô. Ý. Ìîëèí (ñì. [92℄). Ïîñëåäíèé ñòîëêíóëñÿ ñ îáñòðóêöèåé â ñâÿçè ñçàíÿòèÿìè íå ñóùåñòâîâàâøèìè (è âîçíèêøèìè íå áåç åãî ó÷àñòèÿ) òåîðèåéïðåäñòàâëåíèé è òåîðèåé àññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Ìíå ëè÷íî êàæåòñÿ, ÷òî ýòèêîí�ëèêòû èìåëè ìåíåå æåñòêèå �îðìû.Êîñíóâøèñü äàííîé òåìû, îñòàâèì åå, è, êàê Âàñèëèé Ò�åðêèí, âåðíåìñÿ ñòîãî ñâåòà, [123℄.37Ñ ïðîáëåìîé ¾òåîðåòè÷íîñòè/íåòåîðåòè÷íîñòè¿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèéáåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï ñòîëêíóëàñü ñëåäóþùàÿ ¾âîëíà¿ èññëåäîâàòåëåé(À. À. Êèðèëëîâ, È. Ì. �åëü�àíä, Ì. È. �ðàåâ, À. Ì. Âåðøèê, �. Ñ. Èñìàãèëîâ)â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ. Íà÷èíàòü ðàññóæäåíèå ñëîâàìè ¾âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþãðóïïó Ëè¿ ìîæíî. Íî ïîñëå ñëîâ ¾âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ áåñêîíå÷íîìåðíóþãðóïïó¿ ñëîâî ¾òîãäà¿ ïîâèñàåò â âîçäóõå (äàëüøå ñêàçàòü íè÷åãî íåëüçÿ,êàê íè óòî÷íÿé îïðåäåëåíèå). Ìîæíî ñêàçàòü, ¾âîçüìåì ãðóïïó ïåòåëü¿ èëè¾âîçüìåì (G;K)-ïàðó Îëüøàíñêîãî¿ (íî è òå è äðóãèå, ïî-ñóùåñòâó, ÿâëÿþòñÿýëåìåíòàìè ñïèñêîâ). Âîîáùå ãîâîðÿ (íî íå âñåãäà), ðèñêîâàíà �ðàçà ¾âîçüìåìïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òàêîé-òî (íàçâàííîé) ãðóïïû G¿. Âîçìîæíîñòè



1. ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÛÅ ��ÓÏÏÛ. 1965 19Íåò, àâòîð ñ Ôåëèêñîì Àëåêñàíäðîâè÷åì çíàêîì íå áûë. Âåñíîé80 ãîäà ÿ � ñòóäåíò-ïÿòèêóðñíèê � ñèäåë íà ïîñëåäíåé ïàðòå íàñïåöêóðñå ïî ¾êâàíòîâîé ìåõàíèêå¿. Â èþíå 80 ãîäà ÿ çàøåë íàêà�åäðó ÒÔÔÀ38, ÷òîáû çàäàòü Áåðåçèíó îäèí ìàòåìàòè÷åñêèéâîïðîñ. Ñåêðåòàðøà ñêàçàëà, ÷òî îí äâà äíÿ íàçàä óåõàë è áóäåòëèøü â ñåíòÿáðå... Â íîÿáðå, ðàçãëÿäûâàÿ ñòàòüþ ñ ¾�èçè÷åñêîéàáðàêàäàáðîé¿, ÿ ñîîáðàçèë, ÷òî (èí�èíèòåçèìàëüíûì) êâàäðàòè÷íûìîïåðàòîðàì Âèðàñîðî ñîîòâåòñòâóþò ãðóïïîâûå îïåðàòîðû è ÷òîñàìè �îðìóëû Âèðàñîðî äå�îðìèðóþòñÿ. 39ñêàçàòü ¾òîãäà¿ îïÿòü ìîæåò íå îêàçàòüñÿ. Â 70-80õ ãîäàõ ïîñòåïåííîâûðàáàòûâàëèñü ïîäõîäû ê ïðåîäîëåíèþ ýòèõ êàæóùèõñÿ ñòðàííîñòåé.Îêàçàëîñü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï îáðàçóþò âïîëíåñâÿçíóþ êàðòèíó, ÷òî îäíè è òå æå ìåòîäû è ÿâëåíèÿ ñâÿçàíû ñ âíåøíåñîâåðøåííî ðàçíûìè ãðóïïàìè, ÷òî ðàçíûå êëàññû ãðóïï íàïðÿìóþ ñâÿçàíûìåæäó ñîáîé è ðàññìàòðèâàòü èõ åñòåñòâåííåå âìåñòå. Íî ýòà îáúåêòèâíîñâÿçíàÿ êàðòèíà ¾îðãàíèçîâàíà¿ íå êàê ¾àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ¿ â äóõåÍ. Áóðáàêè. Ñîîòâåòñòâåííî è ¾âõîä¿ â ïðåäñòàâëåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõãðóïï ìîã áûòü ëèøü íåòåîðåòè÷åñêèì (ò.å. îñíîâàííûì íà ïîïûòêå ðåøèòüóäà÷íî óãàäàííóþ êîíêðåòíóþ çàäà÷ó). Êàê ìû óæå îáñóæäàëè, ðîâíî òàê ýòîè ïðîèçîøëî.Ëþáîïûòíî, ÷òî â Ñîâåòñêîé øêîëå êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðåäñòàâëåíèéïåðåïëåòàëèñü äâå òåíäåíöèè, ¾íåòåîðåòè÷åñêàÿ¿ è ¾òåîðåòè÷åñêàÿ¿,ðîäîíà÷àëüíèêàìè êîòîðûõ áûëè, êàê ìíå êàæåòñÿ, È. Ì. �åëü�àíä èÌ. À. Íàéìàðê, ñ îäíîé ñòîðîíû (êîãäà ñòàâêà äåëàëàñü íà íàïèñàíèåïîíÿòíûõ è ïðèãîäíûõ äëÿ ÷òåíèÿ òåêñòîâ, ðàáîòå â ïî âîçìîæíîñòèêîíêðåòèçèðîâàííûõ ñèòóàöèÿõ è äåéñòâèÿõ ïî àíàëîãèè), è Å. Á. Äûíêèí(ñ ðàçðàáîòêîé îáùèõ ïîäõîäîâ è óíè�èöèðóþùåé òåõíèêè) ñ äðóãîé. Íîòåíäåíöèè äåéñòâèòåëüíî ïåðåïëåòàëèñü, òå æå ¾îñíîâàòåëè¿ ìîãëè èíîãäàâûñòóïàòü è â ïðîòèâîïîëîæíîì êà÷åñòâå, íèêàêîãî ¾ïðîòèâîðå÷èÿ¿ â ýòîìíåò.Êñòàòè, â 1964ã ïðîèçîøåë åùå îäèí ¾âõîä¿ â ïðåäñòàâëåíèÿáåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï, à èìåííî ïîÿâèëàñü ðàáîòà Ýëüìàðà Òîìà,îïèñûâàâøàÿ âñå öåíòðàëüíûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå �óíêöèè íàáåñêîíå÷íîé ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå (ò. å., ¾çàõîä¿ òîæå ¾íå òåîðåòè÷åñêèé¿).Âïîñëåäñòâèè ýòà òåîðåìà îêàçàëàñü âàæíîé è ñàìà ïî ñåáå, è êàê ïðåäìåò äëÿïîäðàæàíèÿ (
ì. [128℄, [129℄, [28℄). Êàæåòñÿ, ïåðâîé ñåðüåçíîé ðåàêöèåé íà íååáûëè ðàáîòû Ñ. Ñòðàòèëû è Ä. Âîéêóëåñêó 1975-1976ãã, ñì. [131℄.38Òåîðèè �óíêöèé è �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.39Òàê ñëó÷èëîñü, ÷òî ìíîãî ïîçæå [97℄ ÿ îêàçàëñÿ¾ïðîäîëæàòåëåì¿ âûøåóïîìÿíóòîé çàìåòêè [19℄ 1978 ãîäà. Ýòî çàáàâíîñ òî÷êè çðåíèÿ âîïðîñà î ¾íå÷åòêèõ çàâèñèìîñòÿõ¿, îáñóæäàâøåìñÿ âûøå.Íà ñþæåò çàìåòêè [19℄ âòîðè÷íî ¾âûøëè¿ �.È.Îëüøàíñêèé è ÿ â 1984,ðåàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ Áåðåçèíûì ó íàñ íå áûëî (íî çàâèñèìîñòü îòñòàòüè Áåðåçèíà [18℄ áûëà ïðÿìàÿ), âíåøíå âñå âûãëÿäåëî íå ïîõîæå; òàê÷òî ìû äàæå íå çàìåòèëè áëèçîñòè ýòèõ ðàáîò. Â 1995 ãîäó ìû íàêîíåöñîáðàëèñü ýòó ðàáîòó ¾ïî-÷åëîâå÷åñêè¿ íàïèñàòü, è â ïðîöåññå ýòîãî ÿâåðíóëñÿ ê äàííîìó ïðåäìåòó. ß ïðîäâèíóëñÿ íàñêîëüêî ìîã, íî äàëüíèå öåëèâûãëÿäåëè íåäîñòèæèìûìè. Ýòî áûëà ¾ðàçâèëêà¿, è ÿ íàâåðíÿêà ïîøåë áûâ äðóãóþ ñòîðîíó.. Íî Â. Ô. Ìîë÷àíîâ ñêàçàë ìíå, ÷òî Áåðåçèí ¾ïîñ÷èòàë�îðìóëó Ïëàíøåðåëÿ¿ â òàêîé-òî è òàêîé-òî ñèòóàöèè. ß ïîíÿë èç ýòîãî, ÷òîíåêîòîðûé èíòåãðàë ñ÷èòàåòñÿ, è, ñîáñòâåííî, �àêò âû÷èñëèìîñòè èíòåãðàëà



20 2. ¾�ðóïïà àâòîìîð�èçìîâ êàíîíè÷åñêèõêîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé¿Çäåñü îïèñûâàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ Áåðåçèíà äëÿ ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâêàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé. ß íå ïðèâîæó äîêàçàòåëüñòâ,íî ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ýòîò ðàçäåë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàáîðóïðàæíåíèé ïî �óíöèîíàëüíîìó àíàëèçó.2.1. Áîçîííîå ïðîñòðàíñòâî Ôîêà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîìñòåïåíåé ñâîáîäû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �(z) ìåðó Ëåáåãà íà C n ,íîðìèðîâàííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîìd�(z) = ��nY dxj dyj; ãäå xj = Re zj, yj = Im zj:Áîçîííîå ïðîñòðàíñòâî Ôîêà Fn ýòî ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîð�íûõ�óíêöèé f(z) íà C n , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþZCn jf(z)j2e�jzj2 d�(z) <1:Ââåäåì â Fn ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî �îðìóëåhf; gi = ZCn f(z)g(z)e�jzj2 d�(z):2.1.1. Ïðåäëîæåíèå. Ôóíêöèè âèäàzk := zk11 : : : zknn ;ãäå kj = 0, 1, 2, . . . , îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â Fn, ïðè÷åìkzk11 : : : zknn k2 = k1! : : : kn!::2.1.2. Òåîðåìà. Ïðîñòðàíñòâî Fn ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì(ò.å, îíî ïîëíî). Èíûìè ñëîâàìè, ïåðåñå÷åíèå ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîð�íûõ�óíêöèé ñ L2 çàìêíóòî â L2.2.2. Ïðèìåð. �àóññîâû âåêòîðû. Âîçüìåì �óíêöèþbT (z) := expn12zTztoãäå T � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.2.2.3. Íàáëþäåíèå. Âåêòîð bT ñîäåðæèòñÿ â Fn òîãäà èòîëüêî òîãäà êîãäà kTk < 1Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå äàåòhbT ;bSi = deth(1� TS�)�1=2i;(à íå îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìóëà) áûë äëÿ ìåíÿ ðåøàþùåé èí�îðìàöèåé. Ìåíÿïðè ýòîì ïîçàáàâèëî íàëè÷èå ñòàðûõ ÷åëîâå÷åñêèõ ñëåäîâ â äàííîé ìåñòíîñòè.Ñ òî÷êè çðåíèÿ lawyer'à ìîè ïîñëåäóþùèå ñòàòüè ïî ¾ÿäðàìÁåðåçèíà¿ îò Áåðåçèíà íå çàâèñèëè. Íî íåïîíÿòíî, ÷òî ìîæåò çíà÷èòüñëîâî ¾íåçàâèñèìîñòü¿, êîãäà âñå ìîæåò ðåøàòü îáðûâîê �ðàçû (â èíûõñèòóàöèÿõ ÿ ýòî ìíîãî ðàç íàáëþäàë è íà ñåáå, è íà äðóãèõ).



2. ¾��ÓÏÏÀ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÌÌÓÒÀÖÈÎÍÍÛÕ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÉ¿21ïîýòîìó(2.1) kbTk = det(1� TT �)�1=42.3. Òàê íàçûâàåìûå ¾êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ¿. Äëÿ a 2C n îïðåäåëèì �óíêöèþ'a(z) := exp�Xj zjaj	:2.3.4. Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f 2 Fn âûïîëíåíî ñëåäóþùåå¾âîñïðîèçâîäÿùåå ñâîéñòâî¿(2.2) f(a) = hf; 'ai:Â ÷àñòíîñòè,h'a; 'bi = exp�X bjaj	 = 'a(b) = 'b(a)::2.4. Êàê çàïèñûâàòü îïåðàòîðû?2.4.5. Òåîðåìà. Ëþáîé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A â ïðîñòðàíñòâåFn ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå(2.3) Af(z) = ZCn K(z; u) f(u) e�juj2 d�(u);ãäå K(z; u) � �óíêöèÿ, ãîëîìîð�íàÿ ïî z è àíòèãîëîìîð�íàÿ ïî u.Áîëåå òîãî, ýòîò èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ äëÿâñåõ f 2 Fn.Èíûìè ñëîâàìè, ëþáîé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð â Fn ÿâëÿåòñÿèíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì â áóêâàëüíîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà.Äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà A îáîçíà÷èì ÷åðåç 
kl åãî ìàòðè÷íûåêîý��èöèåíòû â ñòàíäàðòíîì áàçèñå
kl := hAzk; zli::Òîãäà ÿäðî K çàïèñûâàåòñÿ â âèäåK(z; u) =Xkl 
klzkk! ull! :Ïîñëå ýòîãî òåîðåìà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ (õîòÿ ¾ïåðåñòàíîâêà¿íåñîáñòâííîãîèíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà òðåáóåò îïðåäåëåííîãî îáîñíîâàíèÿ).Âîçìîæíà äðóãàÿ òî÷êà çðåíèÿ, à, èìåííî, ÿäðî ìîæåò áûòüòàêæå çàïèñàíî �îðìóëîé(2.4) K(a; b) = hA'b; 'ai = A'b(a)::Òåïåðü ìû ïîëó÷àåì îáúÿñíåíèå ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (2.3). Â ñàìîìäåëå,(2.5) ZCn K(z; u) f(u) e�juj2 d�(u) = hf; A'zi;



22ò.å., íàø èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì �óíêöèé f ,A'z 2 Fn, à ïîòîìó îí ñõîäèòñÿ (â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðàA, ìû èìååì 'z 2 Fn.2.5. Êàê ïåðåìíîæàòü îïåðàòîðû? Ïóñòü A, B � îïåðàòîðûâ Fn, ïóñòü K, L èõ ÿäðà,Af(z) = ZCn K(z; u) f(u) e�juj2du du;Bf(u) = ZCn L(u; w) f(w) e�jwj2dw dw::Òîãäà ÿäðî M èõ ïðîèçâåäåíèÿ AB âû÷èñëÿåòñÿ ïî îáû÷íîé�îðìóëå(2.6) M(z; w) = ZCn K(z; u)L(u; w) e�juj2 d�(u)::Ýòî ïîíÿòíî, íî âñòàåò âîïðîñ î ïåðåñòàíîâêå ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿè ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà. Îò ýòîãî âîïðîñà ìîæíî óéòè, çàìåòèâ,÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë (2.6) îïÿòü ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì�óíêöèé L(u; w) = B�'w(u); K(z; u) = A'z(u);à ïîýòîìó èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.2.6. Âåùåñòâåííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà. Âåùåñòâåííàÿñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà Sp(2n;R) åñòü ãðóïïà âåùåñòâåííûõ (n +n)� (n+ n)-ìàòðèö h = �a b
 d�,óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ(2.7) h� 0 1�1 0�ht = � 0 1�1 0�(çíàê t îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå). Èíûìè ñëîâàìè, ýòè ìàòðèöûñîõðàíÿþò êîñîñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ �îðìó f�; �g â Rn � Rnñ ìàòðèöåé � 0 1�1 0�.Íàì óäîáíî ïåðåéòè ê êîìïëåêñíîé ðåàëèçàöèè äàííîé ãðóïïû,à èìåííî âìåñòî ìàòðèöû h ðàññìîòðåòü(2.8) JhJ�1; ãäå J := 1p2 �1 ii 1� :Ìû ïîëó÷èì ãðóïïó ìàòðèö, èìåþùèõ áëî÷íóþ ñòðóêòóðó(2.9) g = �� 		 �� ;ãäå ÷åðòà îáîçíà÷àåò ïîýëåìåíòíîå êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.



2. ¾��ÓÏÏÀ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÌÌÓÒÀÖÈÎÍÍÛÕ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÉ¿23Îíè, ïî-ïðåæíåìó, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñèìïëåêòè÷íîñòè (2.7),ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè óäîâëåòâîðÿþò òàêæå è óñëîâèþ(2.10) g�1 00 �1� g� = �1 00 �1� ::Äëÿ ÷èòàòåëÿ, íåìíîãî çíàêîìîãî ñ âåùåñòâåííûìè êëàññè÷åñêèìèãðóïïàìè, çàìå÷ó, ÷òîSp(2n;R) == U(n; n)\Sp(2n; C ) = U(n; n)\GL(2n;R) = Sp(2n; C )\GL(2n;R):2.7. Ôîðìóëà Áåðåçèíà. ¾Ïðåäñòàâëåíèå Âåéëÿ¿.Ïî ñèìïëåêòè÷åñêîéìàòðèöå (2.9) ìû îïðåäåëèì îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà Fn ïî�îðìóëå(2.11) W �� 		 �� f(z) == ZCn expn12 �z u��	��1 �t�1��1 ���1	��ztut�o f(u) e�juj2 du du::Çäåñü z, u � ìàòðèöû-ñòðîêè,z = �z1 : : : zn� ; u = �u1 : : : un� ::Ñîîòâåòñòâåííî â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ñòîèò êâàäðàòè÷íîå âûðàæåíèåîò z, u.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî � âñåãäà îáðàòèì, ýòî ëåãêî âûâîäèòñÿ èç(2.10).2.7.6. Òåîðåìà. a) Îïåðàòîðû W (�) óíèòàðíû ñ òî÷íîñòüþäî ñêàëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ, òî÷íåå óíèòàðíû îïåðàòîðûdet(���)�1=4W �� 		 �� ::a) ÎïåðàòîðûW (�) îáðàçóþò ïðîåêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïûSp(2n;R), òî÷íåå(2.12) W ��1 	1	1 �1�W ��2 	2	2 �2� == det(1 + ��11 	1	2��12 )�1=2W ��1 	1	1 �1� � ��2 	2	2 �2�!::Êîëü ñêîðî òåîðåìà ñ�îðìóëèðîâàíà, îíà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ "âëîá"ïåðåìíîæåíèåì îïåðàòîðîâ.2.8. Öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. ÏóñòüG � íåêîòîðàÿ ãðóïïà,A � àáåëåâà ãðóïïà. Ïîïðîáóåì ââåñòè íà ìíîæåñòâåG�A ãðóïïîâîéçàêîí ïî �îðìóëå(g1; a1) Æ (g2; a2) = �g1g2; a1 � a2 � 
(g1; g2)�;



24ãäå 
 � �óíêöèÿG�G! A. ×òîáû ýòî óìíîæåíèå áûëî àññîöèàòèâíî,íóæíî âûïîëíåíèå òîæäåñòâà(2.13) 
(g1; g2) � 
(g1g2; g3) = 
(g1; g2g3) � 
(g2; g3)::Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ãðóïïà íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûìðàñøèðåíèåì ãðóïïû G, à �óíêöèÿ 
(�; �), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (2.13)2-êîöèêëîì (ïîäðîáíåå ñì.[73℄).Íàïðèìåð, �óíêöèÿ40
 : Sp(2n;R) � Sp(2n;R) ! C � ;çàäàííàÿ �îðìóëîé(2.14) 
(g1; g2) = det(1 + ��11 	1	2��12 )�1=2(îíà ïîÿâëÿëàñü âûøå â �îðìóëå (2.12) ÿâëÿåòñÿ 2-êîöèêëîì. Òîíêîñòü�îðìóëû ñîñòîèò â òîì, ÷òîk��11 	1k < 1; k	2��12 k < 1::Ýòî íåñëîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ (2.10). Ñëåäîâàòåëüíî,k��11 	1	2��12 k < 1;ïîýòîìó ìû ìîæåì èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü â (2.14), ðàçëàãàÿâ ñòåïåííîé ðÿä, (1 + A)�1=2 := 1� A2 + A28 � : : : ;à çàòåì óæå ïîñ÷èòàòü îïðåäåëèòåëü.41Îòìå÷ó, ÷òî (2.14) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå
(g1; g2) = det���11 �3��12 ��1=2;ãäå �3 � ñîîòâåòñòâóþùèé áëîê ìàòðèöû g3 := g1g2. Â òàêîé �îðìåòîæäåñòâî (2.13) ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì. Â ñàìîì äåëå, äëÿ g1, g2,ëåæàùèõ âáëèçè åäèíèöû, ìû ìîæåì çàïèñàòüdet���11 �3��12 ��1=2 = det�1=21 � det ��1=23 � det �1=22Äàëåå â (2.13) âñå ñîìíîæèòåëè ñîêðàùàþòñÿ.×òîáû ¾óéòè¿èç îêðåñòíîñòè åäèíèöû, ìû ññûëàåìñÿ íà àíàëèòè÷åñêîåïðîäîëæåíèå.Çàìå÷àíèå. Â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå [18℄ åñòåñòâåííî íàïèñàòüñëåäóþùèé ¾àääèòèâíûé¿ êîöèêë (ò.å., ãðóïïà A èç îïðåäåëåíèÿòåïåðü ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé C )
�(g1; g2) = tr ln���11 �3��12 �40Íèæå C � îáîçíà÷àåò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.41Åñëè æå ìû ñíà÷àëà ïîñ÷èòàåì îïðåäåëèòåëü, òî ìû íå ñìîæåì âûáðàòüïðàâèëüíûé çíàê ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ.



2. ¾��ÓÏÏÀ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÌÌÓÒÀÖÈÎÍÍÛÕ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÉ¿25Òîãäà íàø ïðåæíèé ¾ìóëèòèïëèêàòèâåûé¿ êîöèêë 
 âûðàæàåòñÿ÷åðåç 
� ïî �îðìóëå
(g1; g2) = expn�12
�(g1; g2)o2.9. Ïðîñòðàíñòâî Ôîêà. Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè n!1.�àññìîòðèì âëîæåíèå Jn : Fn ! Fn+1, êîòîðîå êàæäîé �óíêöèèf(z1; : : : ; zn)ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åå ñàìóJnf(z1; : : : ; zn; zn+1) = f(z1; : : : ; zn)::2.9.7. Ïðåäëîæåíèå. Âëîæåíèå Fn ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó âëîæåíèé� � � ! Fn�1 ! Fn ! Fn+1 ! : : : ;ðàññìîòðåòü îáúåäèíåíèå âñåõ ïðîñòðàíñòâ Fn è ïîïîëíèòü åãî.Ïîëó÷åííîå òàêèì ñïîñîáîì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî F1 è åñòüïðîñòðàíñòâî Ôîêà.Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � ñäåëàòü ïðîñòðàíñòâî F1¾îñÿçàåìûì¿.Ìû ïîäîéäåì ê ýòîìó âîïðîñó ñ äâóõ ñòîðîí.Îáîçíà÷èì ÷åðåç k ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòük := (k1; k2; k3; : : : );ãäå ki-íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì kj = 0 ïðè äîñòàòî÷íîáîëüøèõ j. Îáîçíà÷èì ÷åðåç zk îäíî÷ëåízk :=Yi zkii :Êàæäûé òàêîé îäíî÷ëåí ëåæèò â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå Fn, àïîýòîìó è â F1, ñîäåðæàùåì âñå Fn.Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîðû zk îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé(íåíîðìèðîâàííûé) áàçèñ â F1. Ñîîòâåòñòâåííî ëþáîé âåêòîð h 2F1 ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ýòîìó áàçèñó(2.15) h =Xk 
kzk2.9.8. Ïðåäëîæåíèå. �ÿä (2.15) ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ z 2 `2.Áîëåå òîãî, îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì øàðåêîíå÷íîãî ðàäèóñà â `2Òî åñòü, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî F1 ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíîêàê ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëàïåðåìåííûõ.×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ýòî, âçãëÿíåì íà âîïðîñ ñ äðóãîé ñòîðîíû.�àññìîòðèì âåêòîð a = (a1; a2; : : : ) èç ïðîñòðàíñòâà `2 (ò.å.,P jajj2 <1). Îáîçíà÷èì a[N ℄ := (a1; : : : ; aN) 2 C N . �àññìîòðèì âåêòîðû'a[N℄ 2 FN ::



26Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíäàìåíòàëüíà â F1,à ïîýòîìó ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó 'a 2 F1. Òåïåðü äëÿïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà h 2 F1 îïðåäåëèì �óíêöèþ íà `2 ïî �îðìóëåfh(z) = hh; 'ziF1::Ýòà �óíêöèÿ è åñòü ñóììà ðÿäà (2.15).2.9.9. Íàáëþäåíèå. Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèè èçïðîñòðàíñòâà F1 êàê ¾ãîëîìîð�íûå¿ �óíêöèè íà `2. Âîñïðîèçâîäÿùååñâîéñòâî (2.2) îñòàåòñÿ â ñèëå.2.10. Ïðèìåð. �àóññîâû âåêòîðû.2.10.10. Ïðåäëîæåíèå. ÔóíêöèÿbT (z) := exp�12zTzt	ñîäåðæèòñÿ â F1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà kTk < 1 è T �îïåðàòîð �èëüáåðòà�Øìèäòà.Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿîïåðàòîðîì �èëüáåðòà�Øìèäòà, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèìýêâèâàëåíòíûì óñëîâèÿì� 
óììà êâàäðàòîâ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñõîäèòñÿ, P jaijj2 <1; � A êîìïàêòåí è ñóììà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë A�A ñõîäèòñÿ.×òîáû ïðîâåðèòü ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü�îðìóëó (2.1) è, åñëè íóæíî, ïîñìîòðåòü ó÷åáíèê �óíêöèîíàëüíîãîàíàëèçà.2.11. Êàê òåïåðü ðàáîòàòü ñ îïåðàòîðàìè? Òàê æå. Îáèíòåãðàëàõ â �îðìóëàõ (2.6), (2.5) ïðîùå çàáûòü42 è ïîíèìàòü èõêàê ñèìâîëû. ßäðî îïåðàòîðà ââîäèòñÿ òåïåðü êàê (2.4). Ôîðìóëû(2.6) è (2.5) ïîíèìàþòñÿ êàê ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ.2.12. ¾�ðóïïà àâòîìîð�èçìîâ êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõñîîòíîøåíèé¿ SpU. Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � ïîñòðîèòü àíàëîãïðåäñòàâëåíèÿ Âåéëÿ.Òåïåðü ìû ðàññìàòðèâàåì ìàòðèöû ðàçìåðà (1+1)�(1+1),èìåþùèõ áëî÷íóþ ñòðóêòóðó g = �� 		 �� êîòîðûå îãðàíè÷åíû èîáðàòèìû â îáû÷íîì ñìûñëå (êàê îïåðàòîðû â `2�`2), óäîâëåòâîðÿþòòîìó æå ñîîòíîøåíèþ ñèìïëåêòè÷íîñòè (2.7). Íî òàêàÿ ãðóïïà ñëèøêîìâåëèêà, ïðåäñòàâëåíèå Âåéëÿ íà íåé íå îïðåäåëåíî, è âîîáùå óíèòàðíûõïðåäñòàâëåíèé ó íåå íåò.Ìû ðàññìîòðèì ìåíüøóþ ãðóïïó SpU(1) ìàòðèö òîãî æå âèäà,óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ� áëîê 	 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì �èëüáåðòà�Øìèäòà.42Õîòÿ èõ ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàñòîÿùèå èíòåãðàëû.



2. ¾��ÓÏÏÀ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÌÌÓÒÀÖÈÎÍÍÛÕ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÉ¿272.13. Ôîðìóëà Áåðåçèíà åùå ðàç. Íà ãðóïïå SpU ìû îïðåäåëèìïðåäñòàâëåíèå Âåéëÿ òîé æå �îðìóëîé, ÷òî è âûøå.2.13.11. Òåîðåìà. Òåîðåìà 2.7.6 îñòàåòñÿ â ñèëå.Äëÿ ýòîãî íóæíî âû÷èñëèòü ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ãàóññîâûõâåêòîðîâ. Ýòî õîðîøåå óïðàæíåíèå ïî �óíêöèîíàëüíîìó àíàëèçóäëÿ òðåòüåãî êóðñà.2.14. Çà÷åì íóæíî ãèëüáåðò�øìèäòîâñêîå óñëîâèå.Íóæíîïîñìîòðåòü íà �îðìóëó, çàäàþùóþ ïðåäñòàâëåíèå Âåéëÿ è èíòåðïðåòàöèþèíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ â âèäå (2.5). ÏóñòüK(z; u) � ÿäðî îãðàíè÷åííîãîèíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Òîãäà �óíêöèÿK(z; u) ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîìz äîëæíà áûòü ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà F1. Â íàøåì ñëó÷àå âñåòàêèå �óíêöèè èìåþò âèäexp��12u��1	ut + uat	Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ��1	 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì �èëüáåðòà�Øìèäòà,à äàëüøå èç óñëîâèÿ (2.10) ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî 	 � òîæå îïåðàòîð�èëüáåðòà�Øìèäòà.2.15. Ïî÷åìó F1 � ïðîñòðàíñòâî Ôîêà? ß íàäåþñü, ÷òîâñå ñêàçàííîå î÷åíü ïðîñòî, íî ïðîñòîòà îáìàí÷èâà, ïîòîìó ÷òîïîä íåå âñå áûëî "ïîäîãíàíî". Îòìå÷ó, ÷òî ñ íàó÷íî-èñòîðè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ ýòî áûë ñòðàííûé ñëó÷àé, êîãäà ñíà÷àëà ïîÿâèëèñüáåñêîíå÷íîìåðíûå êîíñòðóêöèè, à ïîòîì ñòàëî ÿñíî, ÷òî îíè ñîäåðæàòåëüíûè â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå òîæå.43;44Ïðîñòðàíñòâî Ôîêà èçíà÷àëüíî îïðåäåëÿëîñü èì ñàìèì êàê ïðÿìàÿñóììà âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ ñòåïåíåé Sm(H) íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâàïðîñòðàíñòâà H. F(H) :=Mm>0 Sm(H)Â îáñóæäàåìîé íàìè ìîäåëè ïðîñòðàíñòâî Sm ïðîñòî ñîñòîèò èçîäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m. Ò.å. íàøå ïðîñòðàíñòâî F1äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Ôîêà.Èíòåðåñíî, ÷òî îáñóæäàåìàÿ ãîëîìîð�íàÿ ìîäåëü ïðè âñåé ååïðîñòîòå áûëà îáíàðóæåíà ëèøü ÷åðåç 30 ëåò ïîñëå ñòàòåé Â. À. Ôîêà.43Ïðèâåäåííûé âûøå ïîäõîä íå ïðîÿñíÿåò ïðîèñõîæäåíèå ñàìîé �îðìóëû(2.11), ïî ýòîìó ïîâîäó ïðîùå âñåãî ïîñìîòðåòü ñàìó êíèæêó. Íî óæåçíàÿ �îðìóëó Áåðåçèíà, ìîæíî ïîñìîòðåòü íà äåëî ïî-äðóãîìó è (êàêêîãäà-òî äàâíî ïðåäëîæèëè �. È. Îëüøàíñêèé è �. Õàó) ðàññìîòðåòüïîëóãðóïïó ïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ãàóññîâûìè ÿäðàìè, â êîòîðîéñîáñòâåííî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà ñîñòàâëÿåò íåáîëüøóþ ÷àñòü, ñì. [96℄,[107℄.44Åùå îäíî ëþáîïûòíîå îáñòîÿòåëüñòâî, âèäèìîå èçäàëåêà.Ïàðàáîëè÷åñêîå èíäóöèðîâàíèå íå ¾ðàáîòàåò¿ äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõêëàññè÷åñêèõ ãðóïï. Îáû÷íîå óíèòàðíîå èíäóöèðîâàííèå â äóõå Ìàêêè (ñì.[73℄) ïîëåçíî, íî åãî âîçìîæíîñòè îãðàíè÷åíû.



28 3. ¾�ðóïïà àâòîìîð�èçìîâ êàíîíè÷åñêèõàíòèêîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé¿Ýòîò ðàçäåë ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ óïðàæíåíèå ïî ëèíåéíîé àëãåáðå,ïîñòåïåííî ïåðåõîäÿùåé â �óíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Òåîðåìà 3.10.16(ñì. [96℄), îäíàêî, íå î÷åâèäíà (èëè ÿ íå óìåþ åå äåëàòü î÷åâèäíîé).Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ìû ïðåäïîëàãàåì íåêîòîðîå çíàêîìñòâî ñ ñóïåðìàòåìàòèêîé.3.1. �ðàññìàíîâà àëãåáðà. Ìû ðàññìàòðèâàåì àëãåáðó �n ñîáðàçóþùèìè �1, �2, . . . , �n è ñîîòíîøåíèÿìè�i�j = ��j�i:Â ÷àñòíîñòè, �2j = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî dim�n = 2n, à îäíî÷ëåíû(3.1) �i1 : : : �ik ; ãäå i1 < i2 < � � � < ik::îáðàçóþò áàçèñ â �n.Ìû ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â �n ïîëîæèâ, ÷òî ýòè îäíî÷ëåíûñîñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â �n.3.2. Èíòåãðàë Áåðåçèíà. Èíòåãðàë ÁåðåçèíàZ f(�) d� = Z f(�1; : : : ; �n) d�n d�n�1 : : : d�1îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíûé �óíêöèîíàë íà �n, çàäàííûé êàêZ �1�2 : : : �n d�1 d�2 : : : d�n = 1::Èíòåãðàë îò îñòàëüíûõ îäíî÷ëåíîâ (3.1) ðàâåí 0.3.3. Èíòåãðàë Áåðåçèíà ïî ãàóññîâîé ìåðå. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûéíàáîð àíòèêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ �1, . . . , �n,�i�j = ��j�i; �i�j = ��j�i::Ìû îáîçíà÷èì d� d� := d�1 d�1 : : : d�n d�n::Íàì èíòåðåñíû èíòåãðàëû âèäàZ f(�) g(�) e�P �j�j d� d�::Ëåãêî âèäåòü, ÷òîZ  Yi �ki�ki! e�P �j�j d� d� = 1::Èíòåãðàë îò îñòàëüíûõ ìîíîìîâ ðàâåí 0. Íàïðèìåð,Z �29�29�31�31 d� d� = 1; Z �29�29�31 d� d� = 03.4. Êàê ïèñàòü îïåðàòîðû? Ïóñòü �, � � åùå îäèí íàáîðàíòèêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ.



3. ¾��ÓÏÏÀ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÀÍÒÈÊÎÌÌÓÒÀÖÈÎÍÍÛÕ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÉ¿293.4.12. Íàáëþäåíèå. Ëþáîé îïåðàòîð A â �n ìîæåò áûòüçàïèñàí â âèäå Af(�) = Z K(�; �) f(�) e���td� d�::Ïðîñòî êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíàK(�; �) ÿâëÿþòñÿ ìàòðè÷íûìèýëåìåíòàìè îïåðàòîðà A â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.3.5. Îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà. Ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç O(2n; C )ãðóïïó êîìïëåêñíûõ (n+n)�(n+n)-ìàòðèö g = �A BC D�, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ(3.2) g�0 11 0� gt = �0 11 0� :×åðåç SO(2n; C ) ìû îáîçíà÷àåì ïîäãðóïïó â ãðóïïå O(2n; C ), ñîñòîÿùóþèç ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì ãðóïïóO(2n;R), êîòîðóþ ìû ðåàëèçóåì êàê ãðóïïó ìàòðèö âèäàg = � � 	�	 �� ;óäîâëåòâîðÿþùèõ òîìó æå óñëîâèþ (3.2).3.6. Ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SO(2n; C ). Äëÿ îðòîãîíàëüíîéìàòðèöû g = �A BC D� 2 SO(2n; C )ìû îïðåäåëèì îïåðàòîð â �n ïî �îðìóëåspin�A BC D� f(�) == Z expn12 �� ���BD�1 �Dt�1D�1 D�1C�����o f(�) e���t d� d�t::Ýòà �îðìóëà îïðåäåëåíà ëèøü íà îòêðûòîì ïëîòíîì ìíîæåñòâådetD 6= 0 â SO(2n; C ).453.6.13. Òåîðåìà. Îïåðàòîðû spin(g) îáðàçóþò ïðîåêòèâíîåïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SO(2n; C ). Òî÷íååspin(g1) spin(g2) = det(1 +D�11 C1B2D�12 )1=2spin(g1g2)::3.6.14. Òåîðåìà. Îïåðàòîðûgspin� � 	�	 �� := det(�)1=2 � spin� � 	�	 ��îáðàçóþò óíèòàðíîå ïðîåêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SO(2n;R).45Íà äðóãîé êîìïîíåíòå ãðóïïû O(2n; C ) áëîê D âñåãäà íå îáðàòèì. Âñèìïëåêòè÷åñêîì ñëó÷àå (ñì. âûøå), áëîê � îáðàòèì âñåãäà.



30 3.7. Ôåðìèîííîå ïðîñòðàíñòâî Ôîêà. Äâå òîïîëîãèè. �àññìîòðèìáåñêîíå÷íûé íàáîð ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ �1, �2, . . . . �àññìîòðèìëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì îäíî÷ëåíû(3.3) �i1�i2 : : : �ik ; ãäå i1 < i2 < � � � < ikîáðàçóþò áàçèñ.Îïðåäåëèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî �1 êàê ïðîñòðàíñòâî, âêîòîðîì îäíî÷ëåíû (3.3) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ýòîïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ �åðìèîííûì ïðîñòðàíñòâîì Ôîêà.×åðåç �k1 ìû îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî â �1, ïîðîæäåííîåáàçèñíûìè âåêòîðàìè (3.3) ñòåïåíè k. Ëþáîé âåêòîð f èç �1 ðàñêëàäûâàåòñÿâ ñóììó(3.4) f(�) = 1Xk=0 fk(�); ãäå fk 2 �k1::Ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç L1 ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâf 2 �1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþÄëÿ ëþáîãî C ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ A, òàêàÿ ÷òîkfkk 6 A�e�Ck::Ýòî ïðîñòðàíñòâî ñíàáæåíî ñåìåéñòâîì ïîëóíîðìjjjf jjjC := supk eCkkfkk::Âàæíûé (êàæåòñÿ, íå ñîâñåì î÷åâèäíûé) ïðèìåð �óíêöèè f 2L1, ýòî expnX aj�2j�2j+1o; ãäåX jajj2 <1::3.8. �ðóïïà àâòîìîð�èçìîâ êàíîíè÷åñêèõ àíòèêîììóòàöèîííûõñîîòíîøåíèé. Òåïåðü ìû õîòèì ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëîãñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïîëíóþ áåñêîíå÷íîìåðíóþ âåùåñòâåííóþîðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó. Îíà ñîñòîèò èç áëî÷íûõ ìàòðèö g ðàçìåðà(1+1)� (1+1), êîòîðûå� èìåþò ñòðóêòóðó g = � � 	�	 ��;� óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè (3.2);� îãðàíè÷åíû è îáðàòèìû â `2 � `2;Ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå íà ýòîé ãðóïïå íå îïðåäåëåíî.Ñíîâà (êàê è â áîçîííîì ñëó÷àå) ìû ðàññìîòðèì ìåíüøóþ ïîäãðóïïó,� îáîçíà÷èì åå ÷åðåç OU(1) � ñîñòîÿùóþ èç ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ	 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì �èëüáåðòà�Øìèäòà.3.9. Êîìïëåêñè�èêàöèÿ ãðóïïû OU(1).Êðîìå òîãî, ââåäåìáåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëîã êîìïëåêñíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû.



4. ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÒÅÎ�ÅÒÈÊÎ-Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍ×ÅÑÊÈÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈß 31Îáîçíà÷èì ÷åðåç OGL(1) ãðóïïó ìàòðèög = �A BC D� ;êîòîðûå îðòîãîíàëüíû â ñìûñëå (3.2), îãðàíè÷åííû è îáðàòèìû â`2 � `2 è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:� B, C � îïåðàòîðû �èëüáåðòà�Øìèäòà.3.10. Ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå.3.10.15. Òåîðåìà. Îïåðàòîðûgspin(g) := det(���)1=4spin(g)çàäàþò óíèòàðíîå ïðîåêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû OU(1) âãèëüáåðòîâîì �åðìèîííîì ïðîñòðàíñòâå Ôîêà �1.3.10.16. Òåîðåìà. Îïåðàòîðû spin(g) çàäàþò ïðîåêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèåãðóïïû OGL(1) â �åðìèîííîì ïîëèíîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâåÔîêà L1Çàìå÷àíèå. Ñòðîãî ãîâîðÿ, â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàøè �îðìóëûäàþò âîçìîæíîñòü çàäàòü ïðåäñòàâëåíèå ëèøü íà ñâÿçíîé êîìïîíåíòåãðóïïû. Ïðîäîëæåíèå æå íà âñþ ãðóïïó ñòîèò íåáîëüøèõ óñèëèé,íî ìíîãèõ ñëîâ.4. Íåêîòîðûå òåîðåòèêî-ïðåäñòàâëåí÷åñêèå ïðèëîæåíèÿÇäåñü ìû îáñóæäàåì íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Âåéëÿè áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñïðèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé.Âïðî÷åì, íàçûâàòü ëè ýòî ñëîâîì ¾òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé¿ èëèêàê-íèáóäü åùå � âîïðîñ âêóñîâîé. Íàïðèìåð, êîíñòðóêöèè ïï. 4.1è 4.3 âïîëíå ïîïóëÿðíû â ìàò�èçèêå, êîíñòðóêöèÿ 4.4 îò÷àñòèîòíîñèòñÿ ê òýòà-�óíêöèÿì è àâòîìîð�íûì �îðìàì, 4.5 � î÷åâèäíûéñóïåðàíàëèç, à 4.6 � ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êîí�îðìíûõ òåîðèé ïîëÿ.Â ïåðâûõ òðåõ ïóíêòàõ ìû òàêæå ïîêàæåì âàæíîñòü �èëüáåðò�Øìèäòîâñêîãî óñëîâèÿ, çà êîòîðîå ¾øëà áîðüáà¿ â 1959�65ãã4.1. Ïðèìåð ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâîêðóæíîñòè ñî ñòàðøèì âåñîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Di� ãðóïïóäè��åîìîð�èçìîâ îêðóæíîñòè, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ. Íàøàöåëü � âëîæèòü Di� â ãðóïïó SpU.�àññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâîH, ñîñòîÿùåå èç �óíêöèéf íà îêðóæíîñòè ñ íóëåâûì ñðåäíèì,Z 2�0 f(') d' = 0ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåìhf; gi = � 1� Z 2�0 ln���sin�'�  2 ����f(') g( ) d' d ::



32Ìîæåò, ïðèÿòíåå çàïèñàòü åãî â �îðìåhein'; eim'i = 1jnj � Æm;n::Äàëåå ìû ðàçáèâàåì íàøå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî â ïðÿìóþñóììó äâóõ, îäíî, H+, ñîñòîèò �óíêöèé Pk>0 
keik', ãîëîìîð�íîïðîäîëæèìûõ âíóòðü åäèíè÷íîãî êðóãà, à äðóãîå, H� � èç �óíêöèéPk>0 
keik', ãîëîìîð�íî ïðîäîëæèìûõ âî âíåøíîñòü åäèíè÷íîãîêðóãà.Íàêîíåö, ìû ââåäåì áèëèíåéíóþ êîñîñèììåòðè÷åñêóþ (ñèìïëåêòè÷åñêóþ)�îðìó íà H êàê�f; g	 = Z 2�0 f(') �Z '0 f( ) d � d'::Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñòðóêòóðó, îïèñàííóþ âûøå âï.2.12, à èìåííî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñíàáæåííîå êîñîñèììåòðè÷íîéáèëèíåéíîé �îðìîé è ðàçëîæåíèåì â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ.Ñîîòâåòñòâåííî, ìû èìååì è ãðóïïó SpU(H) ýòîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâàH. Ïóñòü q 2 Di� � äè��åîìîð�èçì îêðóæíîñòè. �àññìîòðèìîïåðàòîð T (q) â ïðîñòðàíñòâå H, çàäàííîé �îðìóëîéT (q) f(') = f (q(')) q0(')::4.1.17. Òåîðåìà. T (q) 2 SpU(H).Çäåñü ìåñòî, â ñàìîì äåëå òðåáóþùåå ïðîâåðêè, � ¾óñëîâèå �èëüáåðòà�Øìèäòà¿.Ïðîùå âñåãî ðàññìîòðåòü ïðåîáðàçîâàíèå �èëüáåðòàIf') = Z 2�0 
tg�'�  2 � f(') d';êîòîðîå èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �i íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ H�.Äàëåå íàäî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîììóòàòîð [T (q); I℄ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûìîïåðàòîðîì ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì ãëàäêèì ÿäðîì.Òåïåðü ìû ìîæåì îãðàíè÷èòü ïðåäñòàâëåíèå Âåéëÿ ãðóïïû SpU(H)íà ïîäãðóïïó Di� è ïîëó÷èòü óíèòàðíîå ïðîåêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèåãðóïïû Di�.Ýòî è åñòü êîíñòðóêöèÿ ìíîãèõ àâòîðîâ îñåíè 1980 ãîäà, î êîòîðîéÿ ïèñàë â ï.1.13. Íà óðîâíå àëãåáðû Ëè � ýòî êîíñòðóêöèÿ Âèðàñîðî1970 (òî÷íåå, ýòà êîíñòóêöèÿ áûëà ïîíÿòà óæå êàê ¾ðåàêöèÿ¿ íàñòàòüþ Âèðàñîðî).4.2. Ïðèìåð. Èñïîëüçîâàíèå êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû.Ñíà÷àëà ìû ïåðåñêàæåì äðóãèìè ñëîâàìè ðåàëèçàöèþ âåùåñòâåííîéîðòîãîíàëüíîé ãðóïïû O(2n;R) â âèäå êîìïëåêñíûõ ìàòðèö � � 	�	 ��.



4. ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÒÅÎ�ÅÒÈÊÎ-Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍ×ÅÑÊÈÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈß 33Ìû ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâîC n ñî ñòàíäàðòíûì áàçèñîì e1, . . . , en, è ãðóïïó O(2n;R) âåùåñòâåííî-ëèíåéíûõ îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ â íåì.Äàëåå ðàññìîòðèì âåùåñòâåííûé áàçèñ e1, . . . , en, f1 := ie1, . . . ,fn := ien â C n è ïåðåéäåì ê íîâîìó áàçèñóe1 + if1; : : : ; en + ifn; e1 � if1; : : : ; en � ifn:Òîãäà ìû è ïîëó÷èì ìàòðèöû âèäà � � 	�	 ��.Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2 �óíêöèé íà îêðóæíîñòèè ïîäïðîñòðàíñòâî L2� â íåì, ñîñòîÿùåå èç èç íå÷åòíûõ �óíêöèéf , f('+ �) = �f(')::Äàëåå, �èêñèðóåì âåùåñòâåííîå s è ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûéîïåðàòîð â L�2 , çàäàííûé �îðìóëîéJsf(') := 1�(1 + is) Z 2�0 ���sin('�  )����1�is sgn sin('�  )f( ) d 4.2.18. Òåîðåìà. a) Îïåðàòîð Js àíòèëèíååí, ò.å.Jsif = �iJsfb) Îïåðàòîð Js � óíèòàðíûé,
) J2s = �1.Íåî÷åâèäíû âûñêàçûâàíèÿ b), 
); ÷òîáû èõ ïðîâåðèòü íóæíîâû÷èñëèòü Jsf äëÿ f(') = e(2n+1)i'.Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî L2� ïðåâðàùåíî íàìèâ êâàòåðíèîííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, óìíîæåíèÿ íà êâàòåðíèîíûñóòü (âåùåñòâåííî-ëèíåéíûå) îïåðàòîðû� + �i+ 
Js + ÆiJs; ãäå �, �, 
, Æ 2 R ::Ìû ñêàæåì, ÷òî îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííî óíèòàðíûì,åñëè îí ïåðåñòàíîâî÷åí ñ óìíîæåíèÿìè íà êâàòåðíèîíû.Òåïåðü ìû îïðåäåëèì ãðóïïó USp êàê ãðóïïó âñåõ êîìïëåêñíî-ëèíåéíûõ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ A, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå A = B(1+T ), ãäå B � êâàòåðíèîííî óíèòàðíûé îïåðàòîð, à B � îïåðàòîð�èëüáåðòà�Øìèäòà46.Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðóïïó Di�(2), ñîñòîÿùóþ èç ¾÷åòíûõ¿ äè��åîìîð�èçìîâîêðóæíîñòè q, ò.å., äè��åîìîð�èçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ47q('+ �) = q(') + �::46Àâòîð èñïîëüçóåò îáîçíà÷åíèÿ SpU, OU, USp äëÿ ãðóïï, ÷òîáû ñîêðàòèòüîáîçíà÷åíèÿ Îëüøàíñêîãî �G(1);K(1)� = �Sp(21;R);U(1)�, �O(21;U(1)�,�U(21); Sp(1)�. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäãðóïïû â G(1),ñîñòîÿùèå èç îïåðàòîðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ íà îïåðàòîð �èëüáåðòà�Øìèäòà îòîïåðàòîðà èç K(1).47Ýòî äâóëèñòíîå íàêðûòèå ãðóïïû Di� .



34Îïðåäåëèì åå äåéñòâèå â L2� ïî �îðìóëåTs(q)f(') = f�q(')� q0(')(1+is)=24.2.19. Òåîðåìà. Ts(q) 2 USp(H).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ÿäðî êîììóòàòîðà â[Ts(q); Js℄ è óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî ëåæèò â L2 Íà ïðîèçâåäåíèè îêðóæíîñòèíà ñåáÿ.Òåïåðü ìû �èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé êâàòåðíèîí R := �+ �i+
j + Æk, òàêîé, ÷òî �2 + �2 + 
2 + Æ2 = 1, òîãäà R2 = �1. Äàëååðàññìàòðèâàåì L2� êàê âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èââîäèì íîâîå óìíîæåíèå íà ìíèìóþ åäèíèöó êàê îïåðàòîð R. Âèòîãå ìû ïîëó÷àåì íîâîå êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èãðóïïà Di�(2) ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå OU ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.Òåïåðü ìû ìîæåì îãðàíè÷èòü ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå OU íàDi�(2) è ïîëó÷èòü â èòîãå ïðîåêòèâíîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèåãðóïïû Di�.4.3. Ïðèìåð: ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ïåòåëü ñî ñòàðøèìâåñîì. Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðóïïó ïåòåëü C1(S1;O(n; C )), ñîñòîÿùóþèç ãëàäêèõ �óíêöèé íà îêðóæíîñòè ñî çíà÷åíèÿìè â ãðóïïå O(n; C ).Íàì óäîáíåå åå ðåàëèçîâàòü êàê ãðóïïó �óíêöèé 
 : S1 ! O(n; C ),óäîâëåòâîðÿþùèõ 
('+ �) = 
('):Äàëåå ðàññìîòðèì, ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé f : S1 ! C 2n , óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ F ('+ �) = F (');çäåñü F := (f1; : : : ; f2n) � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç �óíêöèé. Ââåäåìâ ýòîì ïðîñòðàíñòâå îáû÷íîå L2-ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,hF;Gi = nXj=1 Z 2�0 fj(') gj(') d':Ïîëó÷åííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ìû îáîçíà÷èì ÷åðåçH. Äàëåå,ââåäåì â H áèëèíåéíóþ �îðìófF;Gg = nXj=1 Z 2�0 fj(') gj(') d':Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî H+, ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé,äîïóñêàþùèõ ãîëîìîð�íîå ïðîäîëæåíèå âíóòðü êðóãà jzj < 1 è åãîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå H�. Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå ñòðóêòóðû,îïèñàííûå â ïàðàãðà�å 3.Òåîðåìà. �ðóïïà C1(S1);O(n; C )) ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå OGLïðîñòðàíñòâà H.



4. ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÒÅÎ�ÅÒÈÊÎ-Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍ×ÅÑÊÈÅ Ï�ÈËÎÆÅÍÈß 35Òåïåðü ìû ìîæåì îãðàíè÷èòü ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå íà ãðóïïóïåòåëü.Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ñì. [38℄, [96℄.4.4. Îáúåêò êîíå÷íîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà: äâîéñòâåííûåïàðû Õàó.Íàáëþäåíèå. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèåSp(2k;R) �O(p; q)! Sp(2k(p+ q);R)Íàïîìíèì, ÷òî Sp(2k;R) � ýòî ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèéïðîòñòðàíñòâà R2k , 
oõðàíÿþùèõ íåâûðîæäåííóþ êîñîñèììåòðè÷íóþáèëèíåéíóþ �îðìó. Äàëåå, ÷åðåç Rp;q ìû îáîçíà÷èì ïñåâäîåâêëèäîâîïðîñòðàíñòâî ñèãíàòóðû (p; q), à ÷åðåç O(p; q) � ãðóïïó îïåðàòîðîâ,ñîõðàíÿþùèõ ýòó �îðìó.Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå R2k
Rp;q ñíàáæåíî êîñîñèììåòðè÷åñêîéáèëèíåéíîé �îðìîé, è èñêîìîå âëîæåíèå ïîñòðîåíî.Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ¾äâîéñòâåííîñòè Õàó¿ ìû �îðìóëèðóåì÷óòü-÷óòü íåàêêóðàòíî.Òåîðåìà. Îãðàíè÷èì ïðåäñòàâëåíèå Âåéëÿ Sp(2k(p+ q);R) íàïîäãðóïïó Sp(2k;R)�O(p; q). Ñïåêòð ïîëó÷åííîãî îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿîäíîêðàòíûì, è, áîëåå òîãî, åñëè ïðåäñòàâëåíèÿ �1 
 �1 è �2 
 �2âõîäÿò â ñïåêòð, òî ëèáî îíè ñîâïàäàþò, ëèáî �1 6= �2, �1 6= �2.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîãî ðîäà çàäà÷è îãðàíè÷åíèÿ (èõ äîâîëüíîìíîãî) î÷åíü ëþáîïûòíû. Â ÷àñòíîñòè, ñïåêòðû ñîäåðæàò ïðåäñòàâëåíèÿSp(2k;R) è O(p; q), êîòîðûå ¾óâèäåòü¿ êàêèì-ëèáî èíûì ñïîñîáîìî÷åíü òðóäíî.Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ñì. [59℄, [72℄, [5℄.4.5. Ñóïåð-ãèáðèä ñïèíîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿÂåéëÿ.Íà óðîâíå ñóïåðàëãåáðû Ëè osp(2pj2q) îí áûë â ïîñìåðòíûõçàïèñêàõ Áåðåçèíà â [20℄, íà óðîâíå ãðóïïû OSp(2pj2q) îí áûëïîñòðîåí â [98℄. Îïèøåì ïðèìåðíóþ êîíñòðóêöèþ. Òåïåðü ìû ðàññìàòðèâàåì¾�óíöèè¿, çàâèñÿùèå îò áîçîííûõ ïåðåìåííûõ z1, . . . , zp, �åðìèîííûõïåðåìåííûõ �1, . . . , �q è îò ýëåìåíòîâ ñóïåðêîììóòàòèâíîé àëãåáðûA. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ñóïåðãðóïïû OSp(2pj2q) çàïèñûâàþòñÿÿâíûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè âèäàBf(z; �) = Z Z exp8>><>>:�z u � ��S0BB�ztut�t�t1CCA9>>=>>; f(u; �) e�zz��� du dud� d�;ãäå S � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ àëãåáðû A, îíà ìîæåòáûòü ÿâíî âûïèñàíà ïî ýëåìåíòó ñóïåðãðóïïû OSp(2pj2q).4.6. Äàëüíåéøàÿ ãëîáàëèçàöèÿ. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ �ïðåäñòàâëåíèå Âåéëÿ, ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå è ñóïåðñïèíîðû �åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ïîëóãðóïïó âñåõ îãðàíè÷åííûõ ãàóññîâûõ



36îïåðàòîðîâ, îíà ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì íà÷àëüíûå ãðóïïû (íàïðèìåð,â ñëó÷àå ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû ó ïîëóãðóïïû áóäåò âäâîå áîëüøàÿðàçìåðíîñòü). Ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû îïìñàíûâ [96℄, [98℄. ×åðåç íèõ, íàïðèìåð, ¾ïðîïóñêàþòñÿ¿ êîí�îðìíûåòåîðèè ïîëÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû48

48Ñïèñîê èäåò â ñîîòâåòñòâèè ñ ëàòèíñêèì àë�àâèòîì.Íàéòè ñåé÷àñ ñòàðûå ñòàòüè è êíèãè (îñîáåííî ðóññêèå) íå ñîâñåì ïðîñòî,ïîýòîìó ÿ ñòàðàþñü ïåðå÷èñëÿòü ïåðåèçäàíèÿ. ¾Àâòîìàòè÷åñêèå¿ àíãëèéñêèåïåðåâîäû ñòàòåé èç Óñïåõîâ, Ñáîðíèêà, Èçâåñòèé, Ôóíöèîíàëüíîãî àíàëèçà,Äîêëàäîâ, Çàìåòîê, Ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ è Ïèñåì ÆÝÒÔ ñ ñåðåäèíû 60õ ãîäîâíèæå íå óêàçûâàþòñÿ.Íåêîòîðûå ðàáîòû (ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì) ïðîöèòèðîâàíû íèæå âïîäñòðî÷íûõ ñíîñêàõ.
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e, RI, 1996.[65℄ Êàö Â. �. Ïðîñòûå ãðàäóèðîâàííûå àëãåáðû Ëè êîíå÷íîãî ðîñòà.Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�, 32 1968 1323�1367.[66℄ Ka
, V. G. Infinite-dimensional Lie algebras. An introdu
tion. Birkh�auserBoston, In
., Boston, MA, 1983. Òðåòüå èçäàíèå, 1990; �óññêèé ïåðåâîä:Ìîñêâà, Ìèð, 1993.[67℄ Êàíåâñêèé Ç. Ì. Çàãàäêè è òðàãåäèè Àðêòèêè. Çíàíèå, 1991.50[68℄ Êàíòîð È. Ë. Áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòûå ãðàäóèðîâàííûå àëãåáðû Ëè.Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑ�, 179 1968 534�53750Â êíèãå, â ÷àñòíîñòè, îáñóæäàåòñÿ õðåñòîìàòèéíàÿ ïîñòãîíî÷íàÿäèñêóññèÿ �. Ïèðè�Ô. Êóê ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðî�åññèîíàëà-ïîëÿðíèêà.Äèñêóññèÿ òàêæå îáñóæäàëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè,Àðèêàéíåí À. È. Öåíòð ïðèòÿæåíèÿ � Ñåâåðíûé ïîëþñ. Ìîñêâà, Íàóêà,1988. è Bry
e R. M. Cook and Peary. The polar 
ontroversary, Resolved,1996, êîòîðûå ñàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè äèñêóññèè. Ïðèîðèòåòíûå âîïðîñû1909�1911 ãîäà (ñì. òàêæå ðàáîòó [86℄) äàþò äîïîëíèòåëüíóþ òî÷êó çðåíèÿ íàìíîãèå áîëåå ïîçäíèå ïðîáëåìû íàóêè.
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al representations overLagrangian submanifolds in su(2)�, so(4)�, and su(1; 1)� J.Math.Phys., 34,11 (1993) 4986�5006[71℄ Êàðïåëü Å.�. Ïîñëåäíèé ïóòü.ÌÖÍÌÎ. Åñòü àíãëèéñêèé ïåðåâîä â [120℄[72℄ Kashiwara, M.; Vergne, M. On the Segal-Shale-Weil representations and har-moni
 polynomials. Invent. Math. 44 (1978), no. 1, 1�47[73℄ Êèðèëëîâ À.À. Ýëåìåíòû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, Ìîñêâà, Íàóêà, 1972,âòîðîå èçäàíèå, 197851. Åñòü àíãëèéñêèé (Springer, 1976) è �ðàíöóçñêèé(Mir, 1974) ïåðåâîäû.[74℄ Klauder I. M., Sudarashan E. C. G. Fundamentals of quantum opti
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eedings of the International Congress of Mathemati
ans, vol.2 (Beijing),599-613. Higher Ed. Press, Beijing, 2002.[77℄ Êîñòðèêèí À. È., Øà�àðåâè÷ È. �. �ðàäóèðîâàííûå àëãåáðû êîíå÷íîéõàðàêòåðèñòèêè. Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�, 33 (1969) 251�322; ïåðåïå÷àòàíî â Ig-or R. Shafarevi
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al papers, Springer, 1989; Òàêæå âØà�àðåâè÷ È.�. Ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé, ò. 3, Ìîñêâà, 1996.[78℄ Êðåéí Ì.�. Ýðìèòîâû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ÿäðà íà îäíîðîäíûõïðîñòðàíñòâàõ, I, II. Óêð. ìàò. æóðíàë, 1 (1949), 4, 64�98; 2(1950), 1,10-59; Àíãëèéñêèé ïåðåâîä â Transl. Amer. Math. So
., 34 (1963), 69�108,109�164.[79℄ Ëåéòåñ Ä. À. Ñïåêòðû ãðàäóèðîâàííî-êîììóòàòèâíûõ êîëåö. Óñïåõèìàò. íàóê, 29, 3 (1974), 209�210[80℄ Ëèäñêèé Â. Á. Î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñëàõ ñóìì è ïðîèçâåäåíèéñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�, 75 (1950), 769�772;Àíãëèéñêèé ïåðåâîä: U.S. Department of Commer
e, National Bureau ofstandards, Washigton, D.C.(1953), 8pp.[81℄ Lips
hitz, R. Corresponden
e. Ann. Math. (2) 69, 247-251 (1959).[82℄ Ëîáà÷åâñêèé Í. È. Ïîëíîå ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé, òò.1-5. �åä. Êàãàí Â. Ô.,Êîòåëüíèêîâ À. Ï., Ñòåïàíîâ Â. Â., ×åáîòàðåâ Í. �., Øèðîêîâ À. Ï.�îñóäàðñòâåííîå èçäàòåëüñòâî òåõíèêî-òåîðåòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû. 1946�1951.[83℄ Lorenz, K. Das sogenannte B�ose. Wien: Borotha-S
hoeler(1963). Åñòü àíãëèéñêèé (Agression) è ðóññêèé (Àãðåññèÿ.Òàê íàçûâàåìîå çëî.) ïåðåâîäû. �óññêèé ïåðåâîä äîñòóïåí ïîhttp://www.lib.ru//PSIHO/LORENC/agressiya.txt.52[84℄ Ëîñåâ À. Ñ. Îò èíòåãðàëà Áåðåçèíà ê �îðìàëèçìó Áàòàëèíà�Âèëêîâèñêîãî. Òî÷êà çðåíèÿ ìàò�èçèêà. Â ýòîì ñáîðíèêå.[85℄ Ëîñèê Ì.Â. Êîãîìîëîãèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé.Ôóíêö. àíàë è ïðèëîæ., 4, 2 (1970), 43�5351Îäíà èç äâóõ ïðÿìûõ ññûëîê â òåêñòå íà ïåðâîå èçäàíèå.52Óæå êîìïèëèðóÿ áèáëèîãðà�èþ, ÿ îáíàðóæèë ññûëêó íà ðàáîòóK. Lorenz. The Natural S
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h (Russian manus
ript, 1944�1948), ìíå íåäîñòóïíóþ.Âîçìîæíî, ÷òî Êîíðàä Ëîðåíö ìíîãèå èç ñâîèõ îòêðûòèé ñäåëàë â �îññèè (òàêæå êàê è Æàí-Âèêò�îð Ïîíñåëå â 1812�1814ãã). Ýòà ãèïîòåçà, íà ìîé âçãëÿä,ïîäòâåðæäàåòñÿ äðóãèìè (øèðîêî èçâåñòíûìè) ðàáîòàìè Ëîðåíöà.
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t. Anal. 189, No.2, 336-408 (2002).Äîñòóïíî ïî http://arxiv.org/abs/math/9911020[98℄ Neretin Yu.A. Gauss�Berezin integral operators, spinors over supergroupOSp(2pj2q), and Lagragian super-Grassmannians, Preprint ESI-1986 (2007)[99℄ Íåðåòèí Þ.À., Îëüøàíñêèé �.È., �ðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ãîëîìîð�íûõ�óíêöèé, îñîáûå óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï O(p; q) è èõ ïðåäåëûïðè q ! 1. Çàïèñêè íàó÷í. ñåìèíàðîâ ÏÎÌÈ �ÀÍ, 223 (1995), 9�91(1995); Äîñòóïíî ïî http://www.mat.univie.a
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s. I. One-dimensional model with an order-disorder transitions. Phys. Rev. 65 (1944), 117-149[103℄ Olshanetsky M. A., Perelomov A. M. Completely integrable Hamiltonian sys-tems 
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ted with semisimple Lie algebras. Inv. Math., 37 (1976), 93 �10853Åñòü òàêæå (íåäîñòóïíàÿ ìíå) êíèãà Êàíóíîâ Â. Ô. Ôåäîð Ýäóàðäîâè÷Ìîëèí. Ìîñêâà, Íàóêà, 1986.
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ontinuations of holomorphi
 dis
rete seriesof semisimple Lie groups. A
ta Math., 136, N1-2, 1-59 (1976)



44 Ëèòåðàòóðà[126℄ Âåðøèê À. Ì., �åëü�àíä È. Ì., �ðàåâ Ì. È. Ïðåäñòàâëåíèÿ SL(2; R),ãäå R � êîëüöî �óíêöèé, Óñïåõè ìàò. íàóê, 28 (1973), no. 5(173), 83�128.Ïåðåïå÷àòàíî â Gelfand I.M. Colle
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romegas. 1752 (Fren
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