
Ìîë÷àíîâ Âëàäèìèð Ôåäîðîâè÷
(ê ñåìèäåñÿòèïÿòèëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ)

27 ôåâðàëÿ 2014 ãîäà èñïîëíÿåòñÿ 75 ëåò äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
ïðîôåññîðó Âëàäèìèðó Ôåäîðîâè÷ó Ìîë÷àíîâó, ñïåöèàëèñòó ïî òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé
è íåêîììóòàòèâíîìó ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó. Îí - àâòîð 48 íàó÷íûõ ñòàòåé, à òàêæå,
ñîâìåñòíî ñ À. Ó. Êëèìûêîì, âûïóñêà ¾Íåêîììóòàòèâíûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç - II¿,
Encyclopaedia of Mathematical Sciences, 59.

Âëàäèìèð Ôåäîðîâè÷ ðîäèëñÿ â 1939 ãîäó â Êðàñíîÿðñêå. Îñåíüþ 1945 ãîäà ïî-
ñëå äåìîáèëèçàöèè îòöà � îôèöåðà Ñîâåòñêîé àðìèè � ñåìüÿ ïåðååõàëà â Òàìáîâ. Ïî
îêîí÷àíèè Ñðåäíåé øêîëû N 1 ã.Òàìáîâà â 1955 ãîäó Â. Ô. Ìîë÷àíîâ ïîñòóïèë íà
ìåõìàò ÌÃÓ, äàëåå îí ó÷èëñÿ òàì æå â àñïèðàíòóðå ïîä ðóêîâîäñòâîì Ô. À. Áåðåçèíà.
Ñ 1965 ãîäà ðàáîòàåò íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (ñ 1966 ãîäà - çàâåäóþùèé)
Òàìáîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà (â íàñòîÿùåå âðåìÿ - Òàìáîâ-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ã. Ð. Äåðæàâèíà). Îáñóäèì âêðàòöå íàèáîëåå
èçâåñòíûå åãî ðåçóëüòàòû.

1. Àíàëèç íà ãèïåðáîëîèäàõ. Êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ (åå ðåçóëüòàòû àíîí-
ñèðîâàíû â äâóõ çàìåòêàõ â Äîêëàäàõ ÀÍ ÑÑÑÐ 1966 è 1968, ïîäðîáíîå èçëîæåíèå
ñîäåðæàëîñü â ïîçäíåéøèõ ñòàòüÿõ) áûëà ïîñâÿùåíà ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó íà ìíî-
ãîìåðíûõ ãèïåðáîëîèäàõ. Ðàññìîòðèì ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rp,q ñ èíäåôè-
íèòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì {x, y}. Â íåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèïåðáîëîèä

Hp,q : −x2
1 − · · · − x2

p + x2
p+1 + · · ·+ x2

p+q = 1,
íà Hp,q äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî ïñåâäîîðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà SO0(p, q), ñòàáèëèçàòîð
áàçèñíîãî âåêòîðà ep+1 - ïîäãðóïïà SO0(p, q − 1). Â. Ô. Ìîë÷àíîâ ïîëó÷àåò ÿâíîå
ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå (ïñåâäîðèìàíîâà) îïåðàòîðà Áåëüòðàìè-Ëàïëàñà ∆ íà Hp,q è
îïèñûâàåò ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SO0(p, q), ðåàëèçóåìûå â ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàí-
ñòâàõ ∆. Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (q = 1) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ p-ìåðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Ëîáà÷åâñêîãî, ê òîìó âðåìåíè ýòîò ñëó÷àé ìíîãî èññëåäîâàëñÿ. Êðîìå òîãî, ñïåê-
òðàëüíîå ðàçëîæåíèå áûëî èçâåñòíî äëÿ H2,2 ' SL(2,R) (Õàðèø-×àíäðà, 1952) è H1,3

(È. Ì. Ãåëüôàíä, Ì. È. Ãðàåâ, 1962).
Íàïîìíèì ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê çàäà÷å â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Ëîáà÷åâñêîãî Hp,1.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà îãðàíè÷èâàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî SO(p)-èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé, ò.å.,
ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò {x, ep+1}. Ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ëåæàíäðà
íà ïîëóïðÿìîé. Äàëåå ïðîâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå ýòîãî îïåðàòîðà ïî ñîáñòâåííûì ôóíê-
öèÿì, ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà è îêàçûâàåòñÿ ìåðîé Ïëàíøåðåëÿ äëÿ íàøåãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Â.Ô.Ìîë÷àíîâ ðàñïðîñòðàíÿåò ýòîò ïîäõîä íà ñëó÷àé ãèïåðáîëîèäîâ. Çäåñü îäíàêî
âñòðå÷àåòñÿ ðÿä ñóùåñòâåííûõ òðóäíîñòåé, èõ âèäíî óæå íà ïðèìåðå îäíîïîëîñòíîãî
ãèïåðáîëîèäà H1,2 â R3. Ñòàáèëèçàòîð SO(1, 1) òî÷êè e3 íå êîìïàêòåí. Ãëàäêèõ ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò {x, e3}, òåïåðü íåò, SO(1, 1)-èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ∆f = λf ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ôóíêöèÿìè ñ ñèíãóëÿðíûì íîñèòåëåì íà
ëèíèÿõ óðîâíÿ {x, e3} = ±1. Ýòî 4 ëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ãèïåðáîëîèäà, ðàçäåëÿþ-
ùèõ åãî íà êóñêè. Íà êàæäîì êóñêå ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äâóõ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà, èõ íàäî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû ñêëåèòü ñîáñòâåííîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Äàëåå íóæíî ðàçëîæèòü δ-ôóíêöèþ â e3 ïî ñîáñòâåííûì ðàñïðåäåëåíèÿì.
Ýòî áûëî ïðîäåëàíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãèïåðáîëîèäîâ â òåõíè÷åñêè òÿæåëîé ðàáîòå,
îäíàêî îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò - ðàçëîæåíèå L2 íà ãèïåðáîëîèäå â ïðÿìîé èíòåãðàë
óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé - äàåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ôîðìóëàìè (åñòåñòâåííî, ñ ó÷àñòèåì
Γ-ôóíêöèé â ñïåêòðàëüíîé ìåðå). Âàæíåå, ÷òî ðåçóëüòàò îêàçàëñÿ â ðàçíûõ îòíîøåíè-
ÿõ ëþáîïûòíûì è íåîæèäàííûì.

Ñíà÷àëà î ïðåäñòàâëåíèÿõ ãðóïïû SO0(p, q), êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â ñïåêòðå. Ðàñ-
ñìîòðèì èçîòðîïíûé êîíóñ â Rp,q. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ôóíêöèé íà
ýòîì êîíóñå, ò.å., ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ f(tx) = |t|σsign(t)εf(x), ãäå σ ∈ C è
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ε = 0, 1. Ïñåâäîîðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà èçîòðîïíîì
êîíóñå è, òåì ñàìûì, â îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ
f îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì îãðàíè÷åíèåì íà ïðîèçâåäåíèå ñôåð

Sp−1 × Sq−1 : x2
1 + · · ·+ x2

p = 1 = x2
p+1 + · · ·+ x2

p+q

(ïðè ýòîì f(x) = (−1)εf(−x)). Ãðóïïà SO(p, q) äåéñòâóåò íà Sp−1×Sq−1 êîíôîðìíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè (ìû ñíàáæàåì Sp−1 × Sq−1

ðàçíîñòüþ ðèìàíîâûõ ìåòðèê), îíà æå
äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà Sp−1 × Sq−1 ïî ôîðìóëå

Tσ,ε(g)f(x) = f(xg)k(g, x)σ,
ãäå k(g, x) - êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ g â òî÷êå x. Ïðîñòðàíñòâî ôóíê-
öèé íà ñôåðå Sp−1 îáû÷íûì îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê
⊕i>0Hp−1

i . Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà ïðîèçâåäåíèè ñôåð ðàçëàãàåòñÿ
â ïðÿìóþ ñóììó Hp−1

i ⊗ Hq−1
j . Ýòî äàåò íàì îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Tσ,ε íà ìàê-

ñèìàëüíóþ êîìïàêòíóþ ïîäãðóïïó K := SO(p) × SO(q) ⊂ SO0(p, q). Ìû âèäèì, ÷òî
ïðåäñòàâëåíèÿ Tσ,ε î÷åíü ¾ìàëåíüêèå¿, à èìåííî K-ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ îäíîêðàòíûì, ÷òî
ñàìî ïî ñåáå ñëó÷àåòñÿ íå ÷àñòî, è îí ñîñòîèò èç î÷åíü ñïåöèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïïû K.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè Reσ = −(p+ q)/2 + 1 ïðåäñòàâëåíèÿ Tσ,ε óíèòàðíû â
L2(Sp−1×Sq−1) (¾îñíîâíàÿ âûðîæäåííàÿ ñåðèÿ¿ ïðåäñòàâëåíèé). Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû
îáîçíà÷åíèé, ε = 0 (òåì ñàìûì ìû ðàññìîòðèâàåì ¾÷åòíûå ôóíêöèè¿, f(x) = f(−x)),
p > 2, q > 2, à p + q ÷åòíî. Ðàññìîòðèì ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó íà ïðîñòðàíñòâå
ãëàäêèõ ÷åòíûõ ôóíêöèé, çàäàííóþ ôîðìóëîé

〈f, g〉σ =

∫
Sp−1×Sq−1

∫
Sp−1×Sq−1

{x, y}2−p−q−σ
+ f(x) g(y)dµ(x) dµ(y),

ãäå µ � ñòàíäàðòíàÿ ìåðà íà ïðîèçâåäåíèè ñôåð1. Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëåíî ïðè
σ < 3 − p − q (êîãäà èíòåãðàë ñõîäèòñÿ) è äàëüøå ïðîäîëæàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè íà C ñ
ïîëþñàìè â σ = 3−p−q+k, k = 0, 1, 2,. . . . Ïðè âåùåñòâåííûõ íåöåëûõ σ ìû ïîëó÷àåì
Tσ,1-èíâàðèàíòíóþ ýðìèòîâó ôîðìó. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
ïðè |σ− (p+q)/2+1| < 1 (ýòî äàåò ¾ âûðîæäåííóþ äîïîëíèòåëüíóþ ñåðèþ ïðåäñòàâëå-
íèé¿). Êðîìå òîãî, ôîðìå 〈·, ·〉σ ìîæíî ïðèäàòü çíà÷åíèÿ è â ïîëþñàõ, ÷òî ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü ¾äèñêðåòíóþ ñåðèþ ïðåäñòàâëåíèé¿. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ åùå áîëåå âûðîæ-
äåíû, â íèõ óæå ó÷àñòâóþò ëèøü ÷àñòü ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê, âîçìîæíûå ñòðóêòóðû
K-ñïåêòðîâ ïðèìåðíî òàêèå:

j

i

0 j

i

0 j

i

0

Ïîñòðîåííûé êëàññ ïðåäñòàâëåíèé SO0(p, q) (à òàêæå ïîõîæèå ïðåäñòàâëåíèÿU(p, q),
Sp(p, q)) ÿâëÿåòñÿ êàïëåé â ìîðå óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîëóïðîñòûõ ãðóïï. Îäíàêî
îíè â ðàçíûõ îòíîøåíèÿõ èíòåðåñíû è áûëè ïðåäìåòîì ðàáîò Í. Ëèìè÷à, È. Íèäåðëå,
Ð. Ðîí÷êè (îáíàðóæèâøèõ èõ îäíîâðåìåííî ñ Ìîë÷àíîâûì), Ð. Ñòðèøàðöà, Â. Ðîññ-
ìàíà, À. Ó. Êëèìûêà, À.Ì. Ãàâðèëèêà, Ð. Õàó, Åíã-Øè-Òàíà, Ò. Áðàíñîíà, Á. Øïå,
Á. Êîñòàíòà, Ò. Êîáàÿøè è äðóãèõ àâòîðîâ (ñòàòüè íà ýòó òåìó ïðîäîëæàþò ïîÿâ-
ëÿòüñÿ). Ñðåäè ýòèõ ðàáîò ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòó ñàìîãî Â. Ô. Ìîë÷àíîâà (1977) îá
îãðàíè÷åíèÿõ ïðåäñòàâëåíèé Tσ,ε íà ïîäãðóïïó SO(p, q − 1).

Âåðíåìñÿ ê ãèïåðáîëîèäó. Â. Ô. ïîêàçàë, ÷òî L2 ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîé èíòåãðàë ïî
îñíîâíîé ñåðèè ïëþñ ñ÷åòíàÿ ïðÿìàÿ ñóììà (íå âñåõ) ïðåäñòàâëåíèé äèñêðåòíîé ñåðèè.
Áûëà òàêæå ÿâíî âû÷èñëåíà ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ñïåêòðàëüíîå

1Îáîçíà÷åíèå xλ
+, ñì.íàïðèìåð, Ãåëüôàíä È.Ì., Øèëîâ Ã.Å. ¾Îáîáùåííûå ôóíêöèè¿, âûï.1, 1959
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ðàçëîæåíèå åñòü ó ëþáîãî óíèòàðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ëîêàëüíî-êîìïàêòíîé ãðóïïû, è
â ÷àñòíîñòè, ó ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L2, îäíàêî ÿâíî âû÷èñëåííûõ
ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé (¾ôîðìóëà Ïëàíøåðåëÿ¿) èçâåñòíî íå òàê óæ ìíîãî.

Ìû âèäèì, ÷òî ñïåêòð L2 íà ãèïåðáîëîèäå ÿâëÿåòñÿ ðàçíîðîäíûì. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ
âîçíèêàåò âîïðîñ â äóõå ¾ïðîãðàììû Ãåëüôàíäà-Ãèíäèêèíà¿, 1977) î ðàçëîæåíèè L2

íà ñëàãàåìûå ñ îäíîòèïíûì ñïåêòðîì. Õîòÿ åñòü îïðåäåëåííàÿ óâåðåííîñòü, ÷òî â êîí-
êðåòíûõ ñëó÷àÿõ ýòî ìîæíî ïðîäåëàòü, ðåçóëüòàòîâ çäåñü íåìíîãî (è îíè, â îñíîâíîì,
îòíîñÿòñÿ ê îòäåëåíèþ ãîëîìîðôíûõ ñåðèé). Â. Ô. Ìîë÷àíîâ (1997, ñëó÷àé H1,2 â 1980)
ïîëó÷èë ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïðîåêòîðîâ, ðàçäåëÿþùèõ ñïåêòðû, äëÿ ãèïåðáîëîèäîâ.

2. Ïñåâäî-ðèìàíîâû ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ãèïåðáîëîèäû ÿâëÿþò-
ñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè (ïîëóïðîñòûõ) ïñåâäîðèìàíîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ L2 íà ïîäîáíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðèâëåêëà øèðîêèé èíòåðåñ ïîñëå
ðàáîòû Ì. Ôëåíñòåä-Éåíñåíà (1980) î äèñêðåòíûõ ñåðèÿõ. Ñåé÷àñ, ïî ïðîøåñòâèè ìíî-
ãèõ ëåò ïîëíàÿ ÿñíîñòü â ýòîì âîïðîñå ïîêà åùå íå äîñòèãíóòà. Äëÿ íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ
ïðîñòðàíñòâ � ñàìè ïîëóïðîñòûå ãðóïïû, ïðîñòðàíñòâà GC/GR (êîìïëåêñíàÿ ãðóïïà ïî
åå âåùåñòâåííîé ôîðìå) è ïðîñòðàíñòâà ðàíãà 1 � ÿâíûå ôîðìóëû Ïëàíøåðåëÿ áûëè
ïîëó÷åíû. Ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ ðàíãà 1 èññëåäîâàëñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè ñ 60õ ãîäîâ.
Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Ìîë÷àíîâûì (1986, ýòî íàèáîëåå ÷àñòî óïîìè-
íàåìûé ðåçóëüòàò Â.Ô., îí æå ñîñòàâèë ñîäåðæàíèå åãî äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè, 1987).
Çäåñü è ïîäõîä, è ñòðóêòóðà îòâåòîâ ïîõîæè íà ñëó÷àé ãèïåðáîëîèäîâ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê àíàëèçó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëåííîãî íà íà-
áîðå èç íåñêîëüêèõ êîíòóðîâ â C, c êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé â îñîáûõ òî÷êàõ.

3. Òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, îãðàíè÷åíèÿ íà ïîäãðóïïó, íåïñåâäîëîêàëü-
íûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, êâàíòîâàíèå. Çàäà÷ó î òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ
óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé SL(2,R) âïåðâûå ðàññìàòðèâàë Ë. Ïóêàíñêèé â 1961 ãîäó. Îí
ïîëó÷èë îïèñàíèå ñïåêòðîâ. ßâíûå ñïåêòðàëüíûå ìåðû áûëè âû÷èñëåíû Â. Ô. Ìîë÷à-
íîâûì â 1979 ãîäó. Çàìåòèì, ÷òî ýòà çàäà÷à ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ â ðàìêàõ àíàëèçà íà
îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå â R3. Íàïðèìåð, îñíîâíûå ñåðèè ïðåäñòàâëåíèé èíäóöè-
ðîâàíû ñ âåðõíåòðåóãîëüíîé ïîäãðóïïû, èõ òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ - ñ äèàãîíàëüíîé
ïîäãðóïïû D. Îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî SL(2,R)/D ýêâèâàëåíòíî îäíîïîëîñòíîìó ãè-
ïåðáîëîèäó, òîëüêî äåéñòâèå ãðóïïû â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé òåïåðü ¾ïîäêðó÷åíî¿.
Åñëè æå ìû ïåðåìíîæàåì äâà ïðåäñòàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ñåðèè, òî â ïðîñòðàíñòâå
ôóíêöèé íà ãèïåðáîëîèäå âîçíèêàåò íåñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ìîë÷àíîâ ðàññìîòðåë åùå íåñêîëüêî çàäà÷ ðàçëîæåíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé è
îãðàíè÷åíèé íà ïîäãðóïïó è â ñâÿçè ñ ýòèì çàíÿëñÿ èññëåäîâàíèåì çàäà÷è î ðàçëîæå-
íèè ¾êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé¿. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ãèïåðáîëîèäîâ ðàññìàòðèâà-
åòñÿ îáû÷íîå èëè ïîäêðó÷åííîå äåéñòâèå ãðóïïû SO0(p, q) íà ôóíêöèÿõ, à ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå (âîçìîæíî, èíäåôèíèòíîå) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

〈f, g〉 =
∫
Hp,q

∫
Hp,q

(1− {x, y})−σ
+ f(x)g(y) dν(x) dν(y). (1)

Ïî ñóùåñòâó, ýòî çàäà÷à îá îãðàíè÷åíèè ïðåäñòàâëåíèé Tσ,ε äîïîëíèòåëüíûõ ñåðèé
SO0(p, q + 1) íà SO0(p, q). Íî òóò âîçíèêàåò äâà äîïîëíèòåëüíûõ íþàíñà. Âî-ïåðâûõ,
åñòåñòâåííûé àíàëîã ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò è äëÿ äðóãèõ ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ðàíãà 1, è îí íå âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ èç çàäà÷è îãðàíè÷åíèÿ íà
ïîäãðóïïó. Âî-âòîðûõ, ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ óäàåòñÿ ïèñàòü è äëÿ èíäåôèíèòíûõ
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñòü èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, ñïëåòà-
þùèé äåéñòâèå ãðóïïû è ïðèâîäÿùèé ýðìèòîâó ôîðìó ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Òóò
âîçíèêàåò ñòðàííàÿ è íåäîïîíÿòàÿ ñèòóàöèÿ. Èíäåôèíèòíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
ñàìè ïî ñåáå íå îïðåäåëÿþò òîïîëîãèþ, à ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ñ ïðîñòðàíñòâàìè Êðåé-
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íà çäåñü íå ðàáîòàåò. Â èòîãå íåïîíÿòíî, êàê îïðåäåëÿòü ñïåêòð ïðåäñòàâëåíèÿ, îäíàêî
ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ â ïðèðîäå ñóùåñòâóþò è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íàïèñàíû.

Â. Ô. Ìîë÷àíîâ ðàñïðîñòðàíèë êâàíòîâàíèå Áåðåçèíà íà êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ
íà ïàðà-ýðìèòîâû ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà G/H. Ôóíêöèÿì íà G/H ñòàâÿòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîðû â ôóíêöèÿõ íà íåêîòîðîì ãðàññìàíèàíå, à èíòåãðàëüíîå ÿäðî
ñïëåòàþùåãî îïåðàòîðà îñíîâíûõ ñåðèé èãðàåò ðîëü ïåðåïîëíåííîé ñèñòåìû âåêòîðîâ
â êâàíòîâàíèè Áåðåçèíà.

4. Äåéñòâèÿ íàäàëãåáð. Âîïðîñ òàêîé. Îãðàíè÷èì óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-
ïû G íà ïîäãðóïïó M , è ðàçëîæèì ÿâíî ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå â ïðÿìîé èíòåãðàë
íåïðèâîäèìûõ. Ìîæíî ëè ÿâíî íàïèñàòü äåéñòâèå àëãåáðû Ëè g â ýòîì ðàçëîæåíèè?
Ñòîèò èìåòü â âèäó, ÷òî âñå êëàññè÷åñêèå ðèìàíîâû è ïñåâäîðèìàíîâû ñèììåòðè÷å-
ñêèå ïðîñòðàíñòâà G/H äîïóñêàþò, ïî êðàéíåé ìåðå, ëîêàëüíîå, äåéñòâèå íåêîòîðîé
íàäãðóïïû G̃ ⊃ G. Îòâåò íà òàêîé âîïðîñ áûë ïîëó÷åí Þ. À. Íåðåòèíûì (2001) äëÿ
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãîëîìîðôíîãî è àíòèãîëîìîðôíîãî ïðåäñòàâëåíèé SL(2,R).
Â ïðÿìîì èíòåãðàëå äîëæíà äåéñòâîâàòü àëãåáðà Ëè sl(2)⊕sl(2). Ýòî äåéñòâèå ïèøåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè âèäà

f(x, s) 7→ D−f(x, s+ i) +D0f(x, s) +D+f(x, s− i), (2)
ãäå f(s) 7→ f(s + i) - îïåðàòîð ñäâèãà â ìíèìîì íàïðàâëåíèè â ïðîñòðàíñòâå ôóíê-
öèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, à D−, D0, D+ - ÿâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
ïîðÿäêà 2 ïî x.

Â. Ô. Ìîë÷àíîâ (2003�2007) ðåøèë íåñêîëüêî òàêîãî ðîäà çàäà÷ äëÿ ìíîãîìåðíûõ
ãðóïï, åãî ðåçóëüòàòû îò÷àñòè ïðîÿñíÿþò ñòðóêòóðó îáùåé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì, íà-
ïðèìåð, äåéñòâèå SL(n+ 1,R) â L2 íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RPn. Îãðàíè÷èì åãî
íà ïîäãðóïïó SO0(n, 1). Ãðóïïà SO0(n, 1) èìååò íà RPn äâå îòêðûòûõ îðáèòû. Îä-
íà îðáèòà - ïðîñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî, äðóãàÿ - ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî îäíîïîëîñòíîãî
ãèïåðáîëîèäà ïî öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè. Òàêèì îáðàçîì â ïðÿìîé ñóììå äâóõ L2 íà
îðáèòàõ SO0(n, 1) äåéñòâóåò á�îëüøàÿ ãðóïïà SL(n+ 1,R). Îïåðàòîð, îñóùåñòâëÿþùèé
ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå, ïåðåâîäèò L2 íà ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî â L2 íà ïðîèç-
âåäåíèè ñôåðû Sn−1 è ïîëóïðÿìîé R+ c êîîðäèíàòîé σ è ñïåêòðàëüíîé ìåðîé c(σ) dσ.
Àëãåáðà so(n, 1) òåïåðü äåéñòâóåò ïîñëîéíî íà ñôåðàõ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòî-
ðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùèìè îò σ. Â. Ô. Ìîë÷àíîâ ïðîäîëæàåò ýòî äåéñòâèå äî
äåéñòâèÿ íàäàëãåáðû sl(n). Ïîñòðîåííûå îïåðàòîðû èìåþò ôîðìó (2) íî êîýôôèöè-
åíòû D−, D0, D+ òåïåðü îêàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà, ïðè÷åì îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãåíåðàòîðû àëãåáðû Ëè so(n, 1) è îïåðàòîð
Ëàïëàñà íà ñôåðå.

Îòìåòèì ¾êîíôåðåíöèîííóþ¿ äåÿòåëüíîñòü Âëàäèìèðà Ôåäîðîâè÷à. Îí áûë îä-
íèì èç îðãàíèçàòîðîâ ¾XII øêîëû ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ¿, 1987, ìíîãèå ó÷àñòíèêè êîòîðîé ïîòîì âñïîìèíàëè åå êàê îäíó èç ëó÷øèõ êîí-
ôåðåíöèé, â êîòîðûõ îíè êîãäà-ëèáî ó÷àñòâîâàëè. Âïîñëåäñòâèè îí âìåñòå ñ âîçãëàâ-
ëÿåìîé èì êàôåäðîé îðãàíèçîâûâàë êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è ãàðìîíè-
÷åñêîìó àíàëèçó â Òàìáîâå â 1989, 1996, 2005, 2007, 2008, 2009 c ó÷àñòèåì ìàòåìàòèêîâ
Ðîññèè, Óêðàèíû, ðÿäà åâðîïåéñêèõ ñòðàí è ßïîíèè.

Ñ. Ã. Ãèíäèêèí, Ð. Ñ. Èñìàãèëîâ, À. Â. Êàðàáåãîâ, Þ. À. Íåðåòèí,

Í. È. Íåññîíîâ, Ã. È. Îëüøàíñêèé
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