Zusatzbeispiele zum
Proseminar zu
Eindimensionale Analysis fiir LAK

Sommersemester 2023

5n? + 17n + 19

Musterbeispiel: Sei a,, := . Berechne Jgrolo a, und fithre den Beweis mit Hilfe

n2+3n+7
der Definition des Grenzwerts.
—0 —0
A~ =
5.4 17 n 19
5n% + 17 19 T2
LOSUNG: Zunichst ist a, = n 2+ 3 n +7 = g n72 — 5, also lim a, =5.
n* 4 on + 1+ 2+ =
NUBEING
—0 —0
Fiir n € N ist
4, — 5] = 5n* +17n+ 19 — 5n* — 15n — 35|
" B |n? + 3n + 7| B
<16n
~~
2n — 16| _ n+16 _ 20416n 180 18
N n? +3n+7 Dreiecksu;gleichung n? +éz_l/+\7/1 — n? +0+4+0 N n2 B n ’
>0 >0
und deshalb
18
an =5l < = (1)

Sei e > 0 (beliebig). Wegen des Archimedischen Axioms gibt es ein N € N mit N > & Wiihle
N € Nso,dass N > 18 Sein € N, n > N (beliebig). Weil n > N > & ergibt sich 1 < ¢. Daher

gilt wegen (1), dass |a, — 5| < 171—8 < . Damit haben wir gezeigt, dass nh_>n010 a, =5 gilt. O
. ) 3n+1 . . ) )
1)  Die Folge (2,)nen ist durch z, := n definiert. Bestimme h_)m x, und beweise das
n n o

Ergebnis mit der Definition des Grenzwerts.
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2)  Bestimme den Grenzwert der folgenden Folgen und beweise das Ergebnis mit Hilfe der

Definition des Grenzwerts.
20 +5n+6 An? +Tn — 2

n = b n = .

@)« n?+n+4 ) @ n3 +6n2+ 3n + 8
33+ 9?2+ +38
c) b, = .
nd+3n2+2n+7

3)  Von den folgenden Folgen bestimme den Grenzwert und beweise das Ergebnis mit der
Definition des Grenzwerts.

5n% + Tn? + 12n + 19 on?+3n—1
a) Qp = . b) Q, = ———
n3+2n?24+5n+3 n?+4
™2 +10n+5
c) Tpi=o—m————.
3n? +4n + 6

4)  Bestimme die folgenden Grenzwerte.

N 132
2) JL%”((“H) —53>. b) nlggof)”(?)(Hm) —12).

1 3
¢ lim 2" (6 <4 + ) - 384) .
n—o00 on

Hinweis: Verwende den binomischen Lehrsatz.

Fiir Beispiel 5) c¢) darf der folgende Satz verwendet werden.
Satz. Fir g € C mit |q| < 1 und fir k € Z gilt nggonkq” =0.

18
n
5)  Betrachte die Folge (ay,)nen, die durch a, := — 5 fiir n € N definiert ist.
(1+ %)
a)  Mit Hilfe eines Computers (oder Taschenrechners) berechne as, ajg, asg, aso, 40, as0

und a100-
b)  Welche Vermutung iiber den Grenzwert von (a,) wiirde Beispiel a) nahelegen?
¢)  Bestimme lim a, .

6) Berechne die folgenden Grenzwerte.

a)  lim (\/m - n> . b)

¢) lim (\/n2+12n+3—\/n2—4n+7).

n—oo

1
l .
now Bnt1— i

Achtung! Die folgende Argumentation ist falsch, wenn man lim,,_,. a, fiir die durch a; := 2
und a,, := 2a,_1 — 1 fiir n > 1 definierte Folge bestimmen will.

Setze a := lim,_,o a,. Dann gilt a = lim,,_,« a, = lim, ,+(2a,-1 — 1) = 2a — 1, und deshalb ist
a =1, also lim,_,, a, = 1.

Hier wurde der Fehler gemacht, dass die Konvergenz angenommen, aber nicht bewiesen wurde!
Man miisste die Konvergenz der Folge beweisen. In diesem Fall ist aber a,, = 1+2""! (kann man
durch Induktion zeigen), und daher a,, — 400, also es gilt sicher nicht a,, — 1.

Richtig wire bei dhnlichen Beispielen folgende Vorgangsweise (sieche auch das folgende Muster-
beispiel). Zunéchst ist es sinnvoll anzunehmen, dass die Folge konvergiert, und den Grenzwert

2
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zu bestimmen. Es muss dann aber die Konvergenz der Folge noch bewiesen werden. In vielen
Fallen funktioniert dass, indem man beweist, dass die Folge monoton und beschrinkt ist. Indem
man ay ausrechnet und mit a; vergleicht, kann man einmal vermuten, dass die Folge monoton
fallend oder steigend ist (falls a < a; monoton fallend, und falls as > a; monoton steigend).
Dann probiert man durch Induktion die Monotonie zu beweisen. Weiters probiert man durch
Induktion zu beweisen, dass im Fall der monoton fallenden Folge diese nach unten beschriankt
ist, und im Fall der monoton steigenden Folge diese nach oben beschrinkt ist, wobei sich fiir die
Schranke der vermutete Grenzwert anbietet. Bei einer monotonen und beschrinkten Folge hat
man die Konvergenz, und der Grenzwert muss daher der zuvor berechnete sein.

Musterbeispiel: Es sei die Folge (a,)neny durch ay := 4 und a, := /16a,_1 + 57 fiir n > 1
definiert. Bestimme nh_)rrolo Qp, -

LOSUNG: Angenommen die Folge (a,)nen wére konvergent (beachte, dass wegen ihrer Definition
a, > 0 fiir alle n gilt). Setze a := lim,,_,, a,. Dann gilt

a = lim a, = lim +/16a,_1 + 57 = v 16a + 57,
n—00 n—00 ~~—

da x — /16x + 57 stetig ist

und daher a?® = 16a + 57, also a® — 16a — 57 = 0. Als Losung erhiilt man a = 8 & /82 4+ 57 =
8+ 11 = —-3,19. Da a > 0 muss dann a = 19 gelten.

Jetzt muss noch bewiesen werden, dass (a,),en konvergiert.

Es ist ay = /16a; +57 = /16 x 4+ 57 = 11 > 4 = a;. Wir beweisen durch Induktion, dass
(an)nen streng monoton steigend ist (monoton steigend wiirde geniigen). Nachdem a; < as
gilt, ist der Induktionsanfang bereits gezeigt. Nun sei n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist
a1 < a,. Deshalb ist 16a,_1 + 57 < 16a,, + 57 und weil = — /z streng monoton steigend ist
gilt a,, = \/16a,_1 + 57 < v/16a,, + 57 = a,,41. Somit ist (a,)nen streng monoton steigend.
Jetzt zeigen wir durch Induktion, dass a, < 19 fiir alle n € N gilt (a,, < 19 wiirde geniigen).
Fiir n = 1 ist a; = 4 < 19, womit der Induktionsanfang gezeigt ist. Es sei jetzt n > 1. Nach
Induktionsvoraussetzung ist a, 1 < 19. Also ist 16a,_; + 57 < 16 x 19 + 57 = 361 und weil
x +— +/z streng monoton steigend ist erhélt man a, = /16a,_1 + 57 < 19. Daher ist (a,)nen
nach oben beschrinkt.

Weil die Folge (a,)nen monoton steigend und nach oben beschrinkt ist, ist sie konvergent. Thr
Grenzwert muss daher der oben berechnete Wert sein. Deshalb ist nh_)rgo a, =19. O

7)  Die Folge (a,)nen sei durch a; := 2 und a,, := /8a,,_1 + 9 fiir n > 1 definiert. Bestimme

lim a,, .
n—oo

Ist M eine nichtleere Menge und f : M — M eine Funktion, dann nennt man x € M einen
Fixpunkt von f, falls f(z) = x. Allgemeiner nennt man x € M einen Punkt der Periode n (wobei
n € N), falls f*(z) = z und f*(z) # x fiir k € {1,2,...,n — 1}. Ein periodischer Punkt x € M
ist ein Punkt, fiir den es ein n € N gibt, sodass x ein Punkt mit Periode n ist. Fixpunkte sind
also Punkte mit Periode 1.

8)  Finde ein Beispiel einer stetigen Funktion f :[0,1) — [0, 1), die keinen Fixpunkt besitzt.
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9) Sei f:[0,1) — [0,1) eine stetige surjektive Funktion. Beweise, dass f einen Fixpunkt
besitzt.

Musterbeispiel: Zeige, dass v/3 eine reelle Zahl ist.

LOSUNG: Fiirz > 0ist x =3 < 22=3 < 22 -3=0.

Setze f(x):= x? — 3. Dann ist f stetig. Weiters ist f(0) = —3 < 0 und f(2) =1 > 0. Nach dem
Zwischenwertsatz gibt es ein x € [0, 2] (also eine nichtnegative reelle Zahl) mit f(x) = 0 (somit
2 —3=0). O

10) Beweise, dass v/31 eine reelle Zahl ist.

Um Minima oder Maxima einer Funktion zu bestimmen ist die folgende Vorgangsweise sinn-
voll. Zunéchst sollte ein passender Bereich bestimmt werden (falls er nicht vorgegeben ist), auf
dem man die Funktion betrachtet wird. Wenn man die Funktion #ndert (yvereinfacht”), muss
begriindet werden, warum man das machen darf! Dann bestimmt man die Nullstellen der Ablei-
tung, und eventuell auch Stellen, an denen die Funktion nicht differenzierbar ist. Jetzt berechnet
man die Funktionswerte an diesen Stellen, sowie die Funktionswerte am Rand. Beim hochsten
Funktionswert hat man das Maximum, beim kleinsten das Minimum. Hier sollte man den Rand
durchaus allgemeiner sehen, es kann ein Grenzwert (etwa z — 07 oder x — —oo sein), und der
,Funktionswert am Rand kann auch +oo oder —oo sein.

Bemerkung: Gesucht ist ein (globales) Minimum oder Maximum der Funktion. Deshalb ist es
nicht sinnvoll einfach nur festzustellen, dass man etwa ein lokales Maximum hat!

2 2
Musterbeispiel: Der Ellipse % + % < 1 soll ein achsenparalleles Rechteck mit grofbtmogli-

chem Umfang eingeschrieben werden. Bestimme die Abmessungen und den Umfang dieses Recht-
ecks.
LOSUNG: Zunédchst machen wir dazu eine Skizze und definieren dann in dieser Skizze x und y.

T2

Z1
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Es ist dann die Lange des Rechtecks gleich 2z und die Breite gleich 2y. Somit ist der Umfang
dieses Rechtecks gleich 2(2z +2y) = 4x + 4y. Nachdem der Punkt () auf der Ellipse liegt, muss

% + % = 1 gelten, woraus man y = /18 — % erhilt. Der kleinstmogliche Wert fiir x ist 0, der
groftmaogliche ist v/63 = 3v/7. Wir miissen also das Maximum der durch f(r) = 4z +4,/18 — %
definierten Funktion f : [O, 3\/7} — R bestimmen.

Fiir die Ableitung erhiilt man f'(z) = 4+ —2— (—4—””) =4——232 _ Setzt man f'(x) = 0, so

24/18-222 7¢/18-222
erhilt man 8712 =4, also 8¢ = 28,/18 — g und daher 2x = 7,/18 — % Durch Quadrieren

74/ 182
ergibt sich 422 = 882 — 1422, also 182% = 882. Deshalb ist 22 = 49 und daher z = 7.
Nun ist f(7) = 36. Einsetzen der Randwerte ergibt f(0) = 12v/2 = /288 < /1296 = 36
und f(3\/7) = 127 = V1008 < /1296 = 36. Deshalb erhiilt man das Maximum von f
fiir x = 7. Wir erhalten daraus y = 2. Somit hat das achsenparallele eingeschriebene Rechteck
mit maximalem Umfang die Seitenléngen 14 und 4 und den Umfang 36. [

11) EinE Bauer/Béurin méchte auf seinem /ihrem (ebenen) Grundstiick eine Viehweide einrich-
ten und mit einem Zaun umgeben. Diese Viehweide soll rechteckig sein. Es stehen 260 m
Zaun zur Verfiigung. Welche Abmessungen soll diese Viehweide haben, wenn die Tiere
moglichst viel Weideflache haben sollen (und wie grof ist dann die Weidefliche)?

12) Essei n € N und es seien ay, as, . .., a, € R. Fiir welche reelle Zahl z nimmt Y _(z — a;)?
=1
den kleinstmdglichen Wert an?

13) Die Funktion f : [4,14] — R sei durch f(z) := 22 — 512* + 3962 — 834 definiert. Berech-
ne das Minimum und das Maximum von f.

14) Esseien a,b € R. Weiters sei f : [a,b) — R eine stetige Funktion, die auf (a, b) differenzier-
bar ist und 1i1£1 f(x) = +oo erfiillt. Zeige, dass die Funktion f ein Minimum m besitzt,
x—b—

und dass m € {a} U{z € (a,b) : f'(x) =0} gilt.

192
15) Betrachte die durch f(z):= S 92” + 60z — 83 definierte Funktion f : [2,8) — R.
-z

Besitzt diese Funktion (mindestens) ein Minimum (exakte formale Begriindung angeben!)?
Falls sie Minima besitzt, bestimme diese.
Hinweis: Verwende das Beispiel 14) fiir die exakte formale Begriindung.

2 2
16) Der Ellipse % + % < 1 soll das flichengrofite achsenparallele Rechteck eingeschrieben

werden. Welche Abmessungen muss dieses Rechteck haben, und wie grof ist dann die
Flache?

17) Es sei d € R, d > 0. Bestimme die Abmessungen (und die Fliche) des flichengroften
Rechtecks, das eine Diagonale der Linge d besitzt.



