Proseminar zu
Lineare Algebra und Mehrdimensionale Analysis fiir
Lehramtskandidatinnen und -kandidaten

Wintersemester 2024 /2025

z1 U1
T Y2

Fir x = ( :2) und y = ( : ) in R™ bezeichne (z,y) = ¥7_, z;y; das (Standard-) innere
T Yn

Produkt von x und y (wird auch manchmal als - y geschrieben), und |z| := /3% |2;]* den

Betrag (Lénge, Zweinorm) von z.

1) a) Zeige, dass (z,y) = y'x fir z,y € R™ gilt.
b)  Fiir € R" zeige, dass |z|* = 2’z = (z,x) gilt.

Eine reelle symmetrische n x n-Matrix A heilt positiv definit, falls ' Az > 0 fiir alle x € R"
mit x # 0 gilt (analog wiire negativ definit, falls ' Ax < 0 fiir alle x € R™ mit = # 0). Um
Nachzurechnen ob eine Matrix positiv (negativ) definit ist (zuerst einmal schauen, ob die Matrix
symmetrisch ist!), kann man direkt mit der Definition nachrechnen und Quadratisch Ergénzen.
Im Allgemeinen ist es am effektivsten mittels des strikten Gauf-Verfahren umzuformen. Die
Matrix ist genau dann positiv definit, wenn am Ende alle Diagonalelemente positiv sind (und
genau dann negativ definit, wenn am Ende alle Diagonalelemente negativ sind). Beim strikten
Gaufh-Verfahren ldsst man zunéchst die erste Zeile unverdndert, und zieht von den anderen Zeilen
(also zweite bis n-te Zeile) entsprechende Vielfache der ersten Zeile ab, sodass in der ersten Spalte
ab der zweiten Zeile nur Nuller stehen. Dann ldsst man die ersten beiden Zeilen unverandert,
und zieht von den weiteren Zeilen (also dritte bis n-te Zeile) entsprechende Vielfache der zweiten
Zeile ab, sodass in der zweiten Spalte ab der dritten Zeile nur Nuller stehen. Man fiihrt das
solange fort, bis unterhalb der Diagonale nur Nuller stehen. Tritt in der Rechnung einmal in der
Diagonale die Zahl 0 auf, dann ist die Matrix weder positiv definit noch negativ definit.

3 -9 12
Musterbeispiel: Zeige, dass A = [ =9 29 —28 | positiv definit ist.
12 —28 87
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LOSUNG: Offensichtlich ist A symmetrisch.

3 =9 12 3 =9 12 3 =9 12
-9 29 -28—-+0 2 &8 =0 2 8.
12 —28 87 0 8 39 00 7

Nachdem alle Diagonalelemente positiv sind, ist A positiv definit.

1 3 -6 -2 4
3 11 —-16 —12 16
2) FirA=|-6 —16 41 15 —23| zeige, dass A positiv definit ist.
-2 =12 15 51 =21
4 16 —23 —21 66

2 —4 6 4 =8
-4 9 -9 -7 13
3) Zeige,dass A=| 6 —9 29 3 —31| positiv definit ist.
4 -7 3 8 —16
-8 13 —-31 —-16 91

4) Essei A= (8 (1J> und B = (é (2)> Berechne AB, BA, (AB)? und A?B2.

5)  Mit CY(R,R) (kurz mit C* bezeichnet) wird der Raum der stetig differenzierbaren Funk-
tionen f : R — R bezeichnet. Welche der folgenden Mengen sind Teilriume von C*(R, R)
(Begriindungen geben)?

a) A:={feC":f(0)=0}.

b) A:={feC':f(0)=1}.

) A={feC':f(1)=0}.

d) A:={feC": f(7)>5}.

e) A:={feC":f(6)<8}.

f) A:i={feC':f(-4)=0}.

g  A:={feC":[(3)+f(3)=0}

h) A:={feC":4f(2)—-3f(-5) =3}
i) A={feC':f=f}.

6) Stelle fest ob die folgenden Mengen Teilrdume von Pg (die Menge der Polynome vom
Grad < 8) sind, und begriinde jeweils die Behauptungen.

a) A:={pePs:p3)=6}.

b) A:={pePs:p(5)=0}.

c) A:={pePs:p =5p}.

d)  A:={pePs:3p(0)+4p'(—2) <6}.

e) A:=P; (Polynome vom Grad < 3).

f) A={pePs:p" —6p +8 =2*+32x+8}.
g) A={pePs:p'—p —6p=0},
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7)  Fiir die folgenden Matrizen A berechne die inverse Matrix A~'.
Lo 13 1 -2 1 3 2
a5 1 _4 4 -7 3 9 6
a) A= . b) A=|-22 1 2 -1
2 1 6 -3
5 6 _7 0 -3 5 =2 -7 -3
3 -3 -2 -6 3

Essei B := {vy,vq,...,0v,} eine Basis des Vektorraums V' (eigentlich miisste man B als geordnetes

n-Tupel von Vektoren schreiben und nicht als Menge). Um die Darstellung eines Vektors v € V'

beziiglich B zu finden, berechnet man aus der Gleichung v = 377 ; Ajv; die Zahlen Ay, Ag, ..., Ay,
A1

und AZQ ist dann die gesuchte Darstellung. Will man eine lineare Abbildung ¢ : V — V
An

beziiglich B darstellen, so stellt man zunéchst ¢(v;) beziiglich B dar und erhilt damit die erste

Spalte der gesuchten Matrix. Anschliefiend stellt man dann p(vs), ..., ¢(v,) beziiglich B dar und

erhilt damit die weiteren Spalten.

Musterbeispiel: Betrachte V := {a;e3* +asr+as : a1, as, a3 € R} mit der Basis B := {1, z, > —

5z + 6}.

a) Stelle f := 4e3* — Tz + 3 beziiglich B dar.

b) Stelle die lineare Abbildung ¢(f) := f' + 5f bezliglich B dar.

LOSUNG: a) 4 — Tz +3 =X\ 1+ Xy 2+ A3 (€3* =5z +6) = A3e>* + (A\g —HA3)x + (A +6A3)1.

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man A3 = 4, Ay — 5A3 = —7 und A\ 4+ 63 = 3, woraus sich

A1 = —21, Ay = 13 und A3 = 4 ergibt. Also ist (_14?31) die Darstellung von f beziiglich B.

b) Zunichst ist ¢(1) = 5 und die Darstellung beziiglich B ist <§). Weiters ist p(z) = 1+ bz

und die Darstellung beziiglich B ist (%) SchlieRlich ist p(€3® — 5x + 6) = 8¢3* — 25z + 25, und
wenn man 8e3® — 25x +25 = A\; - 1+ Xy - 7 + A3 - (€3® — 5x + 6) setzt, so ergibt sich \; = —23,
Ao = 15 und A3 = 8, also ist die Darstellung beziiglich B ist (_18253). Damit ist (§ % _18%3) die
Darstellung von ¢ beziiglich B.

8) Essei V:i={a1e™ + asx + a3 : a1, as, a3 € R} mit der Basis B := {1, z,e™ + 3z + 4}.
a)  Stelle f := 6e™ + 92 + 13 beziiglich B dar.
b)  Gib die Darstellung der linearen Abbildung ¢(f) := f' — 3f beziiglich B an.

9)  Auf R? betrachte die Basis B := {(}),(})}. Stelle die Matrix A := (_32 é) (also die

lineare Abbildung x — Ax) beziiglich B dar.

Musterbeispiel: Es sei (z,),en, eine Folge, die z, = Tz, 1 + 26x,,_9 — 72z, _3 fiir alle n > 3
erfillt. N
a) Setze X, := (mnil ) Finde eine Matrix A, sodass X,, = AX,,_; fiir alle n > 1 gilt.

Tn+4+2

b)Stelle die Matrix A aus Beispiel a) beziiglich der Basis {(5) , ( 5 ) , (—14>} dar.

¢) Verwende b) um eine Formel fiir X,, herzuleiten. v 1

d) Unter Verwendung von c) finde eine Formel fiir x,,.

e) Lose die Differenzengleichung xy = 10, z; = 16, 25 = 230 und die x,, = 7x,,_1+26x,_2— 72,3
fir alle n > 3 erfiillt.
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LOSUNG: a) Unsere Differenzengleichung ergibt z,,o = 7z,.1 + 26x, — 72x,_;. Daher ist
X = () = (b ) = (8 4 DGR = (8, 4 1) X abo 4 =

Tn+2 TTni1+262, =722, 1 -72 26 7 Tn+1 -72 26 7

0 1 0
( 0 0 1).

—72 26 7 ) , . ,
b) Setze vy := (i)’ = (891) und v := (;)_1). Es ist Av; = (él) = 2v; und dessen Darstellung
beziiglich B := {vy,v9,v3} daher (é). Weiters ist Avy = (78219) = 9vy und dessen Darstellung
beziiglich B daher (%). Schlieflich ist Avg = <_I§4> = —4v; und dessen Darstellung beziiglich B

daher ( 0 ) Daher ist (3 5 0 ) die Darstellung von A beziiglich B.
4 0 0 —4

c¢) Jeder Vektor v € R3 kann als v = cjv; + covs + c3vs fiir passende ¢, ca, c5 € R geschrieben
werden. Jetzt behaupten wir, dass A"v = ¢12"v) + 29"y + c3(—4)"v3 fiir alle n € Ny gilt.
Fir n = 0 ist A% = v = cjv; + 9 + c3v3 = ¢12%; + 9% + c3(—4)%v3. Nun sei n > 1.
Dann ist A%v = A(A" M) = A(c;2" Moy + 9" Ty + c3(—4)"tuz) = 1277 Avy + 29" Avy +
c3(—4)"1 14\1;3; = 12" + 29" vy + c3(—4)"v3, wodurch unsere Behauptung mittels vollstandiger
=—4vg

Induktion bewiesen ist. Somit ist X,, = ¢12"v; + ¢29™v9 + c3(—4)"vs fiir passende ¢y, ¢o, c3 € R.
d) Nachdem z,, die erste Komponente von X, ist und die ersten Komponenten von vy, ve und
vs jeweils 1 sind, erhalten wir aus Beispiel c), dass es passende ¢y, ¢z, c3 € R gibt, sodass z,, =
12" + 29" 4 c3(—4)" fiir alle n € Ny gilt.

e) Wegen Beispiel d) ist z, = 12" + 9" + c3(—4)". Aukerdem ist 10 = zg = ¢1 + 2 + ¢,
16 = 1 = 2¢1 + 9o — 4c3 und 230 = z9 = 4c; + 8lcy + 16¢3. Wir losen dieses Gleichungssystem

1 1 1 10 1 1 1 10 1 1 1 10
2 9 -4 16 — 0 7 -6 ‘ -4 — 0 7 —6| -4 |
4 81 161 230 0 77 121190 0 0 781 234

woraus sich ¢; = 5, ¢; = 2 und ¢3 = 3 ergibt. Daher gilt z, =5 x 2" +2 x 9" 4+ 3 x (—4)" fiir
alle n € N.

10) Die Folge (z,)nen, erfiille z,, = 11z, — 24x,,_, fiir alle n > 2.
a) Setze X,, := (4.7, ). Finde eine Matrix A, sodass X,, = AX,,_; fiir alle n > 1 gilt.
b)  Fiir die in Beispiel a) gefundene Matrix A finde die Darstellung beziiglich der Basis

) (c))

¢)  Unter Verwendung von Beispiel b) leite eine Formel fiir X, her.
d)  Verwende Beispiel ¢) um eine Formel fiir z,, zu finden.
e)  Lose die Differenzengleichung zo = 8, ; = 34 und x,, = 11z,,_1—24x,,_, fir allen > 2.

11) Betrachte die Folge (z,,)nen,, die x, = 15x,_; — 44x,_, fiir alle n > 2 erfiillt.
a) Setze X, := (4,7, ) und finde eine Matrix A, sodass X,, = AX,,_; fiir alle n > 1 gilt.

b)  Stelle die Matrix A aus Beispiel a) beziiglich der Basis {(D : (111>} dar.

o

) Gib eine Formel fiir x,, an.
) Nun I6se die Differenzengleichung xy = 11, 1 = 65 und z,, = 15z, — 44z, 5 fiir
alle n > 2.

oL
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12) Essein € N, n > 2 und es seien oy, ao, ..., a, 1 € R. Berechne

COS (1 —sinop—1 0
Sin Qi —1 COS Oty —2 COS QU —1 COS Qyy—2 —sinay,—1 sina,_—9
sin oy —1 Sin Qi —2 COS iy —3 COS Qipy—1 SiN iy —2 COS Ay —3 Sin (i, —1 COS iy —2 COS Ay —3
det
sin 1 SinQp—2...8iN Q3 COSQ2  COSQyp—1SiNap_9...siNa3cosaz  SinAn_—1 COSQp_2Sinay_3...sin a3 cosas
sin @y —1 sina,—9...8inag cosa;  CoOSQp—1Sina,_—o...8inag cosay  sina,_1 COSQy—_2Sina,—3...sin ag cos ay
sinanp—18inan,—2...8inagsina;  cosap—1Sinap_9...sinagsina;  sina,y—1 COSap_28inay_3...sinasg sin ay
0 0 0
0 0 0
—sinap_—1sinap_2sinay,_3 - 0 0
sinan—1 sinap_—2cosap_3sinay—q4...8sinazcosag ... —sinap_1...sinassinasz 0
sina, —1 sin, —2 COSap_3sinay,—4...8ilnag cosa] ... Sinap_—1...COSQ2 COSQq —sinayp_—1...sinag sinag
sinan—1sinan_—2cosap_3sinay_—4...sinagsina; ... sinap—1...cosa2sinag sin g, —1 - .. sin ag cos ay

Anleitung: Entwickle nach der ersten Zeile. Hebe anschliefsend aus den Spalten passend
heraus, und vereinfache dann. Formal miisste man die Formel mit vollstdndiger Induktion
beweisen.

13) Sein € N, n > 2, seien ay,as,...,a, € R, seien p1,09,...,¢0,1 € R, und sei t € R.

Bestimme
aj cos g —ajtsin g 0
ag sin @1 cos g agt cos i cos w2 —agtsin ¢y sin g2
a3 sin g1 sin @2 cos p3 ast cos 1 sin g cos 3 a3zt sin @] cos @g cos 3
det
a,_2sine]sings...singp, _3cosy,_2 a,_otcose]singy...sinp, _3cosey,_2 a,_2tsing] cosyasinys...sinyp, _3cose,_2
a,_1sine]sings...sinp, _ocosy,_1 a,_1tcoseysings...sinp, _o9cosy,_1 a,_1tsing] cospasines...siny, _o9cosy,_1
ap singq sings ...sing, _2sineg,_1 antcos i sinesg...singy,_2sineg,_1 anptsine] cospasines...sinp, _9osiny,_1
0 0 0
0 0 0
—agtsin @] sin g sin @3 S 0 0
ap_otsin g sin pg cos gz sinpy .. .sinp, _3cospy_2 ... —ap_otsingy...sing,_3sing,_o 0
a,_1tsine] sin pg cospzsineys .. .sinp,,_gocosp,_1 ... Ay _1tsineg] ...cos g, _2COS@Yy_1 —ap_1tsiney .. .sinyp, _osinp, 1
antsin gy sin @g cos 3 sin g .. .sing, _2sine,_1 L anptsine] ...cosp,_2sineg,_1 anptsineg ...sing, _9cosy,_1

Anleitung: Zunachst hebe passend aus Zeilen und Spalten heraus. Verwende dann Bei-
spiel 12), wobei beachtet werden muss, dass die Indizes der Winkel unterschiedlich sind.

Bemerkung: Die in Beispiel 13) berechnete Determinante wird fiir die Anwendung der Transfor-
mationsformel fiir mehrdimensionale Integrale auf n-dimensionale Ellipsoidkoordinaten (verall-
gemeinerte n-dimensionale Polarkoordinaten) bendtigt.

14) a) Gilt det g ZC) = (det A) - (det D) — (det B) - (det C'), falls es sich bei A, B,C,D
jeweils um n x n-Matrizen handelt?

1 3 3 -4

5 —7 -7 3

-3 5 5 8

6 4 4 5

1 3 -35 3 —4 (
C

b)  Berechne det

c¢) Fir A:= R B = 6 4] C .= 7 und

D
det A, det B, detC', det D und (det A) - (det D) — (det B) - (det

bestimme

— T o

8
5
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Es seien r,s € N, U C R" offen (d. h. fiir jedes = € U gibt es ein p > 0, sodass alle y € R" mit
ly — x| < p ebenfalls y € U erfiillen), f : U — R*® eine Funktion und zo € U. Man nennt die
Funktion f (mehrdimensional) differenzierbar an der Stelle xy, wenn es eine lineare Funktion
‘f ) _df(io)(x_'rO)‘
]w — o

gilt. Falls f differenzierbar an der Stelle xq ist, nennt man df (zo) die (erste) Ableitung von f an
der Stelle x.

Unter der partiellen Ableitung 2 d - der Funktion f versteht man die (komponentenweise) Ab-

df(zy) : R" — R® (also eine s x r-Matrix) gibt, sodass hm =0

leitung von f nach z;, wobei x1,...,2;_1,2;41,..., 2, als konstant betrachtet werden (aTj ist
ein s-dimensionaler Vektor). Falls f an der Stelle z, differenzierbar ist, dann existieren auch
die partiellen Ableitungen an der Stelle zo und es gilt df,,) = (aamfl (x0) 86;; (xo) ... %(mo)) (die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, aber beachte den spéter erwidhnten Satz). Etwas allgemei-
ner als die partielle Ableitung ist die Richtungsableitung. Dazu sei v € R", v # 0 (oft wird |v| = 1

fwo + tv) — f(x0)

die Richtungsableitung von f an der Stelle 2y in Richtung v. Also sind d1e partlellen Ableltungen
die Richtungsableitungen von f in Richtung der Einheitsvektoren. Wenn f an der Stelle z diffe-
renzierbar ist, dann existieren auch fiir jedes v # 0 die Richtungsableitungen an der Stelle z( in
Richtung v und es gilt 0, f(zo) = df(zy)(v) (das folgt im Wesentlichen aus der mehrdimensionalen
Kettenregel, die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht).

Von besonderer Bedeutung ist der folgende Satz.

Satz: Set U C R" offen, xo € U und f : U — R® eine Funktion. Fualls alle partiellen Ableitungen
auf U existieren und in xy stetig sind, dann ist f differenzierbar an der Stelle x.

Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen (auf U) folgt also die Differenzierbarkeit der Funk-
tion (auf U). Man nennt f dann stetig differenzierbar, und nennt sie auch C*-Funktion.

T _
. (Ilzl’g + %23

vorausgesetzt, aber das ist nicht unbedingt n6tig). Man nennt 9, f(zo) := 1

faniels B 2
Musterbeispiel: Es sei f : R> — R® durch f ig 821 -+ 3ps
3

) definiert.

a) Fiir z := (é) bestimme df ;) (genaue Begriindung geben!).
b) Berechne die Richtungsableitung 0, f(xo) von f an der Stelle z( in Richtung v := ( %3)

LOSUNG: Zunichst einmal ist (wir berechnen die partiellen Ableitungen und schreiben sie als

. Tr2—3 2

3 31 3952)' Die Ableitung existiert, weil die partiellen Ableitungen

stetig sind.
a) Wir brauchen nur mehr z, die obige Formel einsetzen, also df.,) = (§ § &)

b) Hier ist 0, f(x0) = dfwe)(v) = (7).

ToCOST3 + O

Il 2 .
15) Betrachte die Funktion f: R?® — R* die durch f | zq | := o 1’+ 12;1? T3 | definiert ist.
X3 21 3
T1° + T3

a)  Bestimme die Ableitung von f in zq := (%)
b) Fiir v := ( 33) berechne die Richtungsableitung von f im Punkt zy in Richtung v.
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Fiir Funktionen f : R®* — R (bzw. auf Teilmengen davon definierte Funktionen) und passenden
Teilmengen A C R® kann man das (mehrdimensionale) Riemann-Integral [, f definieren. Hier
lassen wir die (eigentlich notwendigen) technischen Details weg, und beschéftigen uns mit den
Methoden solche Integrale zu berechnen. Zunéchst einmal ist der Satz von Fubini wichtig, der
besagt, dass man das mehrdimensionale Integral als mehrfaches eindimensionales Integral (mit
passenden Grenzen — das kann dann durchaus miithsam werden!) iiber die entsprechenden Va-
riablen berechnen kann. Wenn die Menge A ein achsenparalleler Quader ist, dann ist es relativ
einfach diesen Satz anzuwenden.

Musterbeispiel: Berechne /A (x12 + aclxg) fiir A := {(i;) ERZ:0<x,<4,0< 25 < 3}.

LOSUNG: Es ist

/A (x12 + ZE1I2) _ /03 ( /04 (g;12 - x1x2> dx; ) dry =

=) e
0
3 64 3
_ / = day +/8x2d:c2:64+36:100.
0 0

64 3
= T304 —aap?| =36

Integral aus der Volksschule 3

Man kann es auch so rechnen:
[y (01 4 2110) = [y (fé)’ (112 + 1179) dacg) dr, =

3 3
4
= fO ( / I‘12 dIQ +/ T1T9 dLL’Q ) dl’l =
0 0
——— —_———
_ 12 5|3
Integral aus der Volksschule _ 172 _ 9z

2
0

1 9
_ / (33312 n §1> dz, =100 . o
0

4
3 9112
=\ =t

=64+36=100
0

Besonders wichtig ist die Transformationsformel (mehrdimensionale Substitutionsregel). Diese

besagt, dass fiir eine (bis auf Nullmengen) auf einer Umgebung U von A bijektiven und ste-

tig differenzierbaren Funktion 7' : U — T'(U), bei der detdT" dort (bis auf Nullmengen) das

Vorzeichen nicht dndert, fiir eine stetige Funktion f: U — R

/A(foT) et dT] :/T(A)f

gilt.
Jetzt seien ay,as,...,as € R, ay,as,...,as > 0. Bei dem Ellipsoid

A2 ) =

kann man s-dimensionale Ellipsoidkoordinaten verwenden:

7
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T1 = aitcos g ,
To = ast sin 1 oS s ,

T3 = agt sin @1 sin 9 cos Y3

Ts1 = Qs_1t8IN 1 SN Py ... SIN Y 5 COS Ps_1

Ts = Qgt SN Y1 SIN g . .. SIN Pg_oSIN Yg_1

t
©
wobei 0 < ¢t < 1,0 < ¢1,p09,...,0s20 < mund 0 < ¢, 1 < 27. Hier wire T( :1 ) =
Ws.—l

x1
2

. Fiir die s-dimensionale Kugel A := { ( :

Ts

a1t cos o1
aatsin p1 cos pa

) eR: Y5, z;? < 7"2} wire ein-

astsinp1...sinps_1

fach a; = as = - -+ = a5 = r. Wir wollen jetzt in Beispiel 16) dT und det dT' berechnen.

16) Sei T die oben angefiihrte Transformation auf s-dimensionale Ellipsoidkoordinaten.

a)  Bestimme dT.
b)  Berechne det dT.
Anleitung: Verwende Beispiel a) und Beispiel 13).
c)  Zeige, dass detdT > 0 fiir t > 0 und 0 < 1, @9, ..., ps o < 7 gilt.

Musterbeispiel: Bestimme das Volumen der Kugel A := {(%) ER i+ a2 + 132 < rz},

also berechne [, 1.
LOSUNG: Hier ist

T =7rtcosyp; ,
To = rtsin g cos pg ,

T3 = rtsin g sin o |

wobei 0 <t <1,0< ¢, <mund 0 < g, < 27. Man erhilt det dT" = r3t%sin ¢;. Daher ist

1 T 2w
/1:/ </ </ TthSiIlgOld(p2> d(,01> dt:
A 0 0 0
1 T 21
fe(fma( [ e
0 0 0

= 2w x1=2m
Integral aus der Volksschule

s (12 T 3 [T o Ar
= 2mr / t </ smgpldgol)dt:élm‘/ t dt:?r ’
0 0 0

—_ T_ 1
=—cosp1|;=2 _ 3

3

0

womit wir die bekannte Formel fiir das Volumen der Kugel gezeigt haben.
. . . 1 2 2 N2
Musterbeispiel: Es sei A := {(gg) e R3: (%) + (‘”—32) + (%‘) < 1}. Berechne [, z1%.

8
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LOsuNG: Wir haben hier ein Ellipsoid mit a; = 5, as = 3 und ag = 2. Setze

r1 = dtcos py
To = 3t sin 1 Cos @3

xr3 = 2t sin 1 sin @y |

wobei 0 <t <1,0< ¢ <mund 0 < ¢, < 27. Dann ist det dT" = 302 sin ¢;. Somit ist

1 i 2
/ 2= / ( / ( / (5t cos @1)230152 sin y dpo > dyq > dt =
A 0 0 0

=T750t4 cos? 1 sin 1

1 ™ 2w
= 750/ ¢4 (/ cos? ; sin ¢y ( 1dps ) dyq > dt =
0 0 0
= 2w X 1=2m
Integral aus der Volksschule
1 s 1
— 15007 / t4 < / cos? oy sin @1 dpy ) dt = 10007 / #* dt = 2007 |
0 0 0
53 cos3 i 1
s:cjsgm f(isz)dé:i?:i 3“’1 0:2 :g 0:%
(ds:— sin 1 dp1 )
also ist [, 1% = 2007. o

n—1

17) a) Firn € N, n > 2 beweise, dass / sin” x dv = / sin" 2z dx gilt.
0 n_Jo

Anleitung: Schreibe sin™ z = sin" ™" xsinz, verwende dann partielle Integration und
wende dann die Formel cos?z = 1 — sin® z an.
b)  Verwende Beispiel a) um

/ ldzx, / sinx dx , / sin“ x dx / sin” z dx
0 0 0 0
™

v ™
/ sin z dz | / sin® x dz und / sin® z dz
0 0 0

n—1

zu berechnen.

T
T2

18) Fiirr > 0sei A := { (ﬁ;) ERC 2+ 292 + 232 + 24’ + 252 + 262 < r2}. Bestimme / 1
5 A
6

(also berechne das Volumen einer 6-dimensionalen Kugel).
Hinweis: Verwende die Ergebnisse aus Beispiel 17) b) fiir die in dieser Rechnung auftreten-
den Integrale.

19) Fiir die folgenden Funktionen f berechne die Ableitung von f (dort, wo diese Funktion
verniinftig definiert und differenzierbar ist), die Ableitung von f an der Stelle o, und die
Richtungsableitung von f im Punkt xy in Richtung v.

—4
ié 2224253 ? _9

a) [z )= z4+x3log To , o= 3 |,v:=1_0|].
ié 2x54arcsin xp +324° _21 %

2 ,
o1 3xo 2+2$11‘3 3 9
b) f(;g): wi2zoms |, T ::(—52), v::(_IG).

:)31273:132:1:3
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(ﬁ‘%ﬁ . falls 2 #£ 0,
0, falls x = 0,
definierte Funktion f : R* — R. Berechne fiir alle v € R?\ {0} die Richtungsableitung von f an
der Stelle 0 in Richtung v und untersuche die Differenzierbarkeit der Funktion f an der Stelle 0.
LOSUNG: Sei v = (35) # 0. Es ist die Richtungsableitung 0,f(0) von f an der Stelle 0 in

Richtung v dann

Musterbeispiel: Betrachte die durch f(z) := { fir z := (§}) € R?

o fO+tw) = f(0) 4(tv))(tvg)
9J(0) = Jing ; = B (o)t + (02
A", 50, s Av %y

];5% (20,1 + 152)2 - 11_{%15 (20,1 + 0,2)2 =0,

falls vy # 0. Im Fall vy = 0 ist 9,f(0) = limy_p L0 = Jimy 5 5% = 0. Somit ist
0, f(0) = 0 fiir alle v # 0.

Jetzt untersuchen wir die Stetigkeit von f an der Stelle 0, indem wir uns entlang der Kurve (%)
dem Punkt 0 ndhern. Es ist

- A1) 4
t _ _
L) = I e~
und daher ist f nicht stetig an der Stelle 0. Weil f an der Stelle 0 nicht stetig ist, kann f an der

Stelle 0 auch nicht differenzierbar sein.

=lim1=1#0=/(0),

3221 x93
BanTea s @ £ 0,
20) Die Funktion f: R?* — R sei fiir z := (5}) € R* durch f(z) := {(“2”26)4 alls z #

0, falls x = 0,
definiert.
a) Bestimme fiir alle v € R?\ {0} die Richtungsableitung von f an der Stelle 0 in
Richtung v.

b)  Untersuche die Differenzierbarkeit der Funktion f an der Stelle 0.
Hinweis: Durch Betrachten geeigneter Kurven untersuche die Stetigkeit von f.

224116159

s, lall 0
21) Definiere f: R? — R fiir z := (31 ) € R* durch  f(z) := @ a2 0 TS T 7# 0,
0, falls z = 0.

a) Fiir alle v € R?*\ {0} berechne die Richtungsableitung von f an der Stelle 0 in

Richtung v.
b)  Untersuche die Differenzierbarkeit der Funktion f an der Stelle 0.

Man kann dhnlich wie die erste Ableitung auch die zweite Ableitung d?f(,,) einer Funktion
f : R — R® definieren, diese ist eine bilineare Abbildung R” x R" — R?. Hier lassen wir die
Definition weg und beschiftigen uns dann nur mit der zweiten Ableitung einer zweimal stetig
differenzierbaren Funktion (die Definition folgt unten) f : R® — R. Sei jetzt U C R® offen
und f : U — R eine Funktion. Es ist dann df,,) eine 1 x s-Matrix, also ein s-dimensionaler
Zeilenvektor. Weiters seien jetzt j, k € {1,2,...,s}. Die zweite partielle Ableitung (nach x; und
. 0% f 0 ( 0

x;) ist dann als =
0xk

Or;0x), O,

f) definiert (also zuerst wird nach zj und nachher nach z;

2

differenziert). Im Fall j = k schreibt man Erk Falls fiir die Funktion f : U — R alle zweiten
Ly

10
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Ableitungen (also fiir alle j, k € {1,2,...,s}) existieren und diese stetig sind, dann nennt man
[ zweimal stetig differenzierbar (auf U), und man nennt sie auch C?-Funktion. In diesem Fall
gilt &33% = aj?aka fiir alle j,k € {1,2,...,s} (im Allgemeinen gilt das nicht!). Aukerdem ist f
J J
dann zweimal differenzierbar, und fiir o € U gilt
02 02 02
Wlfz(:po) 8:618.);‘2 (.I‘O) e 8I1gms (ZEO)
0% f ( 0% f 0% f
Ox20x O) Oz (xo) Tt Oze0xs (‘TO)
de(xo)(ybyz) = yQt ? 1 ? . : Y1 -
o2 o2 02
5ed5 (0) oy (T0) - (o)

Dabei ist die Matrix d?f(,,) eine symmetrische Matrix.
22) Es sei die Funktion f: R? — R fiir x = (1) durch f(2) := 7212y + 4€™>7° definiert.
a)  Berechne die erste und die zweite Ableitung von f.

b)  Fiir zp := (%) bestimme f(z9), df(z) und d*f(z).-

23) Definiere die Funktion f : R?* — R fiir z = (7} ) durch

12X % , falls x # 0,
0, falls x = 0.

02 f 02 f
axlc%cg (0) und 8x28x1

Berechne 0).

Wieder sei U C R® offen, o € U und f : U — R eine Funktion. Man nennt z( ein lokales
Maximum von f, falls es ein p > 0 gibt, sodass f(z) < f(xg) fiir alle x € U mit |z — x| < p
gilt. Analog heilt z( ein lokales Minimum von f, falls es ein p > 0 gibt, sodass f(x) > f(xo)
fir alle z € U mit |z — 29| < p gilt. Schlieflich nennt man z, ein lokales Extremum, wenn
xg ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum ist. Es gilt der folgende Satz (mit 0 ist der
Zeilenvektor mit allen Eintragungen 0 gemeint).

Satz: Sei U C R® offen, v € U und f : U — R eine Funktion, die in xy differenzierbar ist.
Falls f in xy ein lokales Extremum hat, dann gilt df ., = 0.

Wenn df(,,) = 0 gilt, dann nennt man x, einen kritischen Punkt von f. Also jedes lokale Ex-
tremum einer differenzierbaren Funktion ist ein kritischer Punkt. Umgekehrt muss aber nicht
jeder kritische Punkt ein lokales Extremum von f sein (denke etwa im Eindimensionalen an die
Funktion z?). Eine gewisse Bedeutung hat der folgende Satz.

Satz: Se: U C R?® offen, xg € U und f : U — R eine zweimal differenzierbare Funktion.
(1) Falls df zs) = 0 gilt und d? f(,,) negativ definit ist, dann besitzt f in xq ein lokales Mazimum.
(2) Falls df sy = 0 gilt und d? f(yy) positiv definit ist, dann besitzt f in xy ein lokales Minimum.

24) Fiir die folgenden Funktionen f : R* — R berechne die kritischen Punkte. Weiters bestim-
me fiir jeden kritischen Punkt z die zweite Ableitung d?f(,), stelle fest, ob d?f(,) positiv
(oder negativ) definit ist, und untersuche das Verhalten von f in der Nihe von x.

a)  f(5)=a2 43P, b)  f(E) =2+ at.
c) f(#)=o"—x". d)  f(@) =,

11
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25) Betrachte die durch
f(z) := 2212577110 — 109%™ "0 4 62y — 325°
fiir x = (3}) definierte Funktion f : R? — R. Finde die kritischen Punkte von f und stelle
fest, ob es sich dabei um lokale Maxima oder lokale Minima handelt.

Sucht man das Maximum, bzw. Minimum einer Funktion (es ist damit das globale Maximum,
bzw. globale Minimum gemeint, und es konnte sich auch um die globalen Maxima, bzw. globalen
Minima handeln, denn diese miissen ja nicht eindeutig sein), so ist es nicht sinnvoll lokale Maxi-
ma, bzw. lokale Minima zu bestimmen. Zunéchst einmal sollte man im Inneren des betrachteten
Gebiets die kritischen Punkte und die entsprechenden Funktionswerte bestimmen (eventuell auch
Punkte, an denen die Funktion nicht differenzierbar ist und die entsprechenden Funktionswerte).
Danach untersucht man noch den Rand des Gebiets. Beim grofiten so erhaltenen Funktionswert
hat man dann das Maximum, beim kleinsten das Minimum.

26) Berechne das Maximum der folgenden Funktionen (auf den jeweils angegebenen Intervallen,
der maximale Funktionswert ist als Dezimalzahl anzugeben).
a)  f:]0,4] = R, f(z) := —623 + 162z — 243.
b) f:[0,3] = R, f(x):=—92° + 88x.
¢)  f:00,4 =R, f(z):=—62%+ 24z — 15.
d)  f:[0,3] = R, f(x) =223 — 92% + 4z
Bemerkung: Die Ergebnisse dieses Beispiels sind fiir die folgenden beiden Beispiele niitzlich.

27) Auf A:={(5}) e R?:0 <1 <4,0 <2y <3} bestimme das Maximum von
f (%) = b4x179 — 2$13$2 — 9x23.

28) Fiir die auf A:={(71) e R?: 0 < x; <4,0 < 25 < 3} durch
f (5 = 8wymy — 221 2w9 + 229° — 929® + 41y
definierte Funktion berechne das Maximum.

2 2 2 2
29) Setze A := {( > eR*: (”“) + (%2) + (%3) + (%) < 1}. Bestimme [, 252
Hinwess: Fiir d14e in dieser Rechnung auftretenden Integrale verwende passende Substitu-
tionen und die Ergebnisse aus Beispiel 17) b).

30) Untersuche, welche der folgenden Teilmengen von R beziiglich der iiblichen Metrik (also
der Metrik d(x,y) := |x—y|) offen, bzw. abgeschlossen sind (Begriindungen geben). Welche
dieser Mengen sind kompakt (Begriindungen geben).

a)  [~1,3). b)  (—6,2) U (11, 14). o) R
d) [3,7]. e) (=2,5)NQ. f)  [4,+00).

31) In R? mit der iiblichen Metrik untersuche (Begriindungen geben), welche der folgenden

Ty

Teilmengen offen, bzw. abgeschlossen, bzw. kompakt sind (dabei ist stets = (71 ) ).

H() () <)

{xGR ( 5 + 3 <1p.
2 2 2 T2\

b) {zeR*:|zl <3}U {xER D (1 + 18) +<2> <1}.

c) {(EERZ x1>0undx1x2—1}

cer (22) (50) <)

12
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32) Als Grundraum betrachte Q mit der iiblichen Metrik (also der Metrik d(z,y) := |z — y|).
Welche der folgenden Teilmengen sind offen, bzw. abgeschlossen, bzw. kompakt (Begriin-
dungen geben).

a)  (0,1)NQ. b) [0,1]NQ. o) (0,vZ]naQ.

4 (V5r)naQ e)  (=VIL+00)NQ. H [Vi3na

33) Die Menge R sei mit der iiblichen Metrik versehen. Fiir n € Nsei U, := (—%, 14 %) . Zeige,

dass fiir jedes n € N die Menge U, offen ist. Weiters bestimme ﬂ U, , und untersuche ob
n=1
diese Menge offen oder abgeschlossen ist (Beweise!).

Um Extrema von Funktionen unter Nebenbedingungen zu bestimmen kann man die Methode
der Lagrange’schen Multiplikatoren verwenden. Die Grundlage dazu ist das folgende Resultat.
Satz: Sei U C R® offen, v € U und k € N mat k < s. Weiters seien g1,92,...,9x : U = R
stetig differenzierbare Funktionen mit g;(xo) = 0 fir j € {1,2,...,k}, und f : U — R sei eine
Funktion, die in xq differenzierbar ist. Faolls f in xqo ein lokales Extremum auf

{r eU:qg(x)=0,g2(x) =0,...,gx(x) =0}
hat und falls {dgl(xo), dgz(xo), e 7d9k(xo)} linear unabhdngig ist, dann gibt es A\, Ao, ..., Az € R,
sodass

k
=2 Njdg (a)
=1 7

gilt.

Fiir die praktische Anwendung dieses Satzes definiert man die Funktion
x1

1 T
F :zf(g)— ko )\Jgj<:>.

Ak
Esist dann dF = (df — Z;?:l Aidg; gr ... gk), und daher ergibt der obige Satz, dass dF(,,) = 0.
Man setzt also die Ableitung von F' gleich 0 und sucht so nach den Extrema. In der Praxis setzt
man die partiellen Ableitungen nach x, ..., x4 gleich 0 und beachtet die Nebenbedingungen
(Nullsetzen der Ableitungen nach \; liefert nur die bekannten Nebenbedingungen).
Hat man nur eine Nebenbedingung ( (x) = 0), so setzt man die Funktion einfach

?(1) =) ()
x)\s Ts Ts
Musterbeispiel: Dem Ellipsoid {(%) € R3: % + 77 + 2 = < 1} soll der volumsgrofite ach-

senparallele Quader eingeschrieben werden. Berechne die Abmessungen und das Volumen dieses
Quaders.

LOSUNG: Wir konnen annehmen, dass der Quader symmetrisch um 0 liegt. Ist z = (%5) mit
x1,xa, r3 > 0 Eckpunkt des Quaders 80, hat dleser die Seitenlingen 2xq, 2z5 und 2x3, und das
Volumen f( ) = 8:131:1:2963 Wiire 2 =+ 2—7 + < 1, so kénnen wir etwa x; um so viel erhéhen,

1'1

dass == + T3 + = = 1 gilt, und erhalten einen Quader mit grof&erem (oder gleich grofsem)

Volurnen. Deshalb konnen wir annehmen, dass g(z) = % + %2 + 55 — 1 = 0 erfiillt ist. Wir
miissen also das Maximum von f unter der Nebenbedingung g(xz) = 0 bestimmen, wobei x; €

13
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75
berechnen die partiellen Ableitungen von F und setzen sie 0 (Nullsetzen der partiellen Ableitung
nach A liefert nur die bekannte Nebenbedingung, daher lassen wir sie weg).

[O, \/ﬁ}, Ty € {0, \/2_7} und 23 € {0, \/ﬁ} Definiere F := 8z x913—\ (3612 + %272 + % — 1). Wir

0 = 8ayzs — 2Nt

75
i
0= 8zy25 — 2)\2—;
i
0 = 82,20 — 2)\1—; .

Jetzt multiplizieren wir die erste Gleichung mit z; (und bringen 8zjz2x3 auf die andere Seite,
und multiplizieren mit (—1)), die zweite mit x5 und die dritte mit z3 und erhalten

I12
81’11’21’3 =2—

75
8 o2
T1Tol3 = 2A——
12273 o7
2
T3

8 =2 — .
L1123 12

Addieren der drei Gleichungen ergibt dann wegen der Nebenbedingung

Setzt man jetzt 24z x9x5 fiir 2\ in der ersten Gleichung ein, so ergibt sich x;? = 25, also
x1 = 5. Analog erhilt man aus den anderen beiden Gleichungen x5 = 3 und z3 = 2, und es ist

f (%) = 240. Nun betrachten wir den Rand. Dieser besteht aus jenen Punkten des Ellipsoids

(im ersten Oktanten), die z; = 0 fiir ein j € {1,2, 3} erfiillen (aus z; = v/75 folgt x5 = x5 = 0,
aus ro = /27 folgt x1 = x3 = 0 und aus z3 = V12 folgt 1 = o = 0). In diesen Féllen nimmt
die Funktion f den Wert 0 < 240 an. Somit hat der volumsgrofte Quader die Seitenlangen 10,
6 und 4, und sein Volumen ist 240.

34) Auf der Menge

gcc; 1,12 :E22 IE32 ZE42 (ﬂ52 5562
RO.2L 22 728 24 7 70 g
{<z§)e 486+294+216+96+54+24 '

z6
x 207‘7;2 Z 07'I3 207'I4 20,1'5 ZO7$6 20}

Tl
T2
bestimme das Maximum der Funktion f (ii) ‘= X1 X2T3T4T5Tg -
Ts5
T6

35) Berechne das Maximum von

o 3 2

Z ——

f <m§) = T1 T3 T4
T4

;1 ZE12 ZE22 I32 ZE42
auf{(é)éﬂy84—1—634—56—1—28:1,x120,x220,1}320,$420 .

14



36)

37)

38)

39)

40)

41)
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Lose die folgende Aufgabe sowohl auf die  klassische Methode“ (etwa xo durch x; aus-
driicken, und dann in die Funktion einsetzen) als auch mit den Lagrange’schen Multiplika-
toremn.

2 2
Der Ellipse o + 2 < 1 soll das flichengréfite achsenparallele Rechteck eingeschrieben

werden. Welche Abmessungen muss dieses Rechteck haben, und wie grof ist dann die
Flache?

Finde das Maximum der Funktion
T1
2.7 6
f (ii) = T1 X2 XT3X4
T4
2

5 1'12 .%22 33'32 Ty
Fo(B)eR o+ o+ -+ =12 > 0,25 > 0,25 > 0,24 > 0.
" {(ﬁ)e 288+112+64+24 y 1 Z U, X2 Z U, T3 Z U, Ty 2

Berechne das Minimum und das Maximum der Funktion
f (%g) =112 4 292 + x5>

2 2 2
I e T S
auf {(Ii)ER s + 9 + 1 —1}.

Man soll der Menge {(E) ER?: 0+ 2,0 < 2} ein Rechteck einschreiben, und zwar so,
dass die Flache moglichst grof wird. Berechne die Abmessungen und die Fliche dieses
Rechtecks.

Bestimme auf der Menge

T 2073:2 2 07373 2 073:4 20>$5 2073:6 20}

1
2

das Maximum der Funktion f (ij) = 1 2xomsrs iy et
T5
Z6

x1

Es soll der Menge {(iﬁ) eR*: 2110 4+ 2010 + 2310 4+ 2,10 < 236 196} der volumsgrofite

T4
achsenparallele Quader (stets vierdimensional gemeint) eingeschrieben werden. Bestimme

die Abmessungen und das Volumen dieses Quaders.

Musterbeispiel: Sei A C R? das Dreieck mit den Eckpunkten (3), (3) und (2). Berechne

/ 21’13ZE2 .
A

LOSUNG: Zuerst machen wir eine Skizze.

15
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€2

211

T
0 I 3

Nach dem Satz von Fubini kann man hier entweder zuerst nach x; und dann nach =5 oder zuerst
nach x, und dann nach z; integrieren. Wir entscheiden uns fiir die zweite Moglichkeit, und
nachdem unser letztes Integral dann das Integral nach z; ist, miissen wir uns den kleinstmoglichen
und den groftmoglichen Wert fiir z; {iberlegen. Aus der Skizze sehen wir, dass hier 0 < x; < 3
gilt, also haben wir [} ... dx;. Jetzt miissen wir uns fiir ein festes 1 € [0, 3] den kleinstmoglichen
und den groftmoglichen dazugehorigen Wert fiir x5 iiberlegen. Betrachtet man die rosa Linie in
der Skizze, so zeigt uns diese fiir ein festes x; die dazugehorigen Werte fiir x5, und wir sehen,
dass 0 < xy < 224 gilt. Deshalb ist

3 2z
/ 21’1333'2 = / ( / 1 236'13372 dl’g ) dﬁ?l =
A 0 0

2z
:x13122|0 1:43:15

3
:/ Az dy = 486
0

—2,.6)3_
=310 =486

also / 2r13 19 = 486 . o
A

42) Berechne / xysin(z12,), wobei A :={(71) eR?*: 0 <2, < 7,0 < 29 < 1} ist.
A

43) Es sei A C R? das Dreieck mit den Eckpunkten (), (\/og) und (\/\/E) Bestimme

3
/ 182,? sin(z15) .
A

44) Fir die Menge A := {(%) eR: (%)2 + (%2)2 + (%)2 + (%4)2 + (%)2 < 1} berechne
/ (3512 + 51322> . 5
A

Hinweis: Fiir die in dieser Rechnung auftretenden Integrale verwende cos? = 1 — sin? und
die Ergebnisse aus Beispiel 17) b).

16
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too o .
e ¥ dx existiert.

45) Beweise, dass/

—00

Fiir das folgende Beispiel darf die Existenz des gesuchten Integrals vorausgesetzt werden (diese
kann man aus der Rechnung beweisen). Man kann auch fiir [p. f Ellipsoidkoordinaten (bzw.
Polarkoordinaten) verwenden, soferne das Integral existiert. Wie im Standardfall verwendet man
diese Koordinaten, wobei man a; = as = -+ = a;, = 1 setzt. Die Grenzen fiir @1, v, ..., s 1
bleiben gleich wie im Standardfall, nur bei ¢ 4ndern sich die Grenzen auf 0 <t < +o0.

46) Berechne/ e (P Hea®)
R2

-1-00_2
e ¥ dx.

A7) Bestimme /

—00
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