Der Existenzsatz von Giuseppe Peano

Vorraussetzung fiir den Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und
Lindelof ist die Stetigkeit und die lokale Lipschitz-Stetigkeit in x der Funk-
tion f. Unter der einfacheren, aber schwicheren Annahme, dass f stetig ist,
erhilt man immer noch die Existenz von lokalen Losungen. Allerdings muss
diese Losung nicht mehr eindeutig sein. Dies zeigt das Beispiel der Differen-
zialgleichung #(¢) = 3z(t)5, (0) = 0. Hier ist die Funktion 3z5 stetig, und
sowohl z(t) := 0, als auch z(¢t) := ¢ sind Losungen dieser Differenzialglei-
chung. Jetzt formulieren und beweisen wir den Existenzsatz von Peano.

Satz 1. Esseienr € N, tg € R, xg € R" unda,b, M € R mita > 0,b > 0 und
M > 0. Weiters sei f : B(xo,b) X [to — a,to +a] — R" eine stetige Funktion,
die |f(x,t)| < M fiir alle (z,t) € B(xo,b) X [to — a,ty + a] erfillt. Setze
o = min {a, %} Dann gibt es eine stetige Funktion x : [ty — «, to+ o] — R”
mit x(ty) = o, die &(t) = f(x(t),t) fir alle t € (to — a,to + ) erfillt.
Auperdem gilt |x(t) — x| < M|t —to| fiir alle t € [to— o, to+ ], insbesondere
ist x(t) € B(wxo,b) fiir alle t € [ty — a, to + a.

Beweis. Wegen einer Folgerung aus dem Satz von Stone-Weierstrak gibt es zu
jedem n € N eine Lipschitz-stetige Funktion f, : B(xg,b) X [to — a, to + a] —
R™ mit | fu(z,t)] < M fiir alle (z,t) € B(w,b) x [to — a,ty + a], sodass
| fo—=flloo < % gilt. Da f,, Lipschitz-stetig ist, ist f,, stetig und lokal Lipschitz-
stetig in x. Deshalb gibt es nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz von
Picard und Lindel6f eine eindeutig bestimmte stetige Funktion z, : [ty —
a, to + o] = R mit z,(t0) = xo und @, (¢) = fo(za(t),t) fiir alle ¢t € (ty —
a, to+ a), und diese Funktion erfiillt |z, (t) — xo| < M|t —to| fiir alle t € [ty —
a, to + a]. Nachdem @, (t) = f,(z,(t),t) gilt, folgt aus einer Proposition (die
mit Hilfe des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung bewiesen
wurde), dass x,(t) = zo + Li fn (ajn(s), s) ds fiir alle t € [ty — a, to + o] gilt.

Definiere F als den Abschluss von {z, : n € N} in (C([to — o, to +
a,R"),||.]1), also F := {x, : n € N}. Da [tg — v, to + ] eine beschriinkte und
abgeschlossene Teilmenge von R ist, ist [to—«, to+«] kompakt. Offensichtlich
ist F abgeschlossen. Wir werden jetzt zeigen, dass F auch beschrinkt und
gleichgradig stetig ist. Es sei y € F und € > 0. Dann gibt es ein n mit
[y — nlloo <& Wegen [y()] — |za ()] < |y(t) —zn(t)] < [ly — 2alloo < € und

|2n(8)] = 0| < |an(t) — x| < M|t —to] < Ma
——
<«
erhdlt man |y(t)] < |z, (¢)| + ¢ < |xo| + Ma + ¢ fiir alle t € [ty — a, ty + .
Somit ist auch ||y]le < |xo| + Ma + €, und weil € > 0 beliebig war, ist
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lYlloo < |To| + Mav. Es gilt also ||y||oo < |zo| + Ma fiir jedes y € F, wodurch
die Beschranktheit von F gezeigt ist.

Jetzt sei € > 0. Setze § := 35;. Dann ist 0 > 0. Es seien ¢1,1, € [tg —
a, to+al so, dass |t; —ta| < §. Weiters sei y € F beliebig. Dann gibt es ein n

mit |y — 2p[|e0 < 5. Wir erhalten
/ fa(zn(s),s) ds| <
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Deswegen ist

ly(t1) — y(ta)| < \’y(tl) - xn(tl)L+ |20 (1) — Zn(t2)] + |2n(t2) — y(t2)\/ <
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Dabher ist F gleichgradig stetig.

Die Menge F ist somit eine beschriankte, abgeschlossene und gleichgradig
stetige Teilmenge von (C([to — o, to + o, R"), |.]|), wobei [ty — a,to + o]
ein kompakter metrischer Raum ist. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist F
daher kompakt, und auch folgenkompakt. Nachdem (z,,) eine Folge in F ist
und F folgenkompakt ist, gibt es eine Teilfolge (x,, ) von (z,) und ein z € F
mit limy_o0 |25, — Z|lc = 0 (weil es eine andere Teilfolge geben konnte, die
gegen ein anderes Element von F konvergiert, erhdlt man nicht mehr die
Eindeutigkeit der Losung).

Sei ¢ > 0. Es ist B(wg,b) x [ty — a,ty + a] eine beschrinkte und abge-
schlossene Teilmenge von R™™!, und deshalb ist sie kompakt. Daher ist die
stetige Funktion f auch gleichméiféig stetig. Somit gibt es ein ¢ > 0, sodass
|fyt) = fyo, )| < 55 [to—a,to+a] und alle y1, y5 € B(wo, b)
mit |y; — y2| < 6. Dann gibt es ein k, sodass ||z, — z|ls < min {4, ﬁ}
und || fo, = fllo < 5o5q- Fiir jedes s € [to — a,tp + o] ist dann wegen
‘xnk $)—x(s)| < ||lzn, —2lls < & die Eigenschaft | f(zy,(s),s) — f(z(s), s)| <
erfiillt. Jetzt sei t € [ty — a, to + | beliebig. Man erhélt somit
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Weiters gilt auch

‘ / [Fou (@0 (5),5) = F (s (5).5) | ds

< fny— f\\oo<ﬁ

t
€ €
< ds| < a ,
/t0204—|—1 ‘_ 20+ 1

=55 [t — 1o
/t(fnk<xnk(3>a3)—f(IE(S),S))ds <
<[ (el = 1(on),9)) ] +
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S|ft"0 |fnk(xnk(s),s)f}r(xnk (s),8)| ds|<az=
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erhalten. Daraus ergibt sich

x(t) — (xo + /tf(:c(s), s) ds

to
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Weil ¢ > 0 beliebig war, muss z(t) = xo + ft f(z(s),s) ds fiir jedes t €

[to — a,ty + « gelten. Aus einer Proposition (die mlt Hilfe des Haupt-
satzes der Differenzial- und Integralrechnung bewiesen wurde) folgt, dass
i(t) = f(z(t),t) fir alle t € (fo — o to + @) gilt. Weiters ist z(ty) =
xo + ftzo f(z(s),s) ds = wo.

Damit ist die Existenz elner Losung gezeigt. Fiir ein beheblges t 6 [to —
a,to+ ] gilt z(t) — xo = ft dswegenx()—xo—l—ft ,8)ds,



4 EXISTENZSATZ VON PEANO

und daher

|(t) — @o| = < < M|t —to.

/t: f(z(s),s)ds

/ Fla(s), s) ds
tO %/_/
<M

Somit haben wir auch die gewiinschte Abschitzung fiir diese Losung gezeigt.
Wegen

erhalten wir schlieklich auch x(t) € B(xo,b) fiir alle t € [ty — «, to +a], womit
der Beweis beendet ist. ]



