Erwartungswert

Naiv stellt man sich unter dem Erwartungswert einer Zufallsvariablen X
Folgendes vor. Man fiihrt das Experiment n-mal durch und bestimmt den
Mittelwert (arithmetisches Mittel) der dabei fiir X erhaltenen Werte. Jetzt
lasst man n gegen Unendlich gehen, und bestimmt den Grenzwert dieser
Mittelwerte. Dieser Grenzwert ist der Erwartungswert £(X) dieser Zufalls-
variablen X. Damit ergibt sich auch die Vorstellung des Erwartungswerts,
namlich dass nach ,yielen Versuchen* der Mittelwert ungefahr der Erwar-
tungswert ist.

Jetzt wollen wir den Erwartungswert axiomatisch definieren. Diese De-
finition entspricht der Definition des Integrals f X dP aus der Mafktheorie,
das Lebesgue-Integral ist ein Spezialfall dieses maftheoretischen Integrals.
Man kann also sagen, dass E(X) = [ X dP gilt, deshalb nennt man Zu-
fallsvariable mit Erwartungswert auch integrierbar. Es ist die Definition des
Erwartungswerts insofern ein bisschen einfacher als diejenige des allgemei-
nen mafstheoretischen Integrals, weil P(2) = 1 gilt, wihrend auf allgemeinen
Mafsraumen das Maf des ganzen Raumes auch den Wert co ergeben kann (et-
wa beim Lebesgue-Mak). Zuerst wird der Erwartungswert fiir Zufallsvariable,
die nur endlich viele Werte annehmen, definiert.

Definition 1. Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R
eine Zufallsvariable, die nur die endlich vielen Werte {ay,a9,...,ax} an-

k
nimmt. Dann definiert man F(X) := Z a;P(X = «j).
j=1

Proposition 1. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R
eine Zufallsvariable. Es gibe eine endliche Zerlequng C von (), sodass es fiir
alle C € C ein ac € R gibt, das X(w) = ac fir alle w € C erfillt. Dann gilt

E(X)=> acP(C).

ceC

Beweis. Wegen der Voraussetzung nimmt die Zufallsvariable X nur endlich
viele Werte {aq, as, ..., a} an. Fiir jedes j € {1,2,...,k} gibt es eine Teil-
menge C; C C mit ac = «; fiir alle C' € C;. Deshalb erhélt man, dass
{X = o5} = UCECJ_ C gilt. Nachdem C eine Zerlegung ist, sind ihre Ele-
mente paarweise disjunkt, und daher ist P(X = a;) = > e, P(C). Da-
durch gilt auch }-ccc. \ag_/P(C) = ajcezc P(C) = a;P(X = «;). Somit ist

—_——
=P(X=qa;)

=
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Y cecacP(C) =371, Czc: acP(C) et 1 E(X), womit das gewiinschte
€l
———
:Oé‘jP(X:Oéj)
Resultat bewiesen ist. O

Proposition 2. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei X : Q — R
eine Zufallsvariable, die nur die endlich vielen Werte {aq, s, ..., a.} an-
nimmt, und Y : Q0 — R sei eine Zufallsvariable, die nur die endlich vielen

Werte {1, B2, ..., Bs} annimmd.

(1) Esgilt E(X+Y)=E(X)+E(Y).

(2) Fir o € R gilt E(aX)=aE(X).

(3) Falls X <Y erfillt ist, dann gilt E(X) < E(Y).

Beweis. Fir j € {1,2,...,r} und k € {1,2,..., s} setze
Cij = {X = Oéj} N {Y == ﬂk}

Sei C die Zerlegung, die aus den nichtleeren C;’s besteht. Dann gibt es fiir
jedes C' € C ein a¢ € R und ein be € R, sodass X(w) = ac und Y (w) = be
fiir alle w € C' gelten.

(1) Falls C' € C, dann gilt (X + Y)(w) = X(w) + Y(w) = ac + be fiir
—— N

=ac =bo
alle w € C'. Deshalb gilt
E(X + Y) Propo?tion 1 %(CLC + bC)P(C) -
= acP(C) + > beP(C) = E(X)+ E(Y),
g‘eC , \Cec B
Propo?tion 1E(X) Propoztion lE(Y)

womit (1) bewiesen ist.
(2) Es ist (aX)(w) = aX(w) = aac fir alle w € C, soferne C € C.
——

=ac

Dadurch ist E(aX) = Y cecvacP(C) = aZaCP(C’) = aF(X),

Proposition 1
ceC

=  EX)

Proposition 1

wodurch auch (2) gezeigt ist.
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(3) Wegen X <Y gilt ac < b fiir jedes C' € C. Somit ist

E(X) Propoztion 1 Z\GQJP(C) S ZbCP(O) = E(Y) )
C <bo cec

= B(Y)

Propo;tion 1
und auch (3) ist gezeigt. O

Wie iiblich wird fiir A € A die charakteristische Funktion 14 : Q@ — R

durch
1, fallsw € A,
1A(w) =
0, fallswe N\ A4,

definiert. Nimmt die Zufallsvariable X nur endlich viele Werte an, und ist
A € A, so nimmt auch 14X nur endlich viele Werte an. Falls X > 0 gilt, und
A e Aist, dann gilt X > 1,X > 0. Fiir A B€ Amit AC Bund X >0
gilt X > 1pX > 1,X > 0. Weiters ist ) .. 1lc = 1, soferne C eine endliche
Zerlegung von (9, A, P) ist. Jetzt werden wir zeigen, dass E(1,X) = 0 gilt,
wenn X nur endlich viele Werte annimmt und P(A) = 0 ist.

Proposition 3. Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € A
mit P(A) = 0. Weiters sei X : Q — R eine Zufallsvariable, die nur endlich
viele Werte annimmt. Dann gilt E(1,X) =0.

Beweis. Die Zufallsvariable X nimmt nur die Werte {aq, ag, ..., ax} an. Set-
ze Cyp = Q\ A und fir j € {1,2,...,k} setze C; := AN{X = o;}.
Dann ist {Cy,Cy,Cs,...,Cy} eine endliche Zerlegung von (Q, A, P). Fiir
Je{1,2,... k} gilt 14X (w) = a; fiir alle w € C; und es ist 0 < P(\C’JJ) <

cA

P(A) =0, also P(C;) = 0. Weiters gilt 14X (w) = 0 fiir alle w € Cj. Daher
ist B(14X) = 0P(Co) + 3%, a; P(C;) = 0 und damit haben wir
Proposition 1 J ——
=0
E(14X) = 0 gezeigt. O

Als néchsten Schritt wird der Erwartungswert fiir nichtnegative Zufallsva-
riable definiert. Dazu ist zuniichst einmal auch der Wert +o0o zugelassen. Um
den Erwartungswert in diesem Fall zu definieren, bendtigt man die folgenden
Resultate.

Proposition 4. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R
eine Zufallsvariable, die X > 0 erfillt. Weiters seien (X,)nen und (Yy)nen
Folgen von Zufallsvariablen, die 0 < X7 < Xo < X3 < -+, fiir jedes n € N
nimmt X, nur endlich viele Werte an, 0 < Y] < Yy, < Y3 < .-, fiir
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jedes n € N nimmt Y, nur endlich viele Werte an, lim X, (w) = X(w)
fir alle w € Q und lim Y, (w) = X(w) fir alle w € Qn;’};jllen. Dann gilt
hm E(X ) = sup E(X ) = hm E(Y )= sup E(Y,), wobei fir die Limiten
und die Suprema auch der Wert +00 zugelassen 18t.

Beweis. Wegen Eigenschaft (3) aus Proposition 2 sind die Folgen (E(X">)nEN

und (E(Yn>)n€N monoton wachsend. Wird auch der Wert +o00 als Grenzwert
und Supremum zugelassen, so existieren die folgenden Grenzwerte und Su-
prema, und es gelten lim, .., E(X,) = sup, ey £(X,,) und lim,_,. E(Y,) =
sup,en E(Yr)-

Es sei s < lim, o, F(X,,). Dann gibt es ein N € N mit F(Xy) > s. Die
Zufallsvariable X nimmt die Werte {a1,a9,...,a,} an, dabei ist o; > 0 fiir
alle j € {1,2,...,7}. Setze 0 := (E(Xy) — s) Dann ist 6 > 0 und es gilt
E(XN)—2(5>3 Fir j € {1,2,...,r} setze A; .= {Xn = a;}.

Fixiere ein j € {1,2,...,r}. Falls w € Aj ist, dann gilt o; — 6 < a; <
X(w). Definiere A;, = {w € A4; : Y, (w) > a; — §}. Weil (Y,)nen monoton
wachsend ist, gilt A;,, C A;,4 fiir alle n € N. Nachdem lim,,_, Y, (w) =
X(w) firallew € Q,ist | J 2 A;,, = A;. Wegen der Stetigkeitseigenschaft gilt
lim,,_,o P(A;,,) = P(A;) und daher lim,,_,o(a; —9)P(A;,) = (o; —0) P(A;).
Wenn P(A;) > 0 ist, dann ist (a; — 0)P(A;) > (a; — 20)P(A;), und im
Fall P(A;) = 0 ist P(A;,) = 0 fiir alle n. Deshalb gibt es ein N; € N
mit (Oéj — 5)P(Aj7n) Z (aj — 26)P<Aj> fir alle n Z Nj. Ist n Z Nj7 SO ist
1a;,Yn > (o —9)14,,,, und damit

E(14,Y,) > E(14,,Y,) = E((0; — 6)14,,,) =

(2) aus Proposition 2

= (a; = 0)E(l4,,) = (aj = 0)P(Ajn) = (o — 20)P(4;) .
——

-

=P(Ajn) >(aj—20)P(Ay)

Somit wurde gezeigt, dass es zu jedem j € {1,2,...,7} ein N; € N gibt,
sodass E(14,Y,) > (o — 20)P(A;) fiir alle n > N; gilt.

Betrachte ein n € N mit n > max{Ny, No,..., N }. Weil {41, Ay, ..., A}
eine endliche Zerlegung ist, gilt 25:1 14, = 1 Dann ist

E(Y,) = E(Y, (Z 14, ) —

aus Proposition 2

fZ
E(14.Y,) >Za] : —25213 E(Xy)—26>5.
= \ﬂ,ﬂ_/
= (0 —20)P(A;) %,_/ A/—/
E(XN) =1

Deﬁnltlon 1
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Dadurch ist lim, . E(Y,) = sup,ey F(Yn) > s, und deswegen erhalten
wir lim, oo E(Y,) = sup,eny E(Ys) > lim, o E(X,,) = sup,,ey £(X,). Ver-
tauscht man die Rollen von (X,,)nen und (Y}, )nen so ergibt sich daraus auch
lim,, oo E(X,) = sup,ey £(X5) > lim, o0 E(Y;,) = sup,,cy £(Y5,). Damit ist
die Gleichheit gezeigt und das Resultat bewiesen. O]

Proposition 5. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R
eine Zufallsvariable, die X > 0 erfillt. Fir n € N definiere X,, : @ — R
durch

X, (w) = 2%7 falls 2% < X(w) < % fiir ein k€ {0,1,2,...,2% — 1},
2" falls X (w) > 2™,

Dann ist X, fiir jedes n € N eine Zufallsvariable, die nur endlich viele Werte
annimmt. Weiters gilt 0 < X7 < Xy < X3 < --- und fiir jedes w € Q gilt
lim X,(w) = X(w).

n—oo

Beweis. Offensichtlich nimmt die Funktion X, nur die endlich vielen Werte
{0,2%,2%, o 72"} an, und es gilt {X,, = 2%} = {2% <X < %} e A, falls
k< 2?, und {X, = 45 = 2"} = {X > 2"} € A, falls k = 2%". Damit ist
X, eine Zufallsvariable, die nur endlich viele Werte annimmt, und X,, > 0
erfiillt. Sei w € €. Betrachte ein beliebiges n € N. Wenn X (w) > 27! gilt,
dann ist X, (w) =27 < 2" = X /1 (w). Ist X (w) > 2" so gibt es ein k €
{0,1,...,22"D — 1} mit 2 < X(w) < 2L, Soferne dieses k > 2271 igg,
ist X(w) > 2" und X, (w) = 2" = 2;%1 < 3£+ = Xn41(w). Andernfalls
gibt es ein p €€ {0,1,...,2% — 1} mit k = 2p oder k = 2p + 1. Dadurch ist
2p < k < k41 < 2p+2 = 2(p+1) und somit 5= < 2,1% < X(w) < 2"’;;:11 < ’;inl.
Deshalb ist X, (w) = & < 587 = X, 41(w).

Jetzt seie > 0. Wihle N € N so, dass X (w) < 2V und 55 <e.Sein > N.
Dann gibt es ein k € {0,1,2,...,2?" — 1} mit £ < X(w) < £, Deswegen

ist X,(w) = 2 und daher |X,(w) — X(w)| = X(w) — & < & < e. Nachdem
—— ——

=g <5
w € Q beliebig war, gilt 0 < X; < Xy < X3 < -+ und lim, o X, (w) =
X (w) fiir alle w € €. O

Definition 2. Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R

eine Zufallsvariable, die X > 0 erfiillt. Dann definiert man E(X) durch

E(X):= lim E(X,), wobei der Wert +oo fiir E(X) zugelassen ist, und
n—oo

(X1 )nen eine Folge von Zufallsvariablen ist, die 0 < X; < X, < X3 < --- fiir
jedes n € N nimmt X,, nur endlich viele Werte an, und lim X, (w) = X(w)
n—o0

fir alle w € Q erfiillen.
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Diese Definition bedarf einer Rechtfertigung. Zunéchst folgt aus Propo-
sition 5, dass es eine Folge (X,,)neny mit den in der Definition geforderten
Eigenschaften gibt. Aus Proposition 4 folgt, dass diese Definition nicht von
der konkreten Wahl der Folge abhéngt. Jetzt zeigen wir, dass fiir nichtnegati-
ve Zufallsvariable mit nur endlich vielen Werten Definition 1 und Definition 2
denselben Wert ergeben.

Proposition 6. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R
eine Zufallsvariable, die nur endlich viele Werte annimmt und X > 0 erfillt.
Weiters sei (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen, die 0 < X; < X, <
X3 < -+, fiir jedes n € N nimmt X,, nur endlich viele Werte an, und
nhjEO Xn(w) = X(w) fir alle w € Q erfiillen. Dann ist r}gn;o E(X,) =FEX).

Beweis. Definiere Y, ;= X firn € N. Dannist 0 < Y; <Y, <Y3 < ..., fiir

jedes n € N nimmt Y,, nur endlich viele Werte an, und lim,,_,,, X, (w) = X (w)

fiir alle w € Q. Nach Proposition 4 ist lim, .., F(X,) = lim, . E(Y,) =
~——

—E(X)
E(X), wodurch das Resultat gezeigt ist. O

Wie iiblich wird im folgenden Resultat die Konvention z 4 (+o00) =
(+00) + z = +oo fiir alle # € R und (+00) + (+00) = +o0. Auberdem
soll wie iiblich x < 4o0 fiir alle x € R gelten.

Proposition 7. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien X :
Q=R undY : Q— R Zufallsvariable mit X >0 und Y > 0.

1) Bsgilt E(X+Y)=EX)+E(Y).

2) FiraeR, a>0 git E(aX)=aF(X).

4

(1)

(2)

(3) Bsist E(X)>0.
(4) Wenn X <Y gilt, dann ist E(X) < B(Y).
(5)

5) Falls A€ A und P(A) =0, dann gilt E(1,X) =0

Beweis. Wegen Proposition 5 gibt es Folgen (X,,),en und (Y},),en von Zu-
fallsvariablen, sodass X, und Y, fiir jedes n € N nur endlich viele Werte
annehmen, 0 < X; < Xp < X3<---,0<YV; <Y, <Y< -+, und
lim,, 0o Xp(w) = X(w) und lim,,_, Y, (w) = Y(w) fiir alle w € Q gelten.

(1) Auch X,, + Y, nimmt fiir jedes n € N nur endlich viele Werte an,
esist 0 < X74Y, < Xo+Y, < X3+4Y; <---, und fiir jedes w € Q gilt
lim, oo (X + Y2)(w) = limy, oo Xp(w) + limy, 4o Yy (w) = X(w) + YV(w) =
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(X +Y)(w). Deshalb ist E(X +Y) = lim,e E(X,+Y,) =
—_——

= E(Xn)+E(Yn)

(1) aus Proposition 2

limy, oo B(Xy) + limy, o E(Y,) = B(X) + E(Y).
(2) Weil a > 0 ist, nimmt oX,, fir alle n € N nur endlich viele Wer-

te an, wir haben 0 < aX; < aXy; < aX3 < ---, und fiir jedes w € Q
gilt lim,, oo (X)) (w) = alim, o X, (w) = aX(w) = (aX)(w). Man erhilt
E(aX) =lim, E(aX,) = alim, . F(X,) = aE(X).
(Xn)
= al(Xn

(2) aus Proposition 2

(3) Aus (3) in Proposition 2 folgt, dass E(X,,) > E(0) = 0 fiir alle n € N.
Daher ist E(X) = lim, o E(X,) > 0.
>0
(4) Setze Z :=Y — X. Dann ist Z eine Zufallsvariable und wegen X <Y
ist Z > 0. Man erhélt wegen (3), dass E(Z) > 0gilt. Da X+Z = X+Y —-X =
Y, ergibt sich aus (1), dass E(Y) = E(X + Z) = E(X) +£(/Z_2 > E(X).

>0
(5) Es nimmt auch 14X, fiir alle n € N nur endlich viele Werte an,
wir haben 0 < 1,X; < 14Xy < 14X3 < -+, und fiir jedes w € Q gilt

limy, 00 (14X, ) (w) = (14X)(w). Somit ergibt sich
’I’L—}OOE,—/
Propo?tion 3
womit das gewiinschte Resultat gezeigt ist. O]

Damit konnen wir jetzt den Erwartungswert allgemein definieren. Zur
Erinnerung erwihnen wir, dass X = Xt — X~ und |X| = X 4+ X~ gelten.

Definition 3. Es sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R
eine Zufallsvariable. Man sagt X ist integrierbar, falls E(X*) < +oo und
E(X ™) < 4+o0. Fiir eine integriebare Zufallsvariable X wird der Erwartungs-
wert E(X) durch E(X):= E(X*")— E(X") definiert.

Definition 4. Die Familie aller integrierbaren Zufallsvariablen auf (€2, A, P)
bezeichnet man mit L'(Q, A, P) (oder kurz L', soferne es keine Missverstéind-
nisse geben kann).

Proposition 8. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R
eine Zufallsvariable. Dann ist X genau dann integrierbar, wenn |X| inte-
grierbar ist, und es gilt |E(X)| < E(|X]).
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Beweis. Zuerst sei X integrierbar. Wegen E(X ™) < 400 und E(X ™) < +00
ist nach (1) aus Proposition 7 E(|X|) = E(XtT+ X ) =E(X")+ E(X") <
+00. Damit ist | X| integrierbar.

Jetzt sei | X| integrierbar. Weil 0 < X+ < |X| und 0 < X~ < | X]| folgt
wegen (4) in Proposition 7, dass E(X1) < E(|X|) < 400 und E(X™) <
E(|X]) < +00. Deswegen ist X integrierbar.

Esist |[E(X)|=|E(XT)—E(X)|<EX")+EX )=EX"+X7)=
E(]X]). Wir haben damit auch die ,Dreiecksungleichung” fiir den Erwar-
tungswert gezeigt. O

Proposition 9. Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und es sei
X : Q = R eine Zufallsvariable, die nur endlich viele Werte annimmt. Dann
ist X integrierbar und der in Definition 2 definierte Erwartungswert stimmt
mit den in Definition 8 definierten Erwartungswert tiberein.

Beweis. Setze Ay := {X > 0} und Ay := Q\ Ay. Dann ist {A;, Ay} eine

endliche Zerlegung und es gelten X+ = 14, X und X~ = —14,X. Als endliche

Summen sind E(X ") < 400 und E(X ™) < 400, wodurch X integrierbar ist.

Somit ist E(XT)—E(X7) = E(14,X)— E(—14,X) = FE(14,X)+
—_———

—E(1A2X)

(2) aus Proposition 2

E(14,X) = E((14, +14,)X) = E(X), womit gezeigt ist, dass
(1) aus Proposition 2 ————
=1
beide Definitionen iibereinstimmen. O

Proposition 10. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R
und Y : Q0 — R seien integrierbare Zufallsvariable.

(1) Dann ist X +Y integrierbar und es gilt E(X +Y) = E(X)+ E(Y).
(2) Fir o € R ist aX integrierbar und es gilt E(aX)=aE(X).

(3) Wenn X <Y gilt, dann ist E(X) < E(Y).

(4) Falls A € A und P(A) =0, dann gilt E(14X) =0

Beweis. (1) Setze Ay := {X > 0} N{Y > 0}, 4, .= {X < 0} n{Y < 0},
Ay = {X > 0}n{Y < 0}n{X+Y >0}, A4y ={X >0} n{Y <
0FN{X+Y <0}, A ={X<0}n{Y >0}Nn{X+Y >0}, 45 :={X <
0}N{Y >0} N{X +Y < 0}. Dann ist {A;, Ay, A3, Ay, A5, Ag} eine endliche
Zerlegung. Auf A1 ist X T =X, YT =Y (X+Y)"=X4Y =X"+Y " und
X~ =Y~ =(X+Y) =0,als0 1y, (X +Y)* = Ly, (X++Y*) und 1o, (X +
Y)™ = 14,(X~ 4+ Y 7). Daher ist wegen (1) aus Proposition 7 E(1,(X +
Y)+) = E(1A1X++1Aly+) == E(1A1X+)—|—E(1Aly+) und E(lAl (X—l—Y)—) =
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E(1a, X~ +14,Y") = E(14,X7) + E(14,Y 7). Wir erhalten auf A,, dass
Xt=Y"=Y=(X+Y)"=0,und X~ =—-X, Y =Y und (X+Y)~

—(X4Y)=X +4+Y ,also 14 (X + V)" =14, (XT+Y") und 14,(X +
Y)™ = 14,(X~ +Y7). Nach (1) aus Proposition 7 ergibt sich F(14,(X +
Y)+) = E(1A2X++1A2y+) = E(1A2X+)+E(1A2y+) und E(lAQ(X—f—Y)_) =
E(14, X +14,Y7) = E(14,X ")+ FE(14,Y 7). Man erhilt auf A3, dass X =
XY =Y, (X4Y)" =X4+Y =X"-Y ,und X~ =YY" =(X+Y) =
0, also 14,(X + Y)t = 14,(XT — Y ). Wegen (1) aus Proposition 7 ist
E(4,XT) = E(1,(X + V)" 4+ 14,Y7) = E(la,(X +Y)7) + E(1a4,Y ),
also E(14,(X +Y)") = E(14,X") — E(14,Y "), und E(14,(X +Y)") =
0= B(14,X") — E(1y,Y*). Auf Ay ist X* = X, Y~ = -V, (X +Y)"

—(X+4Y)=—-X"+Y ,und X° =Yt = (X +Y)" =0, und deshalb
14,(X+Y) = 14(-XT+Y"). Aus (1) in Proposition 7 erhalten wir
B(La,Y") = B(Ly (X + V) + 1y, X) = B(Ly, (X +Y)) + B(Ly, X*),
also E(1A4(X + Y)_> = —E(1A4X+) + E(1A4Y_), und E(1A4(X + Y)+) =
0=—FE(14,X7)+ E(14,Y"). Wir erhalten auf A, dass X~ = —X, Y+ =
VY, X4+4Y)F=(X+Y)=-X"+Y",und XT =Y = (X+Y) =
0, also 14, (X +Y)" = 14,(—X~ + Y™). Wegen (1) aus Proposition 7 ist
E(LaY") = E(Lag(X +Y)* + 1, X7) = B(Ly,(X + Y)¥) + B(15,X"),
also E(1A5(X + Y)+) = —E(1A5X_) + E(1A5y+), und E(1A5(X + Y)_) =
0=—FE(14,XT)+ E(14,Y ™). Schlieblich ergibt sich auf As, dass X~ = — X,
Yt =V, (X4Y) = —(X+Y) =X —Y+ und X+ =YV~ = (X +Y)~ =0,
also 14,(X +Y)” = 14,(X~ —Y™). Deshalb erhalten wir wegen (1) aus
Proposition 7, dass E(14,X7) = E(14,(X +Y) + 14,Y") = E(14,(X +
Y)7)+ E(1a,Y ™), somit E(14,(X +Y)7) = E(14,X7) — E(14,Y"), und
E(1y,(X +Y)*) = 0 = BE(14,X*+) — E(14,Y"). Deshalb ist E(X + V) =

E(X+Y)") —E(X+Y)) = E(14,(X+Y)") + E(14,(X +Y)*) +
E(lay(X+Y))+E(1a,(X+Y) )+ E(La,(X+Y)") + E(1ag (X +Y)T) —
E(lAl(X—i‘Y) ) (1A2(X—|—Y)7 —E(lAg(X—f-Y) ) E(1A4(X—|—Y) )—
E<1A5(X—|—Y) ) E(lAb(X—i—Y)*) E(lAlXJr)+E(1Aly+)—|—E(1A2X+)—|—
E(1A2 )+E(1A3X+) E(1A3Y ) E(1A4X ) (1A4y+) (1A5 _)+
E(1A5 ) E(1A6X+) E<1A6Y_)_E(1A1X_) E(lAl )_E(lAQ _>_
E(1LY ) —FE(14X )+ E(Q,Y )+ E(14,XT)—E(14,Y )+ E(14, X)) —
E(14,Y ) —E(I4, X )+ E(14,Y ") = E(14, X))+ E(14,XT)+FE(14,X")+
E(1a, XN+ E(a,XT)+ E(1agX ") = E(14, X7) = E(14, X7) = E(14,X7) —
E(1A4X_)_E(1A5X_)_E(1A6X_)+E(1Aly+)+E(1Azy+)+E(1A3y+)+
E(1A4y+) + E(1A5y+) +E<1A6Y ) - E(1A1Y_) - E<1A2Y_) - E(lASY_) -
E(la,Y )= E(laY ") —E(laY ") = E(XT) - EX7)+EY ") -EY ") =
E(X)+ E(Y)

(2) Im Fall @ > 0 ist (X))t = X' und (aX)~ = aX~. Daher folgt
wegen (2) aus Proposition 7, dass E((aX)") = E(aX") = aF(X™") und
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E((aX)”) = E(aX ™) = aF(X ™). Daraus ergibt sich E(aX) = E((aX)")—
E((aX)) = a(B(XT) — E(X7)) = aB(X). Fir a < 0 ist (aX)" =
(—a)X~ und (aX)” = (—a)X . Wegen (2) aus Proposition 7 erhalten wir
E((aX)") = E((=a)X7) = —aBE(X") und E((aX)”) = E((-a)XT) =

—aE(XT), und deshalb E(aX) = E((aX)") — E((aX)") = —a(E(X") —

(3) Da X < Y ist, ist Y — X > 0 und wegen (3) aus Proposition 7
erhdlt man, dass E(Y — X) > 0. Unter Verwendung von (1) und (2) ergibt
sich daraus, dass 0 < E(Y — X)) =E(Y + (-1)X) = E(Y)+ E((-1)X) =
E(Y) + (-1)E(X) = B(Y) — E(X), und deshalb E(X) < E(Y).

(4) Hier ist (14X)T = 14X und (14X)” = 14X . Wegen (5) aus
Proposition 7 ist F(14X") = 0 und E(1,X~) = 0. Deswegen erhélt man
B(14X) = B(14X)*) — E(14X)") = B(1uX*) — E(14X") = 0. O

Proposition 11. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R
eine ZLufallsvariable.

(1) Falls Y : Q — R eine integrierbare Zufallsvariable ist, und X =Y fast
tiberall gilt (also P(X #Y') =0 ist), dann ist X integrierbar und es gilt
E(X)=E({Y).

(2) Es gibe ein o € R mit X = « fast tberall (also P(X = «) = 1). Dann
ist X integrierbar und es gilt E(X) = a.

Beweis. (1) Setze A; :={X # Y} und Ay := Q\ A;. Dann ist {A;, Ay} eine
endliche Zerlegung und P(A;) = 0. Es ist

E(X)=E(14X +14,X) = E(14,X) +E(14,X)=
(1) aus Proposition 10 —— N——"
= =14,Y
(4) aus Proposition 10
= E(14Y = E(14,Y +14,Y).
\q/ + ( - ) (1) aus Proposition 10 ( At +la, )

= E(la,Y
(4) aus Proposition 10 ( ! )

(2) Nach Proposition 9 ist E(a) = aP(Q) = a. Wegen (1) ist X inte-
grierbar und E(X) = a. O



