Gleichméafiige Stetigkeit

Definition. Sei A C R® nichtleer und sei f : A — R" eine Funktion. Dann
heifst f gleichméRig stetig, wenn Ve > 039 > 0Vz,y € A mit |z —y| < ¢ :

f(@) = fy)l <e.

Es hingt ¢ also nur von f und e ab, wihrend es bei der Stetigkeit noch
zusatzlich von x abhéngt.
Beispiel. Die Funktion f: R — R, f(z) := ax + b ist gleichmékig stetig.

Sei € > 0. Wihle 0 := —==. Seien z,y € R so, dass |z — y| < J. Dann ist

la|+1"
(@)= F(y)] = (az +b) — (ay + )| = la(e )] = lalle —y| < e < c.
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Beispiel. Definiere f : R — R durch f(x) := x2. Dann ist f nicht gleichmiiRig
stetig.
Setze gy := 1. Sei § > 0. Wahle z := % und y = %—k %. Dann gelten

2
]x—y]:g<5und|f(x)— f(y) |:2+%21:50.
3w =5+t

Beispiel. Es sei f : (0,1] = R durch f(z) := sin = definiert. Dann ist f nicht
gleichméfig stetig.

Setze g := 1. Fiir n € N definiere a,, := w75— und b, := z5—. Dann
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gilt a, —b, = 0—0 = 0. Sei § > 0. Es gibt dann ein n mit |a, — b,| < d.
Wegen f(a,) = sin(3 + 2mn) = 1 und f(b,) = sin(3 + 2mn) = —1 ist

[f(an) = fu)l =1 = (=1)| =2 > 1 = &.

Proposition 1. Es sei A C R® nichtleer, f1, fo : A — R" seien gleichmdf$ig
stetige Funktionen, und oy, s € R. Dann ist oy f1 + ao fo gleichmdflig stetig.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es ein 6 > 0, sodass

|fi(x) = fi(y)]
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fir alle z,y € A mit |x — y| < & gelten. Seien z,y € A so, dass |x — y| < 0.
Dann gilt

[(arfi + aafo)(7) — (ufi + o fo)(y)] <

a1 + |as|
< o[ fr(z) = fi(y)] + loa| f2(z) — f2(y)] < ol ol 15~
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Deshalb ist aq f1 + ao fo gleichméfig stetig. O
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Proposition 2. Es set A C R** und B C R*2. Weiters seien f : A — B und
g : B — R gleichmdfig stetig. Dann ist g o f gleichmdfig stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein n > 0, sodass fiir uy,us € B mit
luy — ug| < n die Eigenschaft |g(ui) — g(us)| < e gilt. Aukerdem gibt es ein
d > 0, sodass |f(vy) — f(v2)| < m fiir alle v, vy € A mit |v; — ve| < 7 gilt.
Seien z,y € A mit |z —y| < 6. Dann ist |f(z) — f(y)| < n. Deshalb ist
(g0 f)(x) = (go )l = lg(f(z)) —9(f(y))] <e. O

Proposition 3. Seien I,J C R Intervalle mit I N J # 0. Weiters sei f :
IUJ — R® eine Funktion. Wenn f|I und f|J gleichmdf$ig stetig sind, dann
ist f gleichmdfSig stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0. Dann gibt es 61,0, > 0, sodass [f(z) — f(y)| < § fiir
alle z,y € I mit |z —y| < 6 und |f(x) — f(y)| < § fiir alle z,y € J mit
|z — y| < 0y gelten. Setze ¢ := min{dy, d2}>0. Seien z,y € I U J so, dass
|z —y| < 0.

L. Fall: z,y € I. Dann ist |f(z) — f(y)| < § <e.

2. Fall: x,y € J. Dann ist [f(z) — f(y)| < § <e.

3. Fall: x € I und y € J, bzw. x € J und y € I. Wir kénnen ohne
Beschréankung der Allgemeinheit z € I, y € J und z < y annehmen. Dann
gibteseinu € INJmitx <u<vy.Esistz,u€l,|r—u| <|r—y| <, und
daher | f(z)— f(u)| < 5. Ebensoist u,y € I, [u—y| < |v—y| < ¢, und deshalb

£(u) = F)] < 5 Somit ist £(z) ~ F)] < [f(x) ~ F)] + [f(w) ~ F@)] <

€. O




