Die Gamma-Funktion, das Produkt von Wallis
und die Stirling’sche Formel

Zuerst wollen wir die Gamma-Funktion definieren, die eine Verallgemei-
nerung von n! ist. Dazu bendtigen wir einige Resultate.

Lemma 1. Fiir jedes n € N konvergiert das Integral / t" et dt und es
0
gilt lim t" et =0.

t—+o0
Beweis. Wir beweisen dieses Resultat durch Induktion nach n. Firn =1 ist
limy, o e’ = 0 und fooo e tdt = lim,_ 4o for e tdt =lim, ,, (1 —e") =
1.

Seli n > 1. Dann ist

tn—l
lim " e = lim = <,,E“> =
00
2

t——4o00 t——4o00 et
— 12 n—
= lim (n t) =m—-1)lim — =0.
t——+o0 e t—+oco e
———

Weiters erhalten wir durch partielle Integration, dass

/ t"le7tdt = lim et dt =
0

r—+00
ey

_ N _n—1_-r n—1_0 o n—2_—t _

= rkﬂ-noo ( e 40 _06 + (n 1)/0 t" ‘e dt)

= lim (—r"'¢")+(n—1) lim t" et dt = (n — 1)/ t"2e ! dt
C_H_OO P r—-+00 0 0

-~

=0

gilt. Weil nach Induktionsvoraussetzung [ " 2e~" dt konvergiert, konver-
giert daher auch [ ¢"~le~" dt. O

Proposition 1. Fir jedes x € R mit x > 0 konvergiert / t" et dt und
0

es gilt lim t* et =0.
t——+4o00

Beweis. Seix € R, x > 0. Nach dem Archimedischen Axiom gibt es einn € N
mit x < n. Fiirt > 1 gilt dann 0 < t*~te™ < "ot Weil limy_, o t" " le™t =
0 nach Lemma 1 gilt, erhalten wir lim,_, . t*"'e™* = 0. Wegen Lemma 1

1
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konvergiert [ ¢"~'e~" dt und daher konvergiert auch [~ ¢"'e~* dt. Deshalb
konvergiert auch [ ¢*~'e~* dt nach dem Majorantentest.

Falls z > 1 ist, dann ist ¢ — t* e~ stetig auf [0, 1]. Nach dem Hauptsatz
der Differenzial- und Integralrechnung existiert daher fol t*~le~tdt. Im Fall
0O<zrz<listO < tm_1¢ < t*=! Weil dann o — 1 > —1, konvergiert

<1
fol t*~1 dt. Nach dem Majorantentest konvergiert daher fol t*~le=t dt.

Somit existieren sowohl fol t*~Le~t dt als auch floo t*~Le~t dt. Daher kon-
vergiert auch [;*t*~te™" dt. O

Definition 1. Sei x € R, x > 0. Dann setze

I'(x) ::/ t" et dt .
0

Man nennt I': {x € R: 2 > 0} — R die Gamma-Funktion.

Wegen Proposition 1 ist I'(x) in Definition 1 wohldefiniert. Man konnte
z!:=T'(z + 1) definieren.

Lemma 2. Fiir jedes v € R mit x > 0 konvergiert / ‘tx_le_t logt| dt.
0

Beweis. Es ist t*"le~'logt = (t*'logt)e". Nachdem

lim —&% _ <f> — lim £ = lim = =0

t——+oo 1 t—+oo ¢

|w|»—A
—_

gibt es ein R > 0 mit R > 1, sodass lngt < 1 fiir alle ¢ > R gilt. Somit gilt

logt <t fiir alle t > R. Daher ist fir t > R

0<t*tetlogt < t%e " .
~—

<t

Nach Proposition 1 konvergiert fooo t*e~tdt, und deshalb konvergiert auch
[ t"e"dt. Daher konvergiert [ t"'e 'logtdt = [ [t" e ' logt|dt we-
gen des Majorantentests.

Jetzt betrachten wir den Fall z > 1. Weil

logt
lim t* 'logt = lim 8% _ (,,E“) =
{0+ t—0+ ti—= 00

1 1
= lim t = — lim t*7 1 =0
t—0+ (1 —x)t== x — 1ot

=0
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kann die Funktion ¢ + [t*"'e~'logt| zu einer stetigen Funktion auf [0, R]
fortgesetzt werden. Deshalb existiert fOR [t*~le~tlog t| dt nach dem Hauptsatz
der Differenzial- und Integralrechnung. Somit konvergiert fooo [t*=te~tlog t| dt
im Fall x > 1.

Schliefslich nehmen wir an, dass 0 < x < 1. Wegen

l t n 2 z
lim (— t3 logt) = hm ogl (,,g“) = lim —4— ==1lim {2 =0

+ = + Z
t—0t —0 t% t—0 2 ”+1

gibt es ein r € (0,1) mit r < R, sodass —t2 logt < 1 fiir alle ¢ € (0,7). Daher
ist —logt < ti% fiir alle ¢ € (0,r), und deshalb gilt

0< —t"tetlogt =t""Le™ (—logt) < t27
<1
- <

-
MH|’-‘

fiir alle t € (0,r). Weil £—1 > —1, konvergiert [, 2" dt. Nach dem Majoran-
tentest konvergiert daher [/ (—t*"'e~'logt)dt = [ [t ‘e~ logt|dt. Wegen
der Stetigkeit von t — [t*"le'logt| auf [r, R] existiert fr [t"te~tlogt| dt
nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung. Somit konver-
giert [*[t""'e~*logt| dt auch im Fall 0 < z < 1. O

Proposition 2. Die Gamma-Funktion ist stetig.

Beweis. Sei t > 0. Betrachte die Funktion z + t*~! auf {x € R : x > 0}.
Dann gilt
(1) = el Dletlogt =t ogt .

—e(z—1)logt

Sei x € R mit x > 0. Weiters sei y € R mit y > 0 und |z—y| < min {1, 3
Dann gilt nach dem Mittelwertsatz, dass es ein & zwischen z und y gibt, sodass
vt — vt =t (logt)(z —y). Bsist £ —1=20—-1-2<{—1<uz, weil
zwischen z und y liegt, und |z — y| < min {1, %

Fiir t > 1 ist dann 7! < ¢*, und wegen logt > 0 ist deshalb 0 <
tsllogt < t*logt. Somit ist

v =5 log )|z — y| < t*(logt)|x — vl .
k | (logt)|r —y| < t*(logt)|x — y|

=tt~1(logt)(z—y) <t®logt

Daher ist |(t*~ — t¥~1)e7| < t®e~!(logt)|r — y|. Nach Lemma 2 konvergiert
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J5° [t"e " log t| dt, und daher konvergiert auch [ [t"e™"logt| dt. Somit ist

/t“’”‘le_tdt—/ ty—le—tdt'g
1 1

§/ | =t el < |:)3—y|/ [t"e " logt| dt .
1S ~ ~ 1

<t*e~t(logt)|z—y|

(1)

Falls hingegen ¢ < 1, dann ist #*=' < ¢27!, und wegen logt < 0 ist somit
0 < —tllogt < —tz 1 logt. In diesem Fall ist deshalb

[T = = =t (log )|z — y| < [¢2 logt||z — y| .

<—t3 gt

-1 (log )(2—)

Also ist |(t*~' —tv~)e~!| < |t et logt||z —y|. Wegen Lemma 2 konvergiert
J.7 [t27 e~ log t| dt, und deshalb konvergiert auch fol [tz 71e~!logt| dt. Daher

ist
1 1
/ tm_le_tdt—/ ty_le_tdt‘ <
0 0

2) 1 L
g/ \(tr—l—ty—l)e—t|g|x—y\/ 15 Le" log ¢ dt
0 ~ - 0

-

<[t3 letlogt|lz—y|

Setze C' := fol |tz e logt|dt+ [ |[t"e~' logt| dt. Dann ist C' > 0. Es ist

| I(x) - T }:/ (=t e tdt| <
= [ tr et dt =f(;’°?f/1eftdt "

<

/1 (=t e dt' + /OO (=) e tdt
0 1

Wegen (1) und (2) ist daher

1
/ (=) e dt' +
0

/ (=t e tdt| <
1

<lz—y| fol \tgfle*t log t| dt <lz—y| [77 [tre~ " logt| dt

1 00
< </ it2 " te "t log t| dt+/ [t"e " logt|dt ||x —y| = Clz —y| .
0 1

=C" nach Definition von C

P(z) = T(y)| <
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Es gilt also
(3) P(z) = T(y)| < Clz —y|

fiir alle z,y € R mit z > 0, y > 0 und |z — y| < min {1,2}.
Sei x € R mit x > 0 und sei ¢ > 0. Setze § := min{%,l,%}. Sei jetzt
y € R mit y > 0 und |y — z| < §. Dann gilt wegen (3), dass

Deshalb ist die Gamma-Funktion stetig. O
Jetzt beweisen wir die Funktionalgleichung der Gamma-Funktion.
Proposition 3. Fir alle x € R mit x > 0 gilt ['(z + 1) = zI'(x) .
Beweis. Partielles Integrieren ergibt
/t“"’ et dt = —t%e Tt + /:ctx_le_t dt = —t%e* +:c/tx_1e_t dt .
=(—et)

Wegen Proposition 1 ist lim,_, o 7%¢™" = 0. Da 2 > 0 ist 0°¢™° = 0 und
daher ist

[(z+1) = /0 t"e tdt = —TEIEOO(rme_T) +Om_eo_0+x/0 t" et dt = al'(x) ,
=0 —(x)

also I'(z + 1) = 2'(x). 0O

Korollar. Fiir allen € Ny gilt ['(n+1) =nl!.

Beweis. Wir beweisen das Korollar durch Induktion nach n. Fir n = 0 ist

= = ~ 0 —t :—' -r == :'
ro+1)=r() /0 ile dt Tlggoe +1=1=0!.

=0

Sei n > 0. Dann ist nach Proposition 3

also '(n+1) =n!. O
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Als néchstes wollen wir das Produkt von Wallis, also % .2.4.4.6.6,
berechnen.

2
Proposition 4. Es gilt / sin" z dx =
0 n

n—1

/2 sin" 2 xdx fir allen € N
0

mit n > 2. Weiters gelten /

2
sinoxdx:g und/ sin'zdr=1.
0

0

Beweis. Es ist fog sin® zdr = T und nach dem Hauptsatz der Differenzial-
—— 2
=1
und Integralrechnung f0§ sin'z dr = — cos 5 +cos0 = 1. Sei n > 2. Unter
=(—cosz)’

Verwendung der partiellen Integration erhalten wir

3 3
/ sin” x dx = / (sin"'z) (sinz) dr =
0 0 M

=(—cosz)’
3
= —sin" " Zcos Z +gin" ' Qcos0 + / (n —1)(sin" 2 z)(cos ) (cos x) dox =
—— N ~—

=0 0

=0 =cos2 x=1—sin?z

= (n—l)/2 sin”_2:cdx—(n—1)/2 sin” z dzx .
0 0

Deshalb ist n fog sin"zdr = (n — 1) fog sin"~? x dz, woraus sofort das ge-
wiinschte Resultat folgt. O

Proposition 5. Fir alle n € N gelten

2 1 3 on —1
/0281n2"xd:c:g~§-1- . n2n und
: M+l g _ 2 4 AL
/0 S rdr =gty m+1

Beweis. Wir beweisen das Resultat durch Induktion nach n. Im Fall n = 1
ist nach Proposition 4

2 1 [ 1

/zsin2xdx:—/281n0xdxzﬁ-— und

0 2 Jo 2 2
—_——

2 2 2
/zsin?’xdx:—/ sintzdr == .
0 3Jo 3

—_——
=1

wly N
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Sei n > 1. Dann gilt nach Proposition 4

2 on—1 (2 T 1 3 on —1
/ sin® z dx = / sin2rdr=—--->- o und
0 2n Jo 2 2 4 2n
:z.l.é‘., .2n—3
2 2 4 77 2n—2
2 on  [2 2 4 on
s 2n+41 s 2n—1
sin rdr = sin rdr=—--—--...- ,
/0 2n + 1/0 3 5 2n+1
:g.g.v.2n72
35 " 2n—1
womit unser Resultat bewiesen ist. O

Damit konnen wir jetzt das Produkt von Wallis berechnen. Beachte, dass

ad 2 2 4 4 6 6 8 8
T — h — f — & — + — & — & — + — . . und
nzln—12n+1)13355779
(2k)2k) 2 2 4 4.6 6, 202 2n-2 2n _2n
(2k—1)(2k+1) — 1 3 3 5 5 7 """ 2n=3 2n—1 2n—1 2n+1 °

k=1

Proposition 6. Fir alle n € N gelten

s B “ (2k)(2k) oo
1:[ n—l 2n—|—1) JE&H k—1)(2k+1) 2

Beweis. Setze a, == [[;_, % 1 2k+1 . Sei n > 2. Auf [ ,g] ist z — sinz

stetig, es gilt 0 < sinzx <1 und sin § = 1. Daher ist 0 < sin?" ™ x <sin?"x <
sin®"~! 2 und sin?"*! 5 = 1. Somit gilt nach Proposition 5, dass

g o 2n+1 g . 2n 2 . 2n—1
(4) 0< sin rdr < sin“" z dx < sin rdx
0 0 0
~ ' w ' o
_2 4 2n _ 7 1 3 2n—1 _ 24 2n—2
—3'5 " 2nt1 —2'2'4"" Ton —3'5 " 2n—1

Umformen der zweiten Ungleichung in (4) ergibt

2 2 4 4 2n 2n <
1335 2n—1 2n+1"~

~~

™
2 )

=an

also a,, < 7. Aus der dritten Ungleichung in (4) erhalten wir durch Umfor-

i 2 2 4 4 2n—2 2n
men, dass § < £33 5 - TT I

2n
2n+1
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ergibt sich

2n w < 2 2 4 4 2n 2n
2n+12 —1 3 3 5 2n—1 2n+1"
H/l_/ . ~ /
:ﬁ =an
also 1+1 T 7 < a,. Wegen lim,,_, @ = 1 gilt deshalb
1 = < < T
a apn >~ =
1+5-2 7 2
W—/ N
-z 2
woraus sich lim,, . a, = § ergibt, und unser Resultat bewiesen ist. ]

Schlieflich wollen wir die Stirling’sche Formel beweisen, die eine Néhe-
rungsformel fiir n! liefert. Salopp gesagt gilt n! ~ (2)" v/27n. Zuvor miissen
wir dazu einige Hilfsresultate beweisen.

Lemma 3. Es seien a,u € R mit u > 0. Weiters sei f : [a —u,a+u] - R
eine konkave Riemann-integrierbare Funktion. Dann gilt

/iﬂ f(x)de <2uf(a) .

Beweis. Sei t € [0,u]. Dann ist a = 2(a — t) + 2(a + ). Weil f konkav ist,
gilt f(a) > 1f(a—t)+ 3f(a+1t). Daher ist

——
—uf(a

/0f<a>dt25/0 f(a—t)dt+§/0 fla+1t)dt.
)

Durch die Substitution s = a¢ — ¢ erhalten wir

/Ouf(a—t)dt:/aa_u(—f(s))dsz—/aa_uf(s)ds:[liuf(s)d37

und die Substitution s = a + ¢ liefert
U atu
/ f(a—l—t)dt:/ f(s)ds .
0 a

Deshalb ist wf(a) > 3 [* f(s)ds+ 1 [*T f(s)ds =L [* f(s) ds, woraus

a—u

sich 2uf(a) > aajuu f(s)ds ergibt. O
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1 1
Lemma 4. Firx € R mit x > 0 gilt <x—|—§)log<1—|——) >1.
x

Beweis. Betrachte die Funktion f(z) := (x + %) log (1 + %) als eine Funktion
f:{zr €R:2 >0} - R. Dann gilt

) —1os (141 1\ 1 I
f“’—"g(*z)*(“i)@<‘ﬁ)—
~——

—___1
w2+w

1 14 ! + L L
=lo —l=-lz+=)]—=——.
& x 2) 22 +x
Daraus ergibt sich

F(z) = le% (—;2) _ xQ:—x - <a:+ %) (-1)@(2%1) _

-1
w2+w

2 + L 222 + 2 +1 2 >0
—= — €T €T — = — .
2’ +a (22 4 x)? 2 (22
——

m(—2m2—2x)

Weil f”(x) > 0 fiir alle x > 0, ist f’ streng monoton wachsend, und daher ist
1
f(z) < limy, 4 f'(y) fiir alle x > 0. Wegen f'(y) = log (1 + i) S A

y2+y und
1 1, 1 .
;tfy = —y1+2§2 ist
/ . / . 1 Y
fi(r) < lim f'(y) = lim (log@ —=—= | =logl+0=0.
Yy——+00 Yy——+00 Yy

—1

Es ist daher f’(z) < 0 fiir alle x > 0, und deshalb ist f streng monoton
fallend. Somit ist f(z) > lim, ;. f(y) fir alle z > 0. Wir erhalten

li li = 1 1 = li log<1+i)
yﬂtof@)—yiinoo((“i) Og( +‘)) T I

Yy Y—r—+00

y+3
1), ee, (4]
_ (O im y ! li (y + 5) | ) 1
"0 ) yote ——L oyt v 4y oyt 141 T
(v+3) y

Somit ist (z + 1)log (1+1) = f(z) > 1.
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|
Satz 1. Es gilt lim nni =1.
n—00 (%) 2mn

Beweis. Betrachte die Funktion f(x) :=logx auf {z € R: 2z > 0}. Dann ist
f/(z) = 2 und f"(z) = —% < 0. Deshalb ist « — logz konkav. Fiir k € N
ist daher nach Lemma 3

k+3 1
/ logxdx§2§logk:logk.
k

1
2
Sei n € N. Dann ist

n+ i n k+1 n n
/ 2logzztal:)sz E / 210ga:d:)3§ E logkzlong:zlogn!.
1
3 k=1"%k"3 k=1 k=1

2 =
N—_——— —
<logk

-

Durch partielle Integration erhélt man

1
/log:cdx:/ 1 loga:dx::clog:c—/ x; de =xlogr —x .
=z’ ~~~

=1
Wegen des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung ist daher
n+%
logn! > / log x dx =

1
2

—(n+i)s L1 L DL O R
—\"Ty)e\M Ty TS T %557
—

__log?2
- 2

n 1 1 n 1 n log 2
= —]log({n+=-)—n .
")\ 2
Es gilt daher

1 1 log 2
(5) logn! > <n+§> log <n+§) —n+ og :
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Setze b, := logn! — (n + %) logn 4+ n fiir n € N. Dann ist

1
b, — byy1 = logn! — (n+ ) logn+n— log(n+1)! +
———
=logn!+log(n+1)

+ <n+%+1) log(n+1i—(n+1):

: % log(n+1)+log(n+1)

= logn! — ( )logn+n—logn' log(n+1) +

+ (n+ )log(n+1)+log(n+1) (n+1)=

1 1 1
= (n+§) (log(n+1) —logn) — 1 = (n+§) log<1+—) —-1>0.
(. ~ 7/ n

(. J/

=log 2l =log(1+1 -
g g( ”) >1  wegen Lemma 4

Somit ist b,1 < b, fir alle n € N, also (b,)nen ist streng monoton fallend.
Weiters ist wegen (5)

1
by = log n! —<n+—)logn+n>
—— 2
() (o) - 2
Z{n 5 ogln 5 2 n ogn n =
1 log 2
(o) (oo (n5) o) 55
zlongr%
1 n+;5 log 2 1 log 2 log 2
= = l 2 = — 1 1 .
<n+2)0 2 <+2>Og<+2)+ 2 2
=l >0 >1

Also (by)nen ist streng monoton fallend und nach unten beschriankt. Daher

konvergiert (b,)nen-
Setze B := lim,_o0 b, und « := €. Dann ist o > 0. Weiters definiere
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|
ap = ——7—~= . Wir erhalten nach der Definition von b,, dass
(2)" vn
ebn — elogn!—(n—l—%)logn-{—n — elogn! . e—(n—l—%)logn celt =
e~ N—
=n! :ni’”i%:n*”.ni%
|
1 n.
—_nl.n™"".n2. " =
=nl-n n e’ = ) = ap
T T (@)
_7L7L _\/E _e%
gilt. Wegen der Stetigkeit von x +— e” ergibt sich daraus
lim a, = lim e’ = Mnoebn — F —
—ebn =«
. .. n2 2 .
Da « # 0 gilt, erhalten wir lim,, ZZ == =a. Esist
2
n!
a,?  \(2)'vn)  (nl)2e™22n®\2n
as, ot o2n)In2rpen
(n!)22%" 2 (2™ - n!) (2" nl) 2
(2n)! Vn (2n)! —_— n
~—— =2.4-6-...-(2n—2)-(2n)
2 4 6-...-(2n—2) (2n)

T123456...(2n—2)-(2n—1)-(2n)

2.4.6-...-(2n—2)-(2n) [2

1-3-5-...-2n=3)-2n—D\Vn"

Wir setzen jetzt ¢, := 1 _23' .45' _6' i ’_ (2222 ;)2)(2222)1) \/g Nach den obigen

Uberlegungen ist daher lim,, o ¢, = lim,,_ o0 % = «. Deshalb ergibt sich,

n
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dass lim,,_,o, ¢,2 = o®. Es ist

, [ 246-.@n-2-n) [2)
n _<1-3~5-...-(2n—3)-(2n—1)\/;> B
2) -

. 2:2:4:46-6-...-(2n—2)-(2n—2)-(2n) - (2n) 2
T 1-1-3-35-5-...-(2n=3)-(2n=3)-2n—1)-2n—1)n
. 2:2:4-4-6-6-...-(2n—2)-(2n—2)- (2n) - (2n) 2
T 1-3:355-7-...-(2n=3)-(2n—1)-(2n—1) n

_ 2:2:4-4-6-6-...-(2n)- (2n) 2
_]_-3-3-5-5.7..“.(Qn_l)_(2n+1)(2n—|—1)—_

:4+%

. 2:2:4-4:6-6-...-(2n—2)-(2n—2) - (2n) - (2n) 2
T 1-3-3-5-5-7-...-(2n—3)-2n—1)-(2n—1)- (2n+1) <4+E) '

Nach Proposition 6 ist lim, 1.3.2?;.25%5'%7’?6'(2'5(373?gz)m = & (Proposition 6 ist

das Produkt von Wallis). Daher ist
2:2:4-4.-6-6-...-(2n) - (2 2
6-6 (2n) - (2n) (4 )

2

lim ¢,? = i
TR TR T 33557 @n-1)-@nt )\ n
—Tg ]
=2 4=9r
2
Daraus ergibt sich a = +/27. Somit gilt
n! n! 1 1
lim — lim - = lima, =—-V2r =1,
n—roo (2)"y/ o Vem e (2) /o \/2mnooe V2
=a=+27m

=an

womit unser gewiinschtes Resultat bewiesen ist.



