1) Betrachte die durch die Gleichung 72 12+ 3229 — 422109 — 1026 21 + 144 29 + 2025 = 0
gegebene Kurve 2. Ordnung.
a) Bestimme die 1. Hauptlage dieser Kurve 2. Ordnung. Weiters gib die Brennpunkte (bzw.
Brennpunkt und Leitlinie) dieser Kurve 2. Ordnung (in der urspriinglichen Lage) an.
b) Berechne die Gleichungen der Tangenten an diese Kurve 2. Ordnung, die durch den Punkt

(2;1) gehen, und bestimme die Beriihrungspunkte dieser Tangenten mit der Kurve.

. 1 45v23 0 —360+/23 : :
c¢) Fiir die durch T'(z) := 36715 (( Yy 128) T+ ( 538 )) definierte Abbildung

T : R? — R? bestimme das Bild dieser Kurve 2. Ordnung unter 7.

d) Bestimme die Bilder der Brennpunkte dieser Kurve 2. Ordnung unter 7', sowie die Brenn-
punkte des Bildes dieser Kurve unter T, wobei T' die in Beispiel ¢) gegebene Abbildung
ist.

2) Betrachte die durch die Gleichung 11 112 — 28 5% — 80 219 + 64 21 + 808 75 + 440 = 0 gege-
bene Kurve 2. Ordnung.

a) Bestimme die 1. Hauptlage dieser Kurve 2. Ordnung. Weiters gib die Brennpunkte (bzw.
Brennpunkt und Leitlinie) dieser Kurve 2. Ordnung (in der urspriinglichen Lage) an.

b) Berechne die Gleichungen der Tangenten an diese Kurve 2. Ordnung, die durch den Punkt

(140> gehen, und bestimme die Beriihrungspunkte dieser Tangenten mit der Kurve.

o 1 0 424 —1272 . .
c¢) Fiir die durch T'(z) := 06 VAT ((11\/% _4()@) T+ <32\/§)) definierte Abbil-

dung T : R? — R? bestimme das Bild dieser Kurve 2. Ordnung unter 7.
d) Bestimme die Bilder der Brennpunkte dieser Kurve 2. Ordnung unter 7', sowie die Brenn-
punkte des Bildes dieser Kurve unter 7', wobei T' die in Beispiel ¢) gegebene Abbildung
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LOSUNGEN:
1) Hier ist die Gleichung der Kurve durch z'Az + a'z + ag = 0 mit A = (_7221 _3221); a =
—1026

144 und ag = 2025 gegeben. Eine Skizze dieser Kurve findet man in Abbildung 1.

a) Um die Eigenwerte von A zu bestimmen, berechnen wir das charakteristische Polynom

p(z) := det(A — zid) = det (72_;133 32_3135) = 2% — 104z + 1863. Dessen Nullstellen sind

52 £ /2704 — 1863 = 52 £ V841 = 81, 23.
—

=29

daher

Variante 1: Jetzt berechnen wir einen Eigenvektor zu 23, also 49 _21‘ 0,7 _3‘ 0

21 910”0 o0lo0
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ist (i) ein Eigenvektor zu 23, dieser hat die Lange +/58. Nachdem A symmetrisch ist, miissen

7 ) ein Eigenvektor zu 81. Setze

die Eigenvektoren zu 81 senkrecht darauf stehen, also ist (_3

S = \/%78 (i _73), und definiere z := Sz (da S orthogonal ist, ist dann z = S'z).

Es ist daher 0 = o' Az + a'z + ag = 2'STASz + (S'a)'z + ap = 23 212 + 81 29 — %Zl - %ZQ +

2 2

2025 = 23 <z12 - \3—%821) 481 (222 - j—%@) +2025 = 23 <21 - %) +81 <22 - j—%) 1863,
. . —45 45 .

Wir setzen jetzt y 1= z—l—\/%—s (_47) (also z = y—l—\/%—g (47)). Somit ist 23 112481 152 — 1863 = 0,

2
und daher (%1)2 + (\j’—%) — 1 = 0. Letzteres ist die Kurve in 1. Hauptlage. Daher ist unsere

Kurve eine Ellipse mit a = 9, b = v/23 ~ 4.7958315233 und e = v/58 ~ 7.6157731059.
\/58) und (—\/58

In ,y-Koordinaten” sind die Brennpunkte ), das ergibt dann in ,,z-

0 0
Koordinaten® 1 (193 und = (%), Durch z = $= erhlt dann fiir die B kt
oordinaten” Zz | " J und 2 { ). Durch o = Sz erhilt man dann fiir die Brennpunkte
der urspriinglichen Ellipse die Punkte f; = G(l)) und fo = (_54)

Variante 2: Jetzt berechnen wir einen Eigenvektor zu 81, also daher

-9 =21 O_>3 710
—21 —49(0 "0 00~

ist (_37) ein Eigenvektor zu 81, dieser hat die Lange v/58. Nachdem A symmetrisch ist, miissen

die Eigenvektoren zu 23 senkrecht darauf stehen, also ist (3) ein Eigenvektor zu 23. Setze

ves \ 3 7

Es ist daher 0 = 2! Az + a'z + ag = 2'STASz + (Sta)tz +ag = 81 212 + 23 252 + %Zl - %22 +

2 2
2025 = 81 (212 n j—giszl) 423 (222 _ j—%z?) 42025 = 81 (21 n j—%) 423 (22 _ %) —1863. Wir

S :=-L <_7 3), und definiere z := Sz (da S orthogonal ist, ist dann z = S'z).

setzen jetzt u := z + \/%Ts (_415) (also z = u+ \/%78 (:é?) ). Somit ist 81 u1% + 23 uy? — 1863 = 0,

2
und daher <£> + (2)2 — 1 = 0. Nachdem das eine Ellipse in 2. Hauptlage ist, wenden wir

/23 9
2
noch die Transformation <y1) = (uz) und erhalten dann mit (%)2 + (\?/’—2—> — 1 = 0 unsere
Yo U1 23

Kurve in 1. Hauptlage. Daher ist unsere Kurve eine Ellipse mit a = 9, b = v/23 ~ 4.7958315233
und e = /58 ~ 7.6157731059.
V58 1nd —/58

In ,,y-Koordinaten® sind die Brennpunkte 0 n 0

(\/(?5_8> und (_\(}%), das ergibt dann in ,,z-Koordinaten® \/LETB (I(;Li’)?) und \/L?s (:leg) Durch

x = Sz erhilt man dann fiir die Brennpunkte der urspriinglichen Ellipse die Punkte f; = (11)

10
und fy = <_54)

), also in ,u-Koordinaten*
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Abbildung 1. Die Ellipse aus Beispiel 1). Abbildung 2. Die Tangenten durch p = (31) an
die Ellipse aus Beispiel 1).

b) Um die Tangenten an p = (gg) zu legen, bestimmen zuerst die Polare zu p. Diese ist

0 = p'Az + La'z + 3a'p + ap = 12421 + 41425 — 13041 und Dividieren durch 207 ergibt
6x1 + 229 — 63 = 0. Setzt man xo9 = % — 37 in die Ellipsengleichung ein, so erhdlt man
486 112 — 88291 + 38313 = 0, und Division durch 81 ergibt 6,2 — 109z, + 473 = 0. Also ist

- 1529 . . . . .
T = —% + ,/% — % = —% + i = 11,%. Durch Einsetzen in z9 = % — 3z erhilt
——
_2
12

. .. 11 4 . —23 93 (2 .
man die Berlihrungspunkte p; = | ~ 3 | und p2 = 160 CEsistpr—p=|{ & | =—% 5 | ein
2 2

Normalvektor darauf (_32> und < (_32> ,p> = 36. Somit ist die eine Tangente 31 —2 x5 —36 =

161
0 mit dem Beriihrungspunkt p; = ilé) Aufserdem ist py — p = (_263) = —%3 ((73)’ ein
2
Normalvektor darauf (_67> und <<_67) ,p> = —27. Deshalb ist die andere Tangente 6 x; —
43
Tx9 4+ 27 = 0 mit dem Beriihrungspunkt p, = 160 . Eine Skizze dazu ist in Abbildung 2 zu

finden.

¢) Setze y = T(z), also ist x = T~ 'y, und daher ist das Bild unserer Kurve unter 7' durch
(T~ (y)) AT (y) + a'T~(y) +ap = 0 gegeben. Deshalb miissen wir zuerst 7! bestimmen (man
kann auch direkt x; und x5 berechnen). Mit dem Gauf-Verfahren (oder einer Formel fiir die

3



Inverse von 2 x 2-Matrizen) berechnen wir die Inverse C' von v | —s4 198 )

45v/23 0 |36v46 0 R 042 0 ., 5 01]4v2 0 .
—84 128| 0 36\/_ —21 32| 0 9\/_ —105 160| 0 4546

N 42 0 80\/§ 128
0 160 84+/2 45\/_ 0 80\/_ 84 45\/_’

128 0 —360v/23
und daher ist C' = 05 (84 A5 73). Durch Berechnen von ¢ := —C (36\/E ( 2883 )>

2) ergibt sich, dass T '(y) = Cy + ¢. Somit ist 0 = (T (y))' AT y) + a'T " (y) + ap =
Y CTACY + (2¢'AC + a'C)y + (! Ac+ a'c + ag) = BBy + 1583y, — 1863 (das ergéibe sich auch

durch direktes Einsetzen von z; = %yl +8und 29 = ﬂy 1+ 4850‘\73/ + 3 in die urspriingliche

Gleichung). Dividieren durch 1863 ergibt dann (745—1)2 + (%)2 1 = 0. Also ist das Bild unserer

Kurve unter T eine Ellipse in 1. Hauptlage mit a = 5, b =4 und e = 3.

. L . . 11 N W 2.6516504294
d) Einsetzen in die Abbildung T ergibt, dass T <<10>) = <79\§> (2 6375727712) und

5 [ Tz ) o (—2.6516504294 . . .
T <(_4)) = (‘%) ~ (—2.6375727712)' Nachdem das Bild unserer Ellipse unter 7" eine

Ellipse in 1. Hauptlage mit a = 5, b = 4 und e = 3 ist, sind die Brennpunkte des Bildes die Punkte
(3> und <_03> Man sieht, dass hier die Bilder der Brennpunkte unter der affinen Abbildung T’
—40 —28

0
nicht mit den Brennpunkten des Bildes iibereinstimmen.
64
808
und ag = 440 gegeben. Eine Skizze dieser Kurve findet man in Abbildung 3.
a) Um die Eigenwerte von A zu bestimmen, berechnen wir das charakteristische Polynom

p(z) = det(A — xid) = det <11 —o A0 ) = 2% + 17z — 1908. Dessen Nullstellen sind

! (45¢_ 0).

2) Hier ist die Gleichung der Kurve durch ' Az +a'z+ag = 0 mit A = = _40) , Q=

—40 —-28—=x
7981
7 / _ 17
—%:I: %4—1908——%:& e = 36, —H3.
——
-
. . . 64 —40/0 8 —5|0
Variante 1: Jetzt berechnen wir einen Eigenvektor zu —53, also 40 95 ‘0 — 0 0 ‘0 ,

daher ist (5

8) ein Eigenvektor zu —53, dieser hat die Lange v/89. Nachdem A symmetrisch ist,

miissen die Eigenvektoren zu 36 senkrecht darauf stehen, also ist ( 8 ) ein Eigenvektor zu 36.

)

Setze S = \/Lgfg (Z _85), und definiere z := Sz (da S orthogonal ist, ist dann z = S'z).
Es ist daher 0 = ' Az +a'zw +ag = 2'S'ASz+ (S'a)lz+ag = —53 212+ 36 2% + G\Z%Z — %@22—1—

440 = —53 (z1 _ Th) +36 <22 _ T@) 4440 = —53 <21 _ %) + 36 (z2 _ j—%) + 1908,

4



Wir setzen jetzt y := Z—i—\/%—g (:23) (also z = y‘h/%?g (ig) ). Somit ist —53 y12+36 y2*+1908 = 0,

2
und daher (%)2 — (j’—%) — 1 = 0. Letzteres ist die Kurve in 1. Hauptlage. Daher ist unsere

Kurve eine Hyperbel mit a = 6, b = v/53 ~ 7.2801098893 und e = /89 =~ 9.4339811321.
\/89) und <—\/89

In ,y-Koordinaten” sind die Brennpunkte 0 0

Koordinaten® \/;879 (153) und —= (_25). Durch x = Sz erhélt man dann fiir die Brennpunkte

), das ergibt dann in ,,z-

49 V89 \ 49

der urspriinglichen Hyperbel die Punkte f; = (ﬁ) und fo = <_35)

Variante 2: Jetzt berechnen wir einen Eigenvektor zu 36, also daher

—25 —400%5 8|0
—40 —64/0 "0 0|0

ist (;8) ein Eigenvektor zu 36, dieser hat die Lange /89. Nachdem A symmetrisch ist, miissen

die Eigenvektoren zu —53 senkrecht darauf stehen, also ist (g) ein Eigenvektor zu —53. Setze

Si=L (_8 5), und definiere z := Sz (da S orthogonal ist, ist dann z = S'z).

veo \ 5 8
Esist daher 0 = 2t Az+a'r+ag = 28 SPAS2+(Sta) z+ag = 36 2,°—53 z22+%21+%22+440 =
2 2
36 <212 n j—%zl) ~53 <222 - %%ZQ) 4440 = 36 <21 n j-%) ~53 (zg - j-%) +1908. Wir setzen

jetzt u =z + \/Lsfg (_424> (also z = u + \/Ls—g _62119)) Somit ist 36 u;? — 53 uz? 4+ 1908 = 0, und

2
daher <ﬂ) — (ﬂ)2 + 1 = 0. Nachdem das eine Hyperbel in 2. Hauptlage ist, wenden wir noch

/53 6
. . U o U9 . y 2 v 2 . o
die Transformation (yg) = (ul) und erhalten dann mit (El) ( \/%) 1 = 0 unsere Kurve

in 1. Hauptlage. Daher ist unsere Kurve eine Hyperbel mit a = 6, b = v/53 &~ 7.2801098893 und
e =89 ~ 9.4339811321.
-89

In ,,y-Koordinaten“ sind die Brennpunkte ( 59) und ( 0

<\/O8—9> und (_3@), das ergibt dann in ,,z-Koordinaten® \/Lgfg (I;?) und \/Lsfg <:3§> Durch

x = Sz erhélt man dann fiir die Brennpunkte der urspriinglichen Hyperbel die Punkte f; = (13)

11
und fo = (_35)

b) Um die Tangenten an p = (14()) zu legen, bestimmen zuerst die Polare zu p. Diese ist

), also in ,,u-Koordinaten*

0 =p'Ax + %atx + %atp +ay = —18 2, — 108 25 + 2376 und Dividieren durch —18 ergibt z; +
6 x5 — 132 = 0. Setzt man z; = 132 — 6 25 in die Hyperbelgleichung ein, so erhilt man 848 252 —
27560 25 + 200552 = 0, und Dividieren durch 424 ergibt 2x5? — 6525 + 473 = 0. Also ist 7y =

: /441
8, /828 18 = 5 4 ST 2,11. Durch Einsetzen in 21 = 132 — 61, erhilt man
N——

21

4



T2

Abbildung 4. Die Tangenten durch p = (1Y) an
die Hyperbel aus Beispiel 2).

T1

Abbildung 3. Die Hyperbel aus Beispiel 2).

die Beriihrungspunkte p; = (i) und py = (?T) Es ist py — p = <§_57) = % (_52>, ein
2

2

Normalvektor darauf (g) und <(g> ,p> = 58. Somit ist die eine Tangente bx; +2x9 —58 =0

mit dem Beriihrungspunkt p; =

VRS
(V)

;). Aufserdem ist po —p = (576) =7 (f), ein Normalvektor

darauf <—18) und <<—18) ,p> = —22. Deshalb ist die andere Tangente x; — 8 x5 + 22 = 0 mit

66
11

¢) Setze y = T(z), also ist x = Ty, und daher ist das Bild unserer Kurve unter 7' durch
(T~ (y)) AT (y) +a' T~ (y) +ap = 0 gegeben. Deshalb miissen wir zuerst 7! bestimmen (man
kann auch direkt x; und 25 berechnen). Mit dem Gauf-Verfahren (oder einer Formel fiir die

dem Beriihrungspunkt p, = ) Eine Skizze dazu ist in Abbildung 4 zu finden.

0 424
Inverse von 2 x 2-Matrizen) berechnen wir die Inverse C' von W <11\/— _40\/—)

0 424 1106/11 0 \/_ 0 .
11v53 —4053] 0 106\/_ —40 2\/_\/_

11 01011 2\/§\/ﬁ_>\/_1010 2\/__> 40 8\/_
0 4 V11 0 0 4|11 0 0 4\/_

und daher ist C' = 4\} (;1(1] 8\/()%) Durch Berechnen von ¢ := —C (106\/7 (32157_2)) (8)

6



ergibt sich, dass T71(y) = Cy+c. Somit ist 0 = (T~ (y))! AT (y) +a' T~ (y) +ao = y'C*ACy +
(2 AC+a'C)y+ (' Actalc+ag) = — 1y 24+212 yo>+1908 (das ergiibe sich auch durch direktes

Einsetzen von x; = #Oﬁyl + fT*/%yg + 8 und x5 = #%yl + 3 in die urspriingliche Gleichung).

Dividieren durch —1908 ergibt dann (1{1—1)2 — (%2)2 — 1 = 0. Also ist das Bild unserer Kurve

unter 7" eine Hyperbel in 1. Hauptlage mit a =4, b = 3 und e = 5.
32
d) Einsetzen in die Abbildung 7" ergibt, dass T ((13)) = (_%) ~ ( 9.6483630265 )

11 T —5.4875893035
32
3 [T\ _ [ —9.6483630265 )
und T (<_5)) = (3\—%) ~ ( 5 4875893035 ) Nachdem das Bild unserer Hyperbel unter 7'

eine Hyperbel in 1. Hauptlage mit a = 4, b = 3 und e = 5 ist, sind die Brennpunkte des Bildes

0 0
Abbildung T" nicht mit den Brennpunkten des Bildes iibereinstimmen.

die Punkte (5) und _5). Man sieht, dass hier die Bilder der Brennpunkte unter der affinen



