Der Raum L2

Essei s € Nund X C R eine nichtleere Borelmenge. Dabei ist es sinnvoll
(aber nicht unbedingt notwendig) A\(X) > 0 vorauszusetzen. Definiere L? =
L*(X,C), (.,.) und ||.||2 als

L*(X,C):= {f : X — C messbar : | f|* ist Lebesgue-integrierbar} .
Fiir f,g € L*(X,C) sei (f,g) := /fy.

Falls f € L(X,C) setze | i=v/FF) =/ [ I£2

Dann ist (.,.) ein inneres Produkt auf L? und ||.||> die von diesem inneren
Produkt bestimmte Norm.

Um die Vollstéindigkeit von L? zu zeigen (anders gesagt um zu beweisen,
dass L? ein Hilbertraum ist) bendtigt man zuniichst einmal die Tscheby-
schev’sche Ungleichung (benannt nach Ye6wrmés), die wir jetzt formulieren
und beweisen werden.

Proposition 1. Es sei f € L? und € > 0. Dann gilt

Mz € X1 1f@)] 2 <) < 5 171"

Beweis. Wegen

111 :/|f|2 =/ P +/ P>
{z:|f(z)|>e} =~ {z:] f(z)|<e} >
>e2 >0

> / 2 / 0=A({z: |f(2)] > &})
@Iz} Jelf@)l<e)

—e2({ilf(@)[>e}) =0

ergibt sich A({z : |f()] = £}) < [ f]% O

Damit kann man jetzt die Vollstindigkeit von L? beweisen. Im Beweis
werden wir benétigen, dass (|a| + [0])* < 2(Ja|* + |b]?) fiir alle a,b € C gilt,
was sich aus 0 < (|a| — |b])? ergibt. Daraus erhélt man

n 2 n—1
(2) (Zw) <> 2 + 27 |
j=1

i=1

1
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weil man durch Induktion

(Zw) _ (iw T (lanoa] + |an|>> <

nach Induktiorgvoraussetzung

j=1 j=1
n—2
<Y Va4 2 (Jan | + lan])? <
3=t <2(Jan—1P+Hanl?)
n—2 n—1
< 2]|aj|2 + 2n—1|an_1|2 + 2n—1|an|2 _ Z 2J|aj|2 + 2n—1|an|2
=1 =1

erhélt. Betrachtet man 77, |a;| so ergibt sich aus (2), dass

n 2 n—1 e}
<Z|aj|) < )22j|aj|2+2n_1|an|2 §22j|aj|2
j=1 j=1

=1 wegen (2

gilt, und daher

o 2 o
8 (Sal) =S
n=1 n=1
wobei bei den Reihen jeweils auch der Wert +o00 zugelassen ist.

Satz 1. Der Raum L*(X,C) ist vollstindig beziiglich ||.||o. Weiters gibt es
fiir jede Folge (fn)nen € L*(X,C) mit lim, o fn = f in L? eine Teilfol-
ge (fu ey mit imy_oo fr, = f fast dberall.

Beweis. Sei (fy)nen eine Cauchyfolge beziiglich ||.||s.

Behauptung. Es gibt eine Teilfolge (fn, )ren von (fn) mit || fn, — fu,..ll2 < 4%
fiir alle £ € N.

Beweis der Behauptung. Weil (f,) eine Cauchyfolge ist, gibt es ein ny € N
mit || f, — finll2 < % fiir alle n,m > ny.

Sei k& > 1 und seien ny < ny < -+ < ngy mit || fo, — fo, ]2 < %
fir j € {1,2,...,k — 1} und || f, — full2 < = fiir alle n,m > ny,_; bereits
konstruiert. Da (f,,) eine Cauchyfolge ist, gibt es ein N € N mit || f, —
fmll2 < 4% fiir alle n,m > N. Wihle n;, > N so, dass n, > nj_;. Dann gilt
| fro = finll2 < ﬁ fiir alle n, m > n;,. Weiters gilt wegen nj_q, ng > ny_1, dass
||fnk—1 - fnk||2 < 416%1 %

Fir k& € N definiere Ay = {z € X : [f,,, (@) — fa,., ()] = 5% }. Wegen
Proposition 1 gilt

2
A0 < sl —full? < () =

<

=
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Setze A := (N, U= Aj. Sei k € N. Dann ist

ji=k =k oL
47
=1 1 =1 41
<2FT® 2T Tim
i=k 7=0

:1;1 (geometrische Reihe)
S

Nachdem limy_, o 2 3 4k =0, ist A(A) = 0.

Behauptung. Sei x € X\A. Dann gibt es ein a, € C mit limy_,o fp, (2) = .
Weiters konvergiert > 72, 2%|f,,, (2) — fr,,, (2)%

Beweis der Behauptung. Da x € X \ A gibt es ein K, sodass fiir alle j > K
die Eigenschaft x ¢ A; gilt. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein N mit %%1 < ¢ fir
alle k > N. Seien k,p > max{K, N}. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
konnen wir k£ < p annehmen. Es gilt dann

[ fo (@) = oy (& |_Z|fn3 ~ frun(@)] <

<— daxgéA
p—1 e
1 1 1 1 1
< <27 = 9k 2% R T
]: =

=0
——
:1% (geometrische Reihe)
-2
Deshalb ist (f,,(7)),cy eine Cauchyfolge in C. Daher gibt es ein o, € C mit
limy o0 f, () = Qg
Weil © ¢ A; fir j > K gilt, erhéilt man |f,, (x) — fo, ., (@)]* < (4)2.
Somit ist 27| f, (¥) — fa,,,(@)]* < 5 fiir alle j > K. Nachdem ) 7 . o= =
s=— (geometrische Reihe), konverglert > vt 28| fr (@) = fay,, (@)]* nach dem
Majorantentest. O
Jetzt definieren wir f: X — C und ¢ : X — R durch

a,, fallsze X\ A,
4 =
4) /(@) {0 falls 7 € A,

(5) und g(x) — Zzozl 2k|fnk(x) - fnkJrl (ZE)|2, faHS xz 6 X \ Aa
o falls z € A.
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Da A(A) = 0 gilt, erhalten wir, dass limy_, fn, = f fast iiberall. Daraus
ergibt sich, dass limy_ s |fn,|?> = |f]? fast iiberall und limy o | fn, — fI* =
0 fast iiberall gelten. Weiters gilt fiir x € X \ A, dass |f,, (z) — f(z)] <

Z]Oik |fng (ZL’) - fnj+1 (ZL’)| S Z]Oil |f7lg (ZL’) - fnj+1 (ZL’)| Deswegen fOlgt aus (3)7
dass

[for (@) = f(@)]* < (Z | fny () = anl(x)\) <

wegen (3)
< Z2j|fnj(x) - fnj+1($)|2 = g(l’) )
j=1

also | fn, — f|? < g fast iiberall fiir alle k € N.

Nachdem durch gi(z) := Zle 27| fn, (@) = fn,,,(z)]* eine monoton wach-
sende Folge von Funktionen definiert ist, die fast iiberall gegen g konvergiert,
folgt aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz, dass

k

— 1 fry 1 '] — 2:
Jo=tim e Jgﬂsoj:12/ oy = Il

k )
:ijl 2 |fnj _fnj+1 2

~~

:”fnj _fnj+1 ”22

0o - 00 ' 1 2 00 1 J 1
= Z 2j||-fnj - fnj+1 ||2 ? < Z 2 (5) - Z (g) geometriihe Reihe ? '
7=1

o7 =l =1

47 :(

)

ool—

Somit ist g Lebesgue-integrierbar.

Da (f,) eine Cauchyfolge beziiglich ||.||2 ist, ist (|| f,||2) eine Cauchyfol-
ge in R (wegen ||| full2 = [[fimll2] < Ifa = fmll2, dem linken Teil der Drei-
ecksungleichung). Deshalb gibt es ein » € R mit 7 = lim, o || fu]l2. Of-
fensichtlich ergibt sich daraus, dass iminfy_,o || fn, ||z = Imyeo || frll2 = 7
und liminfy_ oo || fr, llo? = limg oo || fo, |22 = 7. Nachdem limy o | fn, > =
|f]? fast iiberall gilt, ist auch liminfy . |fy,[* = |f]* fast iiberall. Aus dem
Lemma von Fatou folgt, dass

/|f|2 = /liminf|f%|2 < liminf/ | fon|? = liminf || £, ||, = 7% .
k—o0 k—o0 k—o0
—_——
= fr [l

Also ist | f|* Lebesgue-integrierbar und deswegen f € L.
Wir haben gezeigt, dass |f,, — f|* < g fast iiberall fiir alle k¥ € N gilt,
dass g Lebesgue-integrierbar ist, und dass limy . | fn, — f|? = 0 fast {iberall
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gilt. Nach dem Satz iiber die dominierte Konvergenz gilt deshalb

Jim 1, = S = Jim [ 15 = 1P =0,
— 00 e k—o0
:f ‘fnk_f‘Q

und somit limy o || fn, — fll2 = 0. Sei € > 0. Dann gibt es ein N € N mit

| fn — fmll2 < § fiir alle n,m > N, weil (f,) eine Cauchyfolge beziiglich ||.|

ist. Jetzt sei n > N. Da limy_ o || fn, — fll2 = 0 gibt es ein K € N, sodass
| fux — fll2 < § fiir alle k > K. Wéhle £ > K so, dass n, > N. Dann gilt

€ €

| G f o< e Fullo b o= Fls<

— -~ — 2
:fn—fnk+fnk—f % <%

=Z.

Daher gilt lim, .o || fn — fll2 = 0, also lim,, o fn = f in L2

Schlieflich sei (f,,) eine Folge in L?, die lim,_,+ f,, = f in L?* erfiillt. Dann
ist (f,) auch eine Cauchyfolge beziiglich ||.||2. In diesem Fall haben wir eine
Teilfolge (f,,) von (f,,) konstruiert, die fast tiberall gegen die in (4) definierte
Funktion f (in (4) wurde diese Funktion f genannt) konvergiert. Nachdem

wir auch lim,,_,~ f, = f in L? gezeigt haben, muss f = f fast iiberall gelten.
Somit gilt limy_,« fn, = f fast iiberall. ]

Man nennt eine Funktion f : R® — C stetig mit kompaktem Trdger,
falls f stetig ist und es ein r € R gibt, sodass f(z) = 0 fiir alle z € R®
mit |z| > r. Definiere C.(X,C) (kurz C. oder C.(X)) als die Menge aller
Funktionen f : X — C, fiir die es eine stetige Funktion f: R?* — C mit
kompakten Tréager gibt, sodass f = f} « gilt. Zuerst zeigen wir, dass fiir ein
abgeschlossenes Intervall [a, b] C R die Menge C.([a, b], C) mit der Menge der
stetigen Funktionen f : [a,b] — C iibereinstimmt.

Proposition 2. Es seien a,b € R mit a < b. Dann gilt C.([a,b],C) =
C([a, ], C).

Beweis. Fiir f € C.([a,b],C) gibt es eine stetige Funktion f : R — C mit
kompakten Tréger, sodass f = ﬂ ]’ Da fstetig ist, ist auch f stetig, also
Ce([a,b],C) C C(]a,b],C).

Jetzt sei f € C([a, b],C). Definiere f:R — C durch

f(z) falls © € [a, b],

o) = fla)(zx —a+1) fallsx € [a—1,a],
f)(b+1—2x) fallsz e [bb+ 1],
0 fallsz <a—1oder z > b+ 1.
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Dann ist f stetig und fiir |z > r = 1 + max{]al, [b|} ist f(z) = 0. Also

f ist stetig mit kompakten Tréger und f‘[a )= f. Damit ist C([a,b],C) C
Ce([a,b],C) und daher C.([a,b],C) = C(]a,b],C). O

Wir zeigen jetzt, dass jede L?-Funktion durch Funktionen in C. beziig-
lich ||.||2 approximiert werden kann.
Satz 2. Sei f € L*(X,C). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein g € C.(X,C)
mit [|f —gll2 <e.
Beweis. Zuerst definieren wir C als die Menge aller stetigen Funktionen f :
R®* — R, die 0 < f(x) <1 fiir alle z € R® erfiillen. Fiir eine Borelmenge A C
R® sei C1(A) die Menge aller f € C, fur die f(z) = 0 fiir alle x € A gilt.
Weiters sei fiir n € N die Menge D,, durch

z1
D, = {( f) eR*: —n <z; <nfiralleje {1,2,...,3}}
definiert. Setze C1(n) := C1(R*\ D,,). Beachte, dass offensichtlich fg € C}
fir f,g € C; und fg € C1(A) fir f € C1(A) und g € Cy gelten. Weiters ist
wegen |z| < ny/s fur € D,, offensichtlich Cy(n) C C.(R?).

Behauptung 1. Fir j € {1,2,...,s} selen a;,b; € R mit a; < b;. Setze

al bl

az b
a:=1\{.|,b:=1[ .| und

as b,

71
[a, b) ::{( : ) eR¥:a; <z; <D, fﬁrallej€{1,2,...,s}} :

Dann gibt es fiir jedes e > 0 ein f € C1(R*\ [a,b)) mit |15 — fl2 <e.
Beweis der Behauptung. Es sei t € (0,%minj€{172 ,,,,, sy [bj — aj|). Fir j €

Z1
{1,2,..., s} definiere f;, : R®* = R fiir z = (xz durch
0, falls z; < a; oder z; > bj,
1, falls a; +t < x; < b; —t,
Hx—a;), fallsa; <z; <a;+t,
—H(x—b;), fallsb; —t <uaz; <.
Offensichtlich ist f;; € C. Setze f; := minjeqi 0, o) fi;- Dann ist f; € C.

frj(x) ==

a1+t b1 —t

az+t bo—t

Wenn man a; := < : ), b, = B [a,b) und A; = [ay, by)
ast be—t

definiert, dann gilt 14, < f; < 14. Insbesondere ist f; € C1(R*\ A).
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Wegen 1y, < fi <1aist 0 < 14— f, = |1a— fi] <14 — 14,. Nachdem
14— 14, nur die Werte 0 und 1 annimmt ist (14 — 14,)? = 14 — 14,. Deshalb
ist |14 — fi|* < (14 — 14,)> = 14 — 14,. Somit gilt

14— fill,% = / La— P < /<1A 1) =

= MA) = MA) =[] 16 —ajl =[] 1 —a; —21] -
j=1 j=1

Da lim, o+ (szl bj — aj| =TT |bj — a; — 2t|) = 0 gibt es zu jedem & > 0

ein t mit |14 — fi|l,? < &% Daher ist ||14 — fi||, < € und wegen f; € C1(R*\
A) ist die Behauptung gezeigt.

Behauptung 2. Es seien A, Ay, B Borelmengen in R®. Fiir jedes € > 0 gébe
esein fi € C1(B) und ein fo € Cy mit [[14, — fill2 < e und |14, — foll2 < €.
Dann gibt es zu jedem € > 0 ein f € C1(B) mit ||[14,n4, — fll2 < e.

Beweis der Behauptung. Sei ¢ > 0. Dann gibt es f; € C1(B) und f, € C] mit
114, — fill2 < § und ||14, — fol|2 < §. Offensichtlich ist f := fif> € C1(B).
Weiters gilt

|1A10A2 - f | = |1A11A2 - 1A1f2 + 1A1f2 - f1f2| <
N—— =

=la;1la, =f1f2
< a1, = fol +11a, = fil Ifol <M, — fol + 14, — fil
<1 <1

und wegen (2) ist deshalb [14,na, — f|*> <2 (|14, — f1|> + |14, — f2|?). Daher
ist

ae = 72 = [ Taon— P <2 (/|1A1 Al [ —le2) _

2 9 g2 g2 )

-~ ~~

2 2
2 2
<4 <4

und somit ||14,n4, — fll2 < e. &
Jetzt definiere A als die Familie aller Borelmengen A C R®, fiir die es zu
jedem n € N und zu jedem € > 0 ein f € Ci(n) gibt, das ||[1anp, — fll2 < ¢
erfiillt. Wir zeigen jetzt, dass A eine o-Algebra ist.
Nachdem 1y = 0 gilt, gilt fiir jedes n und jedes € > 0, dass ||1gnp, — 0|2 =
0 < . Offensichtlich ist 0 € Cy(n) und deswegen gilt ) € A.
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Sei A € Aund n € N. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein f € C] mit
I1anp, — fll2 < e. Wegen

Igs\(anpy) — (1= f) =1=140p, =1+ f = —=(1anp, — f)
—_——

=1-14anD,

ergibt sich ||1RS\(AﬁDn)_(1_f)||2 = ||1A0Dn_f||2~ Da (1—f) S Cl fiir f S Cl
gilt erhalten wir, dass es zu jedem ¢ > 0 ein g € Cy mit ||1gs\(anp,) —gll2 < €
gibt. Nach Behauptung 1 gibt es zu jedem ¢ > 0 ein f € C;(R*\ D,,) mit
I1p, — fll2 < e. Deshalb gibt es nach Behauptung 2 zu jedem ¢ > 0 ein
f S Cl(RS \ Dn) = C’l(n) mit ||1(RS\(AﬁDn))ﬁDn — f“g < e. Weil (RS \ (A N
D,))N D, =(R*\ A)N D, gilt, folgt daraus, dass (R*\ A) € A.

Fiir Ay, Ay € Aist also auch (R*\ A;) € A. Wegen Ay \ A; = A;N(R*\ A,)
gibt es nach Behauptung 2 zu jedem n und zu jedem € > 0 ein f € C;(n)
mit |1\ 40D, — fll2 < €. Somit ist (4As \ A1) € A.

Wieder seien Aq, A € A. Wie soeben gezeigt ist dann auch (As\ A1) € A.
Sei n € Nund € > 0. Dann gibt es f1, fo € C1(n) mit |[14,np, — f1ll2 < § und
11a\a0)0p, — foll2 < 5. Es gilt dann 0 < (f1 + f2)(2) < 2, (fi + f2)(z) =0
fir alle z € (R*\ D,,) und wegen (A;UA2)ND,, = (A1ND,)U((A2\A1)ND,)

| Lauannp,  — (it f2)l < Nanp, — fil + [1anannp, — fof -
—— ——
=la,nDntl(as\41)nDy

Definiert man f := min(1, f; + f2), dann ist offensichtlich f € C(n) und fiir
jede Borelmenge B gilt |15 — f| < |1 — (f1 + f2)|. Insbesondere gilt

[ Tauannp, — 1 < [Mauannp, — (fi + f2)| <
< Lainp, — fil +1Lanann, — fol

und wegen (2> ist |1 A1UA2)ND, — f‘2 < 2(|1A10Dn fl‘ + |1 (A2\A1)ND, — f2‘ )
Deswegen gilt

Rwsnn, =52 = [ wsn, — 12 <

-~

<2(|11a; "Dy —F112+1(ag\a7)nDn — f21%)

< 2(/ 1Laymp, — f1” + / 11(a\a0)nD, — le2) =

'

=l1a;nDn—f1ll5? =[1a\A1)nDn —F2ll5?

g2 g2
= 2(l|1A1ﬂDn f1||2 + ||1 (A2\ A1) ﬂDn f2||2 ) (Z + ) _ 52 ‘

~
e2
<7 <T

Daher ist ||1(4,04,)np, — f]2 < € und somit ist A; U A; € A.
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Als néchstes wollen wir durch Induktion nach k zeigen, dass U?Zl AjeA
fiir Ay, Ag,..., Ay € A gilt. Im Fall £ = 1 ist das offensichtlich. Sei jetzt
k > 1. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung Uf;ll Aje A Wegen A, € A

ist daher U?:1 A= Uf;ll A;UA, € A
Jetzt sel (Ax)ren eine Folge in A. Setze A := |J,—, Ax. Weiters seien
n € N und € > 0. Definiere By := A; N D,, und fiir £ € N, k£ > 1 definiere

By, = (Ak \ (Uf;ll Aj)) N D,,. Dann ist (By)ren eine Folge von paarweise

disjunkten Borelmengen und es gelten U§:1 B; = <U§:1 Aj> ND, fir alle k €
N und U;—, Br = (Upe; Ax) N D,, = AN D,,. Wegen der o-Additivitét ist

(2n)* = A(D,)) > MAN D,) = A (O Bk> - i ABy) |

und deshalb konvergiert > 7°  A(By) in R. Somit gibt es ein & € N mit
‘A(AmDn) — Y ABy)| < 2. Setze Gy = <U§:1 Aj) A D, und Gy =
(AND,)\G;. Dann folgt aus G; = <U§:1 Aj) nD,, = U?Zl B; C AND,, dass
AGL) = A (Ule Bj) — Y5 A(B;) und daher \(Gy) = A(AND,)~\(Gy) =

‘)\(A NnD,)—>" )\(Bj)‘ < %. Weil U?:l A; € Agibtesein f € Ci(n) mit

j=1
|1q, — fll2 < 5. Dadurch gilt

I Lanp, = fl* =1l +1e = fll* < 2(Lle = fl2° + 1leall”) <
[\ ~~ ~/ N, e’

wegen (2

=la, +la, <, —fll2+ ey 2 <=2
2 2 2 2
<2 5—+/\1G2\2 —o( S NGy ) <2(S 42 ) =22,
4 SN—— 4 SN—— 4 4
=lg, <%

und somit [|14np, — f|l2 < e. Deshalb ist A =J,~, Ay € A.
Damit haben wir bewiesen, dass A eine o-Algebra ist. Betrachte a =

al b1
<a2> b= b:2 € R® mit a < b, das heifst a; < b; fiir alle j € {1,2,...,s}.
as be

Sei n € N. Nach Behauptung 1 gibt es zu jedem ¢ > 0 ein f; € C; und
ein fo € C1(n) = C1(R*\D,,) mit || 155 — fill2 < e und |[1p, — fall2 < €. Wegen
Behauptung 2 gibt es daher zu jedem € > 0 ein f € C;(R*\ D,,) = C1(n) mit
| 1la.0)np,, — fll2 < €, wodurch [a,b) € A gilt. Da die Familie der Borelmengen
die kleinste o-Algebra ist, die alle Mengen der Form |[a,b) enthélt, muss A

die o-Algebra der Borelmengen sein.
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Sei B C R® eine Borelmenge mit A\(B) < co. Weiters sei € > 0. Nachdem
(BND;) C (BND,y) C (BND3) C --- und B =J.—,(BND,,) gilt wegen der
Stetigkeitseigenschaft, dass A(B) = lim, o A(BND,,). Da A(B) < oo ist, gibt
es ein n € N, sodass A(B\ D,) = A(B\ (BN D,)) = A(B) —~A(BND,) < %.
Weil B € Aist, gibt es ein f € Cy(n) C C.(R®) mit |[1pnp, — fll2 < 5. Somit
ist

| 1p — flls*> =11\, + 1ap, — fla® <

- wegen (2)

-
=lenpn+1lp\Dy <\ pypll2+H1BAD, = fll2

2
22+ 11sap, — fll2%) < 2</|1B\Dn|2+z) _
H,_/

<% :1B\Dn

g? g2 g2
:2<>\(B\Dn)+—) <2<—+—) _
—_—— 4 4 4

g
<7

< 2(|[1p\p,

)

woraus sich ||[1p — f||2 < € ergibt.

Betrachte f € L*(R*,R) mit f > 0 und sei € > 0. Dann gibt es paar-
weise disjunkte Borelmengen By, Bs,..., B, mit A(B;) < oo fiir alle j €
{1,2,...,s} und aq, 9, ...,, € Rmit a; >0 fir alle j € {1,2,..., s}, so-
dass 37, a;lp, < |f]> = f* und ’f 2= f (22:1 alej)’ < £ gelten. Im
Folgenden verwenden wir, dass |a — b|> < a? — b2 fiir 0 < b < a gilt, weil 0 <
a—b < a+bund daher |a—b|* = (a—b)(a—b) < (a—b)(a+b) = a®>—b*. Weil die
Mengen Bj, Bs, ..., B, paarweise disjunkt sind, gelten 0 < Z?:l Vlp, < f

und ’f — > i1 /a1,

2
< |fI? = 327, ajlp;, und deswegen gilt auch

2
<

2 n
g

< fue= [ (o) <5

Also ist )f =21/,

C.(R*,R) mit |15, — gjll2 < m Setze g := Y7, \/@;9;. Es ist dann

£

, < 5.Seij€{1,2,...,n}. Dann gibt es ein g; €
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g € C.(R*,R) und es gilt

H [ 2 <
——
=251 Ve A VOB~ Vi

= Zlej +Zx/7||1BJ gill2 <

g J=1
- 2n(\/_+1)

n n
VY e _ € e €

s i +12n 2 — 2n 2
<1 ™.

-

A
(ML)

< -+

| ™
Q

Fir f € L*(R*,C) gibt es fi, fo, f5, fs € L*(R*,R) mit fu, fo, f5, fa >
0, sodass f = (fi — f2) +i(fs — fa) (fi == Re(f)", fo := (Re(f))",
f3 == (Im(f))" und fy := (Im(f))_) Sei ¢ > 0. Dann gibt es g1, ¢2, 93,94 €
C.(R*,R) mit ||f; — g;]l2 < § fiir j € {1,2,3,4}. Definiere g := (g1 — g2) +
i(g3 — g4). Dann ist g € C. (]R C) und es gilt
| f - @ k=

<~
=(fi—f2)+i(fzs—fa) =(91—g2)+i(g3—g4)

=[(fi —g1) = (fa = g2) +i(fs — g3) —i(fa — ga)[l2 <

£ £ 9 £
s —gillz + o —gells + [lfs — gsllz+ [ fa —galls < g+ 5+ 5+ =€

Vo Vv
E £ 1> €
<1 7 <1 <1

SchlieRlich sei f € L2(X,C). Definiere die Funktion f : R* — C durch

= ) flz), falsxecX,
10 falls 7 € R®\ X.

Dann ist f € L*(R®,C). Sei & > 0. Weil f € L*(R*,C) gilt, gibt es ein § €
C.(R*,C) mit ||f — g2 < e. Setze g := g‘x Dann ist g € C.(X,C) und es
gilt |If —gll < [If —9l2 <e. O

Man kann also stets jede L?-Funktion beziiglich ||.||s durch Funktionen,
die sich auf stetige Funktionen mit kompakten Trager fortsetzen lassen, ap-
proximieren. Leider ist es fiir eine Funktion im Allgemeinen nicht leicht fest-
zustellen, ob sie sich zu so einer Funktionen fortsetzen lédsst oder nicht. Des-
halb zeigen wir jetzt noch, dass fiir ein abgeschlossenes Intervall [a,b] C R
jede L2-Funktion durch stetige Funktionen beziiglich ||.||; approximiert wer-
den kann.
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Korollar 2.1. Es seien a,b € R mit a < b. Weiters sei f : [a,b] — C
in L*([a,b],C). Dann gibt es zu jedem € > 0 eine stetige Funktion g : [a,b] —
C mit | — gl < .

Beweis. Betrachte f € L?([a,b], C) und sei € > 0. Nach Satz 2 gibt es ein g €
C.(la,b],C) mit ||f — g||2 < . Wegen Proposition 2 ist g stetig. O



