Matrizennorm

Es seien r, s € N. Mit M, (R) bezeichnen wir die Menge der reellen 7 x s-
Matrizen (also der linearen Abbildungen R®* — R"), und setze M (R) :=
M; s(R) (also die Menge der linearen Abbildungen R®* — R?®). Analog kénnte
man die komplexen Matrizen als M, 4(C), bzw. M(C) definieren. Wir werden
zwar die Resultate (und Definitionen) hier nur fiir reelle Matrizen formulieren
und beweisen (bzw. definieren), aber sie wéren prinzipiell auch fiir komplexe
Matrizen richtig (bei unverdndertem Beweis).

Definition 1. Sei A € M, (R). Dann heifst ||A] := sup % die Ma-
x€Rs\{0}
trixnorm von A.
Wir wissen zunéchst nicht, ob || Al eine reelle Zahl ist. Wenn {% tx €

R* \ {0}} nicht nach oben beschrinkt wire, dann setzen wir [|A| := +oo.
Aus (2) in der folgenden Proposition 1 wird aber folgen, dass || Al stets eine
reelle Zahl ist.

Proposition 1. Sei A € M, ;(R). Dann gelten folgende Eigenschaften.
(1) [lA]] = sup |Az|.
zeR?®

lz]=1
(2) Al e R.
(3) Fiir alle x € R® gilt |Azx| < ||A|||=].
(4) 4] = 0.
(5) Es gilt ||Al| =0 genau dann, wenn A = 0.
(6) Fir jedes XA € R gilt || NA|| = |A|]|A]].
(7) Fiir alle B € M, ,(R) gilt ||A+ B| < ||A|| + || B]|-
(8) Falls B € M, ,(R), dann gilt | BA|| < || B]|||4]-

Beweis. (1) Sei z € R® mit |z| = 1. Wegen |z| = 1 ist  # 0, also 2 € R*\ {0}.
Dann ist |Az| = ‘Aﬂ < ||A]|. Deshalb ist sup |Az| < ||A]|-

\x\ 1
Jetzt sei x € R® \ {0}. Dann ist |z| # 0. Setze y := 1 - Es st ly| =
\x\ ’ |x||x| 1. Somit ist |“4x‘ = |x||Aa7| |x| ‘ ‘A( )‘ = |Ay| <

:y
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sup |Az|. Daher ist ||A|| < sup |Az|. Wegen sup |Az| < ||A]| ergibt sich
z€R® z€R® z€R®
|z|=1 |z|=1 |z|=1
daraus ||A]| = sup |Az|.
|z|=1
(2) Definiere C' := {x € R® : |z| = 1}. Diese Menge ist beschrinkt (weil
ja |z| <1 fiur alle x € C). Da z + |z| stetig ist, {1} in R abgeschlossen
ist und C' das Urbild von {1} unter dieser Funktion ist, ist C' als stetiges
Urbild einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen. Weil C' beschrankt und
abgeschlossen ist, ist C' kompakt. Die Funktion z — |Ax| ist stetig. Nach
dem Satz vom Minimum und Maximum besitzt daher diese Funktion ein
Maximum z, auf C. Wegen (1) ist ||A|| = sup |Az| = |Axo| € R.
TeR?®
|z|=1
(3) Fiir x = 0 ergibt sich wegen |z| = 0 und Az = 0, dass |Ax| =
0] =0 = [|A||0 = [|A|||z]. Sei jetzt x # 0. Dann ist % < ||A]|. Somit ist
|Az| < [ Al

lz|=1 >0

mit Azg # 0. Deshalb ist ||A| > [Azo] o

|zo]

(6) Fir z € R® mit |z| = 1 gilt |[(AA)z| = |MN(Az)| = |A||Ax|. Daher gilt

M| = sup [(AA)z| = || sup [Az| = |A][|A]l.
wegen (1) 3RS N — zERS
lz[=1 =|)||Az] |z]=1

——
=[|Al| wegen (1)
(7) Sei z € R® mit || = 1. Es ist

(A+B)z| < |Az| + [Bz| <A +]B].
———— ~—~— ~—~—
=Ar+Br  <||A|| wegen (1)  <||B|| wegen (1)

Nach (1) folgt daraus, dass [|[A + B|| < ||A|| + || B]|-
(8) Wieder sei x € R®* mit |z| = 1. Dann ist |(AB)z| = |A(Bz)| <
——

<Al wegen (3)

1Al | Bz < [[A[l|B]| || = [[A[ll|B]|.- Wegen (1) ergibt sich daraus,
~—~—~ ~—
<||B|| wegen (3) =1
dass [|ABJ| < [[A]l[|B]|- 0

Bemerkung. Falls die Eigenschaften (4)—(7) aus Proposition 1 erfiillt sind,
dann spricht man von einer Norm. Ist zusétzlich auch die Eigenschaft (8)
aus Proposition 1 erfiillt, dann spricht man von einer Matrixnorm oder Ope-
ratornorm.
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Wir betrachten jetzt (M, s(R),|.||), also der Raum der reellen r x s-
Matrizen mit der Metrik d(A, B) := |A— B||. Nachdem man M, ;(R) mit R
identifizieren kann, haben wir auf dieser Menge bereits eine andere Metrik,
namlich diejenige, die vom Betrag gegeben ist (d(A, B) := |A — BJ). Diese
beiden Metriken wollen wir jetzt vergleichen. Nachdem wir in Proposition 2
zeigen werden, dass es positive Konstanten «, § gibt mit o A| < ||A]| < 5| A],
sind die offenen und abgeschlossenen Mengen beziiglich beider Metriken die-
selben. Ebensowenig unterscheiden sich kompakte und zusammenhéngende
Mengen, und auch Konvergenz bedeutet dasselbe. Nachdem wir wissen, dass
(R",|.|) vollstandig ist, ist auch (M, s(R), ||.]]) vollstandig.

Proposition 2. Sei A € M, ((R). Dann gilt \/%|A| < ||A|| < |A]|. Insbeson-
dere ist (M, s(R), ||.||) vollstindig.

ai,l ai2 -+ QAls x1

a1 a2 - a2s 2

Beweis. Es sei A = < S ) und =z = <> so, dass |z| = 1.
ar“,l ar.',Z a'rz,s Ts

2 5=101,5T5

3 5—102,57;

Dann ist Ax = . Fiir ein festes k € {1,2,...,r} ist wegen der

22:1 ar,jTj

2
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung (25:1 ak,jxj> < (ijl akJ»?) z|? =
=1

Z;Zl ar, ;2. Deshalb ist

s S

SN an2=4].

k=1 j=1

T S 2
EEENDY (Zakﬂj> <

k=1 \j=1

Wegen (1) aus Proposition 1 ist ||A]| = sup |Az| < |A].
z€RS ~~~

Wahle j € {1,2,...,s} und k € {1,2,...,r}. Definiere v; als denjenigen
Vektor in R?, der in der j-ten Komponente 1 und in den anderen Kompo-

a2,j

aly‘]
nenten 0 hat. Offensichtlich ist |v;| = 1 und Av; = < : ) Der Betrag
a,
von Awv; ist grofer oder gleich dem Betrag seiner k-ten Ké)mponente, also
|Av;| > |ag ;. Nach (1) aus Proposition 1 ist |ay ;| < |Av;| < ||A]| und somit
a,;® < ||A]]*. Daher ist [A]* = Y7, Y% ax;? < rs]|A|?. Daraus ergibt
~—

, <|lA|2
sich —L|A| < [|A]. O

<
<
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Unser néchstes Resultat ist der Majorantentest fiir Reihen von Matrizen.
Eigentlich formulieren wir nur das Analogon dazu, dass jede absolut konver-
gente Reihe konvergiert. Aus dem gewohnlichen Majorantentest ergibt sich
aber daraus auch der Majorantentest fiir Matrizenreihen.

Proposition 3. Es sei (A, )nen eine Folge in M, s(R). Falls Y >, || A, kon-
vergiert, dann konvergiert Y >~ | A,.

Beweis. Fiir n € N setze S, = >, _ Ay und s, = >, || Ak Weil
> 1A, konvergiert ist (s,,)nen eine Cauchyfolge. Sei € > 0. Dann gibt es
ein N, sodass |s, — s;,| < € fur alle n,m > N. Seien n,m > N. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit kénnen wir m < n annehmen. Es ist S,, —5,, =
Yorei A = 30 A = Y Ak und analog s, — s, = Y p [l Akll
Wegen (7) aus Proposition 1 gilt || Y7 1 Akl < >4 [[Ak]| und daher

| Sn=Sm || = | Zzzmﬂ Al < Z [Akll = $p—sm < [sp—sm| <e. Also
:ZZ:m+1 Ay, k=m-+1
=Sn—Sm

ist (S, )nen eine Cauchyfolge. Da M,  (R) vollstandig ist konvergiert (S, )nen,
und dieser Grenzwert ist ja nach der Definition der Reihe Y | A,. O

In unendlichdimensionalen Raumen gibt es lineare Abbildungen A und B
sodass B o A = id, aber A nicht invertierbar ist. Das néchste Resultat zeigt,
dass solche Beispiele im Endlichdimensionalen nicht mdglich sind.

Proposition 4. Sei A € My(R). Falls es ein B € M4(R) mit BA = id gibt,
dann ist A invertierbar und es gilt B = AL

Beweis. Angenommen rg A < s. Dann wire dimim A = rg A < s und da-
her dimim BA < dimim A < s. Wegen BA = id ist aber dimim BA = s,
wodurch sich ein Widerspruch ergibt. Es muss daher dimim A = rgA = s
gelten. Wegen dimim A = s ist A surjektiv. Aus s = dim im A+ dim ker A er-

halten wir dim ker A = 0, und somit ist A injektiv. Es ist:zilso A bijektiv, und
deshalb besitzt A eine Inverse A~!. Weiters ist B = B _id = BAA™! =

—AA-1  =id
idA=l=A"1, O

Unser nédchstes Resultat zeigt, dass jede Matrix, die in der Matrixnorm
um weniger als 1 von der Einheitsmatrix abweicht, invertierbar ist. Die Rei-
hendarstellung von A~! wird die von Neumann’sche Reihe genannt.

Proposition 5. Sei A € M (R). Falls ||A —id|| < 1 gilt, dann ist A inver-
tierbar. Weiters gelten ||A7]] < und A7t =3 (id —A)".

1
T—[A—d] n=0



MATRIZENNORM 5

Beweis. Sei n € Ny. Wegen Eigenschaft (8) aus Proposition 1 erhalten wir
|(id—A)"|| < ||id —A|". Nachdem ||id —A|| < 1 gilt, konvergiert die geo-
metrische Reihe Y > ||id —A||" und es gilt > > |id—A||" = m.
Wegen des Majorantentests konvergiert > ||(id —A)"||. Daher konvergiert
> ,(id —A)™ nach Proposition 3.

Setze B := 3~ (id—A)". Es ist

1B < p_NIGd=A)"l < p_llid—Al" = +——=7 -
Z Z HA id ||
Dann gilt

BA:Z(id—A) A =

=A—id +id=—(id — A)+id

:—Zld An+1—|—ZId —A)" = (i[d—A)° =id .

:ZZ":l(id —A)"

Nach Proposition 4 ist A invertierbar und A™' = B, womit das Resultat
gezeigt ist. 0

Wenn eine Matrix geniigend nahe bei einer invertierbaren Matrix liegt,
dann ist sie invertierbar. Das zeigt unser néchstes Resultat.

Proposition 6. Seien A, B € M (R). Weiters sei A invertierbar und es
gelte |B — A| < Dann ist B invertierbar und es gelten ||B7!|| <
A

1
A=

A TE=A] U
1B — A < A B 1B - Al < — A5 g
- 1 [[ATY|B - A
Beweis. Es gilt
AT B— d_ || =[[A7(B—A)] < JATYB-A]<1.
v wegen (8) aus Proposition 1 SN———
=4 <7

Nach Proposition 5 ist A™!'B invertierbar und |[(A™'B)7!|| < m
Aus [|[A7IB —id]| < [J[A7Y|||B — A|| ergibt sich daraus ||(A7*B)7Y| <
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W. Setze C' := (A_lB)_lA_l. Dann gllt CB = (A_lB)_lA_lB =
id. Wegen Proposition 4 ist B invertierbar und B~! = C. Es ist

B2 =B AT <
:C:(AigflAfl wegen (8) aus Proposition 1
1A~

< ATIB)TH AT < .

1
<
—1-A=LIIB-A|

Weiters ist

-1 oAl — —1p\—1 - ~1
| B —AT = (ATB) —id)A7 <
=C=(A-1B)-1A-1 wegen (8) aus Proposition 1
<AT'B) = dd IIATH = [ AT BT (A - B)| <
N— ~~
—B-14 =B~!B wegen (8) aus Proposition 1
A BB - A < e T
=~ . 1 lATIE - A
da 1B < sy
womit das behauptete Resultat bewiesen ist. O

Die Menge der invertierbaren reellen s x s-Matrizen bezeichnet man mit
GL(s,R) (und analog dazu die Menge der invertierbaren komplexen s X s-
Matrizen mit GL(s,C)). Aus der linearen Algebra weif man, dass A genau
dann invertierbar ist, wenn det A # 0. Wir werden jetzt zeigen, dass die
Menge der invertierbaren Matrizen offen ist, und A — A~! stetig ist. Of-
fensichtlich ist fiir jede invertierbare Matrix A auch A~! invertierbar, also
A7t e GL(s, R).

Proposition 7. Die Menge GL(s,R) ist offen in My(R). Weiters ist die von
GL(s,R) nach M,(R) fiihrende Abbildung A — A~ stetig.

Beweis. Sei A invertierbar und sei € > 0. Setze § := min {m, m}

Essei B € My(R) mit ||[B—Al| <. Well ||[B—A| <d§ < 2”A T < ”A ry folgt
aus Proposition 6, dass B invertierbar ist. Damlt ist gezeigt, dass GL(s, ]R)

offen in M (R) ist. Nachdem ||B — A|| < ¢ < g st [[A7H|[| B — Al <1

2||A
also 1 — [|[A~Y|||B — A|| > %, und deshalb % < 2|l A7Y2. Nach
Proposition 6 und weil ||B — Al < < spae erhalten wir
[y e s S TS VS -
1= A7 B - A ~—~— 2| A~Y|
<2A-1|p AT

Somit ist A — A~ stetig. 0



