Metrische Raume

Unter metrischen Raumen versteht man Mengen, bei denen man einen
Abstand zwischen zwei Elementen bestimmen kann. Dadurch lassen sich ge-
wisse geometrische Argumente auf metrische Raume iibertragen. Insbesonde-
re kann man dann solche Argumente auf gewissen Rdumen von Funktionen
verwenden.

1. Metriken

Zunichst definieren wir Metriken. Ein Abstand ordnet zwei Punkten eine
reelle Zahl zu (ist also eine Funktion von M x M nach R). Der Abstand soll
nie negativ werden koénnen. Weiters soll der Abstand genau dann gleich 0
sein, wenn die Punkte gleich sind. Fiir den Abstand von y zu = soll man den
selben Wert erhalten, wie fiir den Abstand von = zu y. Schliefslich soll sich
der Abstand nicht durch ,,Umwege* verkiirzen lassen, also die Summe der
Abstidnde von z zu z und von z zu y soll nicht kleiner sein als der Abstand
von z zu y (diese Eigenschaft nennt man die Dreiecksungleichung). Formal
sieht die Definition einer Metrik folgendermafsen aus.

Definition. Sei M eine nichtleere Menge. Eine Funktion d : M x M — R
heifst Metrik, falls

(1) d(z,y) > 0 fiir alle z,y € M,

(2) fiir x,y € M gilt d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y,
(3) d(y,x) = d(z,y) fiir alle z,y € M, und

(4) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) fir alle z,y,z € M.

Fiir eine nichtleere Menge M mit einer Metrik d nennt man (M, d) einen
metrischen Raum.

Bemerkung. Auf metrischen Rdumen gilt stets auch der linke Teil der Drei-
ecksungleichung, némlich |d(z, z) — d(z,y)| < d(z,y).

Zum Beweis verwendet man die Dreiecksungleichung, aus der sich sowohl
d(z,z) <d(x,y)+d(y, z) als auch d(z,y) < d(z,z) + d(x,y) ergeben. Wegen
d(y,z) = d(z,y) folgt aus der ersten Ungleichung, dass d(z,z) — d(z,y) <
d(x,y). Genauso ergibt sich wegen d(z,z) = d(x,z) aus der zweiten Un-
gleichung, dass —(d(z, 2) — d(z,y)) = d(z,y) — d(z, z) < d(,y). Nachdem
|d(z, z) — d(z,y)| gleich d(z, z) —d(z,y) oder —(d(z, z) —d(z,y)) ist, erhalten
wir die gewiinschte Ungleichung.
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Bevor wir jetzt Beispiele fiir metrische Raume geben, setzen wir fest,

x1
x2
dass wir fiir z € R* und y € R® (bzw. z,y € C®) hier stets z = ( : > und
2
Yy = ( : > schreiben, wobei 1, xs, ..., Zs, Y1, Y2, .- ., Ys € R (bzw. in C) ist.

Uné/;r erstes Beispiel ist (R,d) mit der Metrik d(z,y) := |xr — y|. Es ist
leicht nachzurechnen, dass das wirklich ein metrischer Raum ist. Man nennt
diese Metrik die iibliche Metrik auf R. Betrachtet man R oder Teilmengen
davon als metrischen Raum und ist keine konkrete Metrik angegeben, so ist
stets diese iibliche Metrik damit gemeint. Genauso ist die iibliche Metrik
auf Q, Z und N definiert (und auch auf C, wobei man C als R? betrachten
kann und wie unten erwahnt die Dreiecksungleichung etwas schwieriger zu
beweisen ist).

Auch auf R® und C* (man kann C° ja als R?** betrachten) wird durch
d(z,y) == |z —y| = \/ijl |z; — y;|? eine Metrik definiert. Mit Ausnahme
der Dreiecksungleichung sind die Eigenschaften der Metrik leicht nachzu-
rechnen. Zum Nachrechnen der Dreiecksungleichung kann man verwenden,
dass sich wie im néchsten Absatz beschrieben aus einer Norm eine Metrik
ergibt und durch z — |z| eine Norm auf R® definiert ist. Dabei muss man
die Dreiecksungleichung fiir Normen nachrechnen, wozu man die Cauchy-
Schwarz’sche Ungleichung verwenden kann. Auch auf R* und C® nennt man
die soeben definierte Metrik die iibliche Metrik, und soferne keine Metrik ex-
plizit angegeben ist, ist auf diesen Mengen oder ihren Teilmengen stets diese
iibliche Metrik gemeint. Ebenso ist auf Q°, Z° und N°® die iibliche Metrik
definiert.

Es sei V ein Vektorraum iiber R oder C. Eine Funktion z — ||z| von V
nach R heifst Norm, falls

1) ||lz]] > 0 fiir alle x € V,

(1)

(2) fiir € V genau dann ||z|| = 0 gilt, wenn = = 0,

(3) |[Ax|| = |A] ||=|| fiir alle z € V und alle A\ € R, bzw. alle A € C, und
)

(4) |lx+yl < ||z]+|ly| fir alle z,y € V (Dreiecksungleichung fir Normen).

Man nennt dann (V) ||.||) einen normierten Raum. Falls (V ||.]|) ein normierter
Raum ist, dann erhélt man durch d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik auf V' und
somit einen metrischen Raum (V,d). Zum Nachrechnen der Eigenschaften
beachte, dass d(y, x) = [ly —z[| = || (=D (z —y)|| = [(=D[lx=y[| = [z —y[ =
d(z,y) und d(z,y) = |z =yl = lo — 2+ 2 =yl = [(z = 2) + (z —y)l| <



1. METRIKEN 3

|z — z|| + ||z — y|| = d(z,2) + d(z,y). Man nennt die Metrik d die von der
Norm |[|.|| induzierte Metrik.

Durch d(z,y) = >7_, |z; — y;| wird auf R® eine Metrik definiert. Diese
Metrik wird durch die Norm |[|z|[; := }7°_, |z;| induziert. In diesem Fall ist
es leicht nachzurechnen, dass d eine Metrik und ||.||; eine Norm ist.

Definiert man d(z,y) = max{]:vj -y g e{L,2,.. .,3}}, so ist d eine
Metrik auf R®. Diese Metrik wird durch die Norm ||z o := max{|z;| : j €
{1,2,.. .,s}} induziert. Auch hier kann man leicht nachzurechnen, dass d
eine Metrik und ||.||» eine Norm ist.

Die bisher betrachteten Metriken waren stets von Normen induziert. Es
gibt aber auch Metriken, die nicht von Normen induziert sind. Ein solches
Beispiel ist die diskrete Metrik, die wir jetzt beschreiben werden. Sei M eine
nichtleere Menge (es wére sogar sinnvoll anzunehmen, dass M mindestens
zwei Elemente hat). Dann wird durch

d(z,y) 0, fallsz =y,
xT,Y) =
Y 1, falls x #y,

eine Metrik definiert. Dabei sind die Eigenschaften der Metrik leicht nachzu-
rechnen. Diese Metrik nennt man die diskrete Metrik. Um zu sehen, dass diese

Metrik nicht von einer Norm induziert wird, betrachten wir R mit der diskre-
ten Metrik. Wegen d(z,0) = 1 fiir alle x # 0 ist lim,_,, o d(z,0) = 1. Wenn

diese Metrik von einer Norm induziert wire, miisste es eine Norm ||.|| geben
mit d(z,y) = ||z — y||. Insbesondere wire d(z,0) = ||z — 0| = ||z| = |z|||1]|-
Wegen ||1|| # 0 wire dann lim, . d(z,0) = lim,_, o |z| ||1]] = 400, was

lim, 4 d(z,0) = 1 widerspricht. Damit haben wir zwar gezeigt, dass d nicht
direkt von einer Norm induziert wird, es konnte aber sein, dass d zu einer
von einer Norm ,dquivalent* ist (fiir uns soll  dquivalent heifen, dass fiir
beide Metriken Konvergenz von Folgen dquivalent ist und auch die Grenz-
werte iibereinstimmen — Konvergenz von Folgen wird in Kapitel 2 definiert
werden). Wegen |1 —0[ = [|2]| = [|1]| — 0 gilt £ — 0 fiir jede zu einer
von einer Norm induzierten Metrik dquivalenten Metrik. Andererseits gilt
d (%, O) = 1 fiir jedes n € N, also % konvergiert in der diskreten Metrik nicht
gegen 0.

Betrachte C([0,1],R) (oder auch C([0,1],C)), die Menge aller stetigen
Funktionen f : [0,1] — R. Fiir f € C([0, 1], R) definiere || f||o := sup{|f(z)] :
z € [0,1]} (wegen des Satzes vom Minimum und Maximum konnte man hier
statt Supremum auch Maximum schreiben). Es ist leicht nachzurechnen, dass
||.]lc eine Norm auf C([0, 1], R) ist. Deshalb wird durch d(f,g) = ||f — 9|l
eine Metrik auf C'([0, 1], R) definiert. Man nennt diese Norm die Supremums-
norm, die Maximumnorm oder die Unendlichnorm. Nachdem man zeigen
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kann, dass fiir Folgen (f,)nen in C([0,1],R) und f € C([0,1],R) die Eigen-
schaft f,, — f beziiglich der Metrik d genau dann gilt, wenn f, gleichméafig
gegen f konvergiert, spricht man auch von der ,,Topologie der gleichméfigen
Konvergenz"“.

Auch wenn viele der jetzt folgenden Begriffe noch nicht definiert wur-
den, und wir bei der Beschreibung der Rdume vage bleiben, wollen wir hier
kurz erwdhnen, wie Konvergenz in (dhnlichen wie dem soeben behandelten
C([0,1],R)) Funktionenrdumen mit Metriken und &hnlichen Begriffen zu-
sammenhéngt. Die gleichmékige Konvergenz kann durch eine Norm und da-
mit durch eine Metrik beschrieben werden. Dagegen kann man die kompakt
gleichméfige Konvergenz (diese tritt z. B. bei Potenzreihen auf — diese kon-
vergieren auf abgeschlossenen Teilintervallen des Konvergenzintervalls gleich-
mékig) nicht durch eine Norm, aber durch eine Metrik beschreiben. Aus der
Analysis ist auch die punktweise Konvergenz bekannt. Diese lédsst sich auch
nicht durch eine Metrik beschreiben, kann aber durch eine Topologie be-
schrieben werden. Schlieflich gibt es auch noch die fast iiberall Konvergenz
(die in der Stochastik vorkommende fast sichere Konvergenz ist ein Spezi-
alfall davon), und diese kann auch nicht durch eine Topologie beschrieben
werden.

Zum Abschluss dieses Kapitels definieren wir offene und abgeschlossene
Kugeln. Es ist zu beachten, dass wir abgeschlossene Kugeln als B(z,7) be-
zeichnen, und nicht als B(z,r). Letzteres hat eine andere Bedeutung und
muss nicht mit B(z,r) iibereinstimmen. Nachdem abgeschlossene Kugeln
auch fiir 7 = 0 definiert sind, erhiilt man B(z,0) = {}. Wenn man auch fiir
offene Kugeln r = 0 zuldsst, wire B(x,0) = 0. Statt B(z,r) wird auch oft
B,(r) verwendet und statt B(x,r) wird auch oft B,(z) verwendet.

Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum, sei € M und sei r € R.

e Fiir r > 0 heilst B(z,r) == {y € M : d(y,x) < r} die offene Kugel
um z mit Radius r.

e Wenn 7 > 0 ist, nennt man B(z,7) := {y € M : d(y,z) < r} die
abgeschlossene Kugel um x mit Radius r.

2. Offene und abgeschlossene Mengen, Konvergenz und Stetigkeit

Die Begriffe offene, bzw. abgeschlossene Menge sollen in gewisser Weise
die Begriffe offenes, bzw. abgeschlossenes Intervall im Eindimensionalen ver-
allgemeinern. Dabei ergeben sich aber auch im Eindimensionalen z. B. offene
Mengen, die keine offenen Intervalle mehr sind (weil sie nicht mehr Intervalle
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sind). Ab hier sind Schreibweisen wie ,r > 0 als ,r € R, r > 0“ zu verstehen.
Wir beginnen dieses Kapitel mit der Definition offener Mengen. Eine Menge
heiftt offen, wenn es um jeden Punkt dieser Menge eine offene Kugel gibt,
die zur Génze in der Menge liegt. Beachte, dass der Begriff offen” (und auch
s<abgeschlossen”) vom zugrunde gelegten Grundraum (M, d) abhéngt! So ist
z.B. A :=0,1] offen in [0, 1], aber nicht offen in R! Es wire also oft giinstiger
statt , A ist offen” zu sagen A ist offen in (M, d)*.

Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M. Dann heifst A
offen, falls A = () oder es zu jedem = € A ein r > 0 gibt, sodass B(z,r) C A.

Nachdem es eine gewisse Analogie zwischen offenen und abgeschlossenen
Mengen gibt, definieren wir gleich hier abgeschlossene Mengen mit Hilfe von
offenen Mengen. An und fiir sich ist das aber eine schlechte Definition von
Abgeschlossenheit, die bessere Definition (mit der man hauptséchlich arbei-
ten sollte) wird spater in Proposition 5 kommen.

Definition. Sei (M,d) ein metrischer Raum und A C M. Dann heift A
abgeschlossen, falls M \ A offen ist.

Zunéachst zeigen wir, dass offene Kugeln offen und abgeschlossene Kugeln
abgeschlossen sind. Auch wenn das selbstverstindlich erscheint, muss diese
Aussage unter Verwendung der Definitionen erst einmal bewiesen werden.

Proposition 1. FEs sei (M, d) ein metrischer Raum und es sei v € M.
(1) Fiir r >0 ist B(x,r) offen.
(2) Falls r > 0 ist, ist B(z,r) abgeschlossen.

Beweis. (1) Sei y € B(x,r) beliebig. Dann ist d(y,z) < r. Setze s :=
r —d(y,z). Es ist daher s > 0. Wir wollen zeigen, dass B(y,s) in B(z,r)
enthalten ist. Sei z € B(y, s). Somit ist d(z,y) < s. Deshalb ergibt sich

d(z,x) < d(z,y) +d(y,z)<r—d(y,z)+dy,z)=r,
Dreiecksungleichung ==~ —
<s=r—d(y,z)

also z € B(z,r). Somit ist B(y,s) C B(z,r) und daher ist B(z,r) offen.

(2) Wenn B(x,r) = M gilt, ist M \ B(z,r) = 0, also offen, und deshalb
ist B(x,r) abgeschlossen. Betrachte jetzt den Fall B(z,r) # M. Sei y €
M \ B(z,r). Dann ist d(y,z) > r. Setze s := d(y,x) — r. Wir wollen zeigen,
dass B(y,s) in M \ B(z,r) enthalten ist. Dazu sei z € B(y, s). Angenommen
es gelte z € B(z,r). Dann gilt
d(y, ) < dly,z)  +d(zz) <dly,z) —r+r=dy,z),

—— ——

Dreiecksu;gleichun g
=d(z,y)<s=d(y,x)77‘ <r
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was offensichtlich ein Widerspruch ist (die Zahl d(y, ¥) kann ja nicht kleiner
als sie selbst sein). Also muss 2 ¢ B(z,r) gelten, woraus sich B(y,s) C
M \ B(z,r) ergibt. Somit ist M \ B(z,r) offen, und deshalb ist die Menge

B(x,r) abgeschlossen. O

Jetzt zeigen wir einige FEigenschaften der Familie der offenen Mengen. Be-
liebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte offener Mengen sind wieder
offen.

Proposition 2. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann gelten:
(1) Es sind O und M offen.

(2) Falls (Uj)je, eine beliebige Familie offener Mengen ist, dann ist ;. ; U;
offen.

(3) Wenn fir n € N die Mengen Uy,Us, ..., U, offen sind, dann ist auch
N1 U; offen.

Beweis. (1) Nach Definition ist () offen. Wir zeigen jetzt, dass M offen ist.
Es sei € M. Dann ist B(z,1) C M und somit ist M offen.

(2) Sei z € U;c;Uj. Dann gibt es ein k € J mit x € Uy. Weil Uy, offen
ist, gibt es ein 7 > 0 mit B(x,r) C Uy. Nachdem offensichtlich Uy C (U, U;
erhalten wir B(x,r) C J;c; U;. Daher ist (U, ; U; offen.

(3) Jetzt sei z € (;_, U;. Betrachte ein beliebiges j € {1,2,...,n}. Dann
ist x € U; und da U; offen ist, gibt es ein r; > 0 mit B(z,r;) C U;. Setze
r = min{ry,re,...,r,}. Weil r das Minimum von endlich vielen positiven
Zahlen ist, gilt » > 0. Wihle ein beliebiges j € {1,2,...,n}. Es gilt dann
B(z,r) C B(x,7;) C Uj. Deshalbist B(z,r) € (;_, U; und somit ist (7_, U;
offen. O

Es wurde bereits erwdhnt, dass es eine Verallgemeinerung metrischer Rau-
me gibt, die topologischen Raume. Eine Moglichkeit diese zu definieren ist es,
eine Familie von offenen Mengen anzugeben, die die in Proposition 2 ange-
fiihrten Eigenschaften erfiillt. Manche Eigenschaften von metrischen Rdumen
lassen sich auf solche viel abstraktere topologische Raume iibertragen, ande-
re jedoch nicht mehr (so muss in allgemeinen topologischen Riumen z.B.
der Grenzwert einer Folge nicht mehr eindeutig bestimmt sein). Fiir uns sind
jedoch nur metrische Rdume wichtig.

Indem man verwendet, dass eine Menge genau dann abgeschlossen ist,
wenn ihr Komplement offen ist, erhélt man unter Anwendung der de Mor-
gan’schen Gesetze auf Proposition 2 ein analoges Resultat fiir abgeschlossene
Mengen. Dieses beschreiben wir gleich in Proposition 3, den Beweis haben wir
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soeben erwahnt. Natiirlich kénnte man das Resultat auch unter Verwendung
von Proposition 5 beweisen. Es sind beliebige Durchschnitte und endliche
Vereinigungen abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen.

Proposition 3. FEs sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann gelten:

(1) Die Mengen O und M sind abgeschlossen.

(2) Wenn (A;)jes eine beliebige Familie abgeschlossener Mengen ist, dann
ist ;s U; abgeschlossen.

(3) Firn € N seien Ay, As, ..., A, abgeschlossen. Dann ist U?:l A; abge-
schlossen.

Schlieklich definieren in diesem Zusammenhang noch den Begriff der Um-
gebung eines Punktes oder einer Menge. In gewissen Sinn ist dieser Begriff
intuitiv. Offene Mengen, die den Punkt oder die Menge enthalten, sind Um-
gebungen, und auch alle Obermengen davon. Umgebungen miissen also nicht
unbedingt offen sein. Auf jeden Fall ist aber der Punkt oder die Menge in
ihrer Umgebung enthalten.

Definition. Es sei (M, d) ein metrischer Raum und U C M.

e Fiir x € M heilst U Umgebung von x, falls es eine offene Menge V C M
gibt, sodass x € V und V C U gelten.

e Sei A C M, A# (). Dann heiit U Umgebung von A, wenn es eine offene
Menge V' C M gibt, fiir die A CV C U gilt.

Als néichstes definieren wir den Abschluss, das Innere und den Rand ei-
ner Teilmenge eines metrischen Raumes. Fiir eine abgeschlossene Menge A
stimmt der Abschluss mit A iiberein, und fiir eine offene Menge U stimmt
das Innere mit U {iberein. Der Abschluss einer Menge A ist die kleinste abge-
schlossene Menge, die A enthélt, das Innere von A ist die grofte offene Menge,
die in A enthalten ist, und der Rand von A besteht aus jenen Punkten, die
zwar im Abschluss, aber nicht im Inneren liegen. Bei ,einfachen Mengen*
entspricht der Rand der intuitiven Vorstellung.

Definition. Es sei (M, d) ein metrischer Raum und es sei A C M.

(1) Dann heikt A := ﬂ B der Abschluss von A.

BDA
A abgeschlossen

(2) Die Menge A° := U B wird das Innere von A genannt.

BCA
A offen
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(3) Man nennt 9A := A\ A° den Rand von A.

Wegen (2) aus Proposition 3 ist A stets abgeschlossen. Aus Eigenschaft (2)
von Proposition 2 ist A° stets offen. Deshalb folgt wegen (2) aus Propositi-
on 3, dass JA immer abgeschlossen ist.

Um ein Beispiel zu geben betrachten wir R (mit der iiblichen Metrik) und
A:=[0,1). Dann ist A = [0,1], A° = (0,1) und A = {0, 1}. Betrachtet man
im selben Grundraum die Menge B := [0,1) N Q, so erhilt man B = [0, 1],
B° ={) und 0B = [0, 1].

Betrachte jetzt (N, d), wobei d die diskrete Metrik ist. Dann ist B(1,1) =
B(1,0) = {1} und B(1,1) = N (1 ist der einzige Punkt, dessen Abstand
von 1 kleiner als 1 ist, und alle anderen Punkte haben Abstand 1 von 1).
Nachdem {1} = B(1,0) ist {1} nach (2) von Proposition 1 abgeschlossen,
und deshalb ist B(1,1) = {1}. Also ist in diesem Beispiel B(1,1) # B(1,1).

Eine weitere wichtige Definition ist die einer dichten Teilmengen. Als ein
Beispiel dafiir hdtte man, dass Q dicht in R liegt.

Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann heift A C M dicht in M,
wenn A = M gilt.

Jetzt definieren den Grenzwert einer Folge. Diese Definition stimmt in den
entscheidenden Punkten mit der entsprechenden Definition in R {iberein.

Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Weiters sei (x,,),en eine Folge
in M und 2o € M. Dann nennt man zy den Grenzwert von (z,)peny und

schreibt lim x, = z, falls es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, sodass fiir
n— oo

alle n € N mit n > N die Eigenschaft d(z,,x¢) < ¢ gilt.

Man sagt im obigen Fall auch (x,),en konvergiert gegen o und schreibt
auch x, — xo. Eine Folge (z,,)nen in M heifit konvergent, wenn es ein g € M
gibt, sodass lim,,_,, x,, = ¢ gilt. Eigentlich hingen Grenzwert und Konver-
genz vom Grundraum und der Metrik ab, also es wére korrekter zu sagen
»(Zn)nen konvergiert in M beziiglich d gegen x¢“. Beziiglich der iiblichen Me-
trik ist die Folge (%) < konvergent in R, aber nicht konvergent in (0,1) (der
Grenzwert 0 liegt ja nicht in (0, 1)). Eine Folge, die nicht konvergiert, nennt
man auch divergent.

Wie in R ist der Grenzwert einer Folge eindeutig bestimmt (das gilt aber
in allgemeinen topologischen Raumen nicht mehr). Um diese Eigenschaft zu
zeigen, beweisen zuerst die folgende Eigenschaft.

Lemma 1. Es sei (M,d) ein metrischer Raum, und es seien x,y € M. Falls
d(z,y) < e fir jedes € > 0 gilt, dann gilt x = y.
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Beweis. Angenommen es wire x # y. Somit wére d(z,y) > 0 und daher auch

@ > 0. Nachdem d(x, y) kleiner als jede positive Zahl ist, miisste d(z,y) <

@ gelten, woraus sich 2d(z,y) < d(x,y) ergibt. Also wire d(x,y) < 0, was

aber d(x,y) > 0 widerspricht. Deshalb muss x = y gelten. O

Proposition 4. Es sei (M,d) ein metrischer Raum, und es sei (T, )nen €i-
ne konvergente Folge in M. Dann ist der Grenzwert von (x,)nen eindeutig
bestimmit.

Beweis. Es seien xg, 7o € M mit xq = lim,,_.o z, und ry = lim,,_,. x,. Wir
miissen jetzt zeigen, dass Ty = z gilt. Dazu nehmen wir ein beliebiges € > 0.
Dann gibt es ein N, sodass d(z,,z¢) < § fiir alle n > N; gilt, und es gibt
ein N, sodass d(z,,To) < § fiir alle n > N, gilt. Wéhle jetzt n € N mit
n > max{ Ny, No}. Es gilt dann

~ ~ e €
d(Zo, o) = d(Zo, x) +d(Tn,w0) = 5+ 5 =¢.
Dreiecksungleichung s —" N—— 2 2
=d(znT0)<3 <3
Somit ist d(Zg, zg) < € fiir jedes € > 0. Nach Lemma 1 ist To = xo. H

Unsere néchste Proposition beschreibt abgeschlossene Mengen mit Hilfe
von konvergenten Folgen. Die darin beschriebene Eigenschaft sollte als die
verniinftige Definition der Abgeschlossenheit angesehen werden, und es sollte
hauptsichlich mit ihr gearbeitet werden.

Proposition 5. Es sei (M, d) ein metrischer Raum und es sei A C M. Dann
ist A genau dann abgeschlossen, wenn A = () oder wenn fir jede (in M)
konvergente Folge (z,)nen in A gilt, dass nlglgo x, € A.

Beweis. (=) Fiir A = () ist nichts zu zeigen, also braucht man nur den Fall
A # () betrachten. Es sei (x,),en eine Folge in A und es sei g € M so, dass
xo = lim,,_, z,. Wir miissen zeigen, dass xo € A gilt. Angenommen z, ¢ A.
Es ist dann zo € M \ A, und weil A abgeschlossen ist, ist M \ A offen. Daher
gibt es ein ¢ > 0 mit B(xg,e) C M \ A. Da x, — x( gibt es ein N mit
d(zn,x9) < € fiir alle n > N. Wéhle ein n > N. Dann ist d(z,, o), also
z, € B(xg,e) und somit x, € M \ A. Dies widerspricht aber z,, € A (die
Folge ist ja in A). Deshalb ist xy € A.

(<) Wenn A = (), dann ist M\ A = M offen und deshalb A abgeschlossen.
Ahnlich gilt im Fall A = M, dass M\ A = () offen und somit A abgeschlossen
ist. Es bleibt also der Fall A # () und A # M zu betrachten. Betrachte ein
beliebiges xy € M \ A. Angenommen fiir jedes ¢ > 0 wire B(xo, <) nicht in
M \ A enthalten, also B(xg,e) N A # ). Dann gibe es zu jedem n € N ein
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Tn € B(xo, )N A. Daher ist (2,)nen eine Folge in A und es gilt d(z,,, 2) < =
fiir alle n. Somit ist zo = lim,,_,o, x,, und es miisste xo € A gelten. Nachdem
dies zy € M \ A widerspricht, muss es ein ¢ > 0 geben, sodass B(xg,¢) C
M\ A. Also ist M \ A offen und somit A abgeschlossen. O

An dieser Stelle konnen wir jetzt die Eigenschaften ,offen“ und ,abge-
schlossen® bei einigen Beispielen von Teilmengen von R (mit der iiblichen
Metrik) behandeln. Zuerst betrachte A := (—2,4). Ist x € A, dann folgt
wegen —2 < v < 4, dass x +2 > 0 und 4 — x > 0. Deshalb ist r :=
min{z + 2,4 — 2} > 0 und es gelten —2 < z —r und =z + r < 4. Fiir
einy € B(x,r) gilt -2 <z —7r <y <x+r <4 alsoy € A. Daher ist
B(z,r) C A und somit ist A offen. Andererseits ist die Folge (4 — %)HGN in A,
aber lim,,_,o (4 - %) =4 ¢ A, und deshalb ist A nicht abgeschlossen. Die
Menge A ist also offen und nicht abgeschlossen. Betrachte jetzt B := [—3, 2].
Wenn B offen wire, miisste es ein 7 > 0 geben mit B(—3,7) C B. Es gilt
aber —3 — ¢ € B(—3,r) und —3 — £ ¢ B, also ist B nicht offen. Sei (2, )nen
eine Folge in B und zy € R erfiille ¢y = lim,,_,, x,. Weil z,, € B gilt, er-
halten wir —3 < z,, < 2 fiir alle n. Deshalb gilt —3 < x7 < 2 und somit
ist xy € B. Daher ist B abgeschlossen. Also ist die Menge B nicht offen und
abgeschlossen (umgangssprachlich wére die Formulierung ,,abgeschlossen und
nicht offen” giinstiger, aber mathematisch bezieht sich das Wort ,nicht* hier
sicher nicht auf das Wort ,abgeschlossen®). Schlieflich betrachte C' := (=5, §].
Wire C offen so miisste es ein 7 > 0 geben mit B(8,7) C C. Weil jedoch
84~ € B(8,r) und 8+% ¢ C gelten, ist C nicht offen. Die Folge (—5 + %)%N
ist in C', aber lim,,_ (—5 + %) = —5 ¢ (), also ist C nicht abgeschlossen.
Somit ist die Menge C' nicht offen und nicht abgeschlossen.

Die néachste wichtige Eigenschaft, die wir behandeln ist die Stetigkeit.
Auch diese sieht wieder der entsprechenden Eigenschaft in R dhnlich und hat
auch dhnliche elementare Eigenschaften. Insbesondere gilt, dass der Grenz-
wert von Funktionswerten gleich dem Funktionswert des Grenzwerts ist (die-
se Eigenschaft ist die wichtigste im Zusammenhang mit der Definition der
Stetigkeit).

Definition. Seien (M, d;) und (Ms, dy) metrische Rdume und sei f: M; —
M, eine Funktion.

(1) Fiir zg € M heilt f stetig in o, falls es zu jedem & > 0 ein 0 > 0 gibt, so-
dass fiir alle z € M mit d;(z, xy) < ¢ die Eigenschaft dy (f(x), f(xo)) <e
gilt.

(2) Man nennt f stetig, wenn f stetig in x fiir alle z € M ist.
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(3) Die Funktion f heift gleichmdfig stetig, falls es zu jedem € > 0 ein § > 0
gibt, sodass fiir alle x,y € M;, die dy(z,y) < ¢ erfiillen, die Eigenschaft

dy(f(x), fy)) < e gilt.

Also f ist stetig, wenn es fiir alle x € M; und fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 gibt,
sodass fiir alle y € M; mit di(y,z) < ¢ die Eigenschaft do(f(y), f(z)) < €
gilt. Dieses 0 hingt also von f, ¢ und x ab. Im Gegensatz dazu hingt § bei
der gleichméfigen Stetigkeit nur mehr von f und € ab, aber nicht mehr von x.

Wenn eine Funktion f nicht stetig in z( ist, dann gibt es ein g9 > 0 und
eine Folge (2,,)nen in My mit x, — xo, sodass dy (f(xn), f(a:o)) > gq fiir alle n
gilt. Ist eine Funktion f nicht stetig, dann gibt es ein o € My, ein ¢ > 0
und eine Folge (x,)nen in My mit x, — x0, sodass dy (f(xn), f(xo)) > gq fiir
alle n gilt. Falls eine Funktion f nicht gleichméfig stetig ist, dann gibt es
ein 9 > 0 und Folgen (x,,)neny und (Yn)nen in My mit dy (2, yn) < %, sodass
do (f(xn), f(yn)) = o fiir alle n gilt.

Proposition 6. Seien (M, d;) und (M, ds) metrische Riume, sei xy € M

und sei f : My — My eine Funktion. Dann ist f genau dann stetig in xg,

wenn fir jede Folge (x,)nen in My, die lim z,, = xq erfillt, die Eigenschaft
n—oo

lim f(z,) = f(x0) gilt

Beweis. (=) Betrachte eine Folge (z,)nen in My mit lim, o x, = x¢. Sei
e > 0. Weil f stetig in xq ist, gibt es ein § > 0, sodass aus d;(x, xy) < ¢ folgt,
dass dy (f(x),f(xo)) < ¢ gilt. Nachdem z,, — z( gilt, gibt es ein N, sodass
di(xn, ) < ¢ fiir alle n > N gilt. Sei jetzt n > N. Dann ist d(z,,x¢) < 9§
und daher ds (f(mn), f(xo)) < e. Somit ist lim,, . f(z,) = f(z0).

(<) Angenommen f wire nicht stetig in z. Dann gébe es ein ¢ > 0
und eine Folge (x,)nen in My mit x, — xg, sodass d (f(xn),f(xo)) > g
fiir alle n gilt. Wegen x,, — ¢ gilt auch f(z,) — f(zo) und deshalb gibt
es ein N, sodass do(f(z,), f(z0)) < eo fiir alle n > N gilt. Wihle n >
N. Einerseits gilt dann do(f(,), f(z0)) > €0, andererseits gilt aber auch
dy(f(xn), f(z0)) < 0. Daraus ergibt sich g9 < do(f(zn), f(20)) < €0, wWas
offensichtlich ein Widerspruch ist. Daher ist f stetig in xo. O]

Als néchstes beschreiben wir Eigenschaften, die dquivalent zur (globalen)
Stetigkeit sind. Insbesondere erhalten wir, dass stetige Urbilder offener Men-
gen offen sind, und stetige Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen
sind. Beachte aber, dass das stetige Bild einer offenen Menge nicht offen sein
muss (f(z) := 2%, U := (—1,1) ist offen, aber f(U) = [0, 1) ist nicht offen)
und das stetige Bild einer abgeschlossenen Menge nicht abgeschlossen sein
muss (f(z) := arctanz, R ist abgeschlossen in R, aber f(R) = (-2, %) ist
nicht abgeschlossen).
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Proposition 7. Seien (M, d,) und (Ms,ds) metrische Riume und sei f :
My — My eine Funktion. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Die Funktion [ ist stetig.
(2) Fiir jede offene Menge U C My ist f~(U) offen in M;.
(3) Fiir jede abgeschlossene Menge A C My ist f~1(A) abgeschlossen in M.

(4) Es gilt lim f(z,) = f ( lim xn> fir jede Folge (z)nen in My, die in M

konvergiert.

Beweis. (2) = (3): Wenn A C M, abgeschlossen ist, dann ist M, \ A offen.
Somit ist M\ f7'(A) = f~1(My\ A) offen, und daher f~'(A) abgeschlossen.

(3) = (2): Fiir U C M, offen ist My \ U abgeschlossen. Deshalb ist
M\ f~Y(U) = f~1(M,\ U) abgeschlossen, also f~(U) offen.

(1) = (2): Sei z € f~1(U). Es ist dann f(x) € U. Da U offen ist, gibt es
ein € > 0 mit B(f(z),e) C U. Nachdem f stetig ist, gibt es ein § > 0, sodass
da(f(y), f(z)) < efiiralley € My mit di(y,z) < & gilt. Seiy € B(z,d). Dann
gilt dy(y,z) < 6, und daher dg(f(y),f(x)) < e. Also ist f(y) € B(f(z),¢),
und somit f(y) € U, woraus sich y € f~'(U) ergibt. Somit ist B(z,d) C
f7YU) und daher ist f~1(U) offen.

(2) = (4): Betrachte eine konvergente Folge (z,)nen in M;. Dann gibt
es ein g € M; mit g = lim, .o z,. Sei ¢ > 0. Dann ist B(f(zo),¢)
offen. Daher ist auch f~'(B(f(z),¢)) offen. Nachdem offensichtlich z, €
F7H(B(f(x0),€)) gilt, gibt es ein § > 0 mit B(zg,d) € f~1(B(f(x0),€)). Weil
T, — T, gibt es ein N, sodass d; (x,, z) < d firallen > N.Sein > N. Es ist
dann d;(z,, o) < 6, also z, € B(xo,d) und deshalb z,, € f~(B(f(x0),¢)).
Somit ist f(z,) € B(f(xo),e) und daher dy(f(z,), f(z0)) < e. Deshalb gilt
lim,, o0 f2n) = f(x0).

(4) = (1): Es sei x € M; beliebig. Nach Voraussetzung gilt fiir jede
Folge (z,)nen in My mit x, — z, dass f(x,) — f(x). Wegen Proposition 6
ist f stetig in z. Somit ist f stetig. [

Fiir topologische Rdume kann man die Stetigkeit durch die Eigenschaft (2)
aus Proposition 7 definieren. Weiters kann man dieses Resultat auch niitzen
um die Offenheit oder Abgeschlossenheit zu zeigen. Dazu betrachten wir

als ein Beispiel die Menge A := {(i;) € R?: % + % < 1}. Dann kann

man die stetige Funktion f (1) := 352—152 + % betrachten und erhilt A =
7 ((—00,1)). Weil (—o0, 1) offen ist, ist daher auch A als stetiges Urbild
einer offenen Menge offen. Jetzt zeigen wir noch, dass die Zusammensetzung

stetiger Funktionen wieder stetig ist.
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Proposition 8. Fs seien (My,dy), (Ms,ds) und (Ms,ds) metrische Riume,
fi: My — My und fo : My — M3 Funktionen, und xq € M. Falls f, stetig
in xg und fo stetig in fi(xo) sind, dann ist fo o fi stetig in xy.

Beweis. Wir nehmen ein beliebiges ¢ > 0. Weil f, stetig in fi(x¢) ist, gibt
es ein 17 > 0, sodass fiir alle y € M, mit da(y, fi(z0)) < 1 die Eigenschaft
d3(f2(y), f2(fi(z0))) < € gilt. Nachdem f; stetig in zq ist, gibt es ein 6 > 0,
sodass fiir alle z € M; mit dy(z, z9) < 0 die Eigenschaft dy (fl( ), f1 (xo)) < n
gilt. Jetzt sei * € M; mit di(x,z9) < 6. Dann ist dg(fl , fi(zxo )
und daher d3(f2(f1()), f2(fi(z0))) < e. Wegen (fa o f1)(z) = fg(fl( ) und

(f20f1)(xo) = fa(f1(x)) erhalten wir daraus dg((fQOfl)( ), (fQOfl)(x(]))
Somit ist fy o fi stetig in xg. D

3. Zusammenhingende Mengen

Als néichstes beschéftigen wir uns mit zusammenhéngenden Mengen. Ob-
wohl die Definition zunéchst nicht sehr anschaulich aussieht, ist dieser Begriff
fiir einfache Mengen anschaulich. So sind die Mengen A; in Abbildung 1 und
As in Abbildung 3 zusammenhédngend, wiahrend As in Abbildung 2 nicht
zusammenhéngend ist.

Abbildung 1: In diesem Abbildung 2: Die Menge Abbildung 3: Hier ist die
Beispiel ist die Menge A; A ist nicht zusammenhin- Menge A3 zwar zusammen-
zusammenhingend und ein- gend. héngend, aber nicht einfach
fach zusammenhéngend. zusammenhingend.

Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum, und sei A C M. Dann heift A
zusammenhdngend, falls es keine offenen Mengen U; und U, gibt, die UiNA #
Q), U2 ﬂA # Q), U1 N U2 = @ und A Q U1 U Ug erfiillen.

Bei der Menge Ay aus Abbildung 2 kann man eine offene Menge U; um
den linken Teil von As und eine offene Menge U, um den rechten Teil von A,
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so legen, dass U; N Uy = (. Also ist Ay nicht zusammenhingend. Bei den
Mengen A; aus Abbildung 1 und Az aus Abbildung 3 iiberlege man sich
intuitiv, dass man wie in der Definition geforderte offene Mengen U; und U,
nicht finden kann. Deshalb sind diese Mengen zusammenhéngend.

Jetzt wollen wir zeigen, dass in R (mit der {iblichen Metrik) genau die
Intervalle zusammenhingend sind. Dabei heilt A C R Intervall, falls aus
x1,T2 € A mit 1 < x5 und x € R mit z; < x < x5 folgt, dass x € A.

Proposition 9. Fine Teilmenge A von R st genau dann zusammenhdngend,
wenn A ein Intervall ist.

Beweis. (=) Es sei A zusammenhéngend. Angenommen A wére kein Inter-
vall. Dann gibe es x1, 22 € A mit 1 < x5 und ein x € R mit 1 < = < 9,
sodass x ¢ A. Setze U, := (—o0,z) und Us := (x,400). Dann sind U; und
U, offen, wegen z; € Uy N Aist Uy N A # () und wegen z, € Uy N A ist
UyN A £ (), und offensichtlich ist Uy NU; = (). Weiters gilt wegen x ¢ A, dass
A CR\ {z} = U; UU,. Somit wire A nicht zusammenhéngend, was unserer
Annahme widerspricht. Also muss A ein Intervall sein.

(<) Jetzt sei A ein Intervall. Angenommen A wire nicht zusammenhén-
gend. Dann géibe es offene Mengen U; und Uy mit Uy N A # (), Uy N A # 0,
UNUy;=0und A C U; UU,. Weil U; N A # () gilt, gibt es ein 21 € U N A,
und wegen U N A # () gibt es ein 25 € Uy NA. Da Uy NUy = ) ist x; #
und wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit x; < x5 annehmen.
Setze U := Uy N [x1,x9]. Es ist dann x; € U, also U # (), und x5 ist eine
obere Schranke von U, also U ist nach oben beschrinkt. Daher besitzt U ein
Supremum. Setze s := supU. Es ist 1 < s < 9, und da A ein Intervall ist
und x1,x9 € A erhalten wir s € A. Nehmen wir zunéchst einmal an, dass
s € Uy gilt. Weil 25 ¢ Uy, muss dann s < x5 gelten. Da U; offen ist gibt
es ein r > 0 mit (s —r,s +r) C Uy, und wegen x5 ¢ U; gilt s + 1 < xo.
Dann wire 71 < s < s+ 5 < s+7 < 29, also s + 5 € U, was s = supU
widerspricht. Deshalb muss s ¢ U; gelten. Wegen s € A und A C U; U U,
muss daher s € Us gelten. Nachdem z; ¢ U, gilt, erhélt man x; < s. Weil U,
offen ist, gibt es ein r > 0 mit (s —r, s+1) C Us. Weiters folgt 1 < s—r aus
x1 ¢ Uy. Wegen s =supU gibteseinz € U mit 27 < s—r <z < s <z und
daher ist z € (s —r,s + 1), also © € Us. Andererseits folgt aus = € U, dass
x € U, gilt, was U; N Uy = () widerspricht. Somit muss A zusammenhingend
sein. O

Weil M := (0,1) U (2,3) nicht zusammenhéngend ist, f : M — R,
f(x) := 0 stetig ist, {0} zusammenhéngend ist und f~'({0}) = M gilt, sieht
man, dass das stetige Urbild zusammenhéingender Mengen nicht zusammen-
hangend sein muss. Jetzt zeigen wir, dass stetige Bilder zusammenhéngender
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Mengen zusammenhdngend sind. Als eine Folgerung davon wird sich in Pro-
position 11 der Zwischenwertsatz ergeben.

Proposition 10. Es seien (M, d;) und (Ms,dsy) metrische Riume und sei
f My — M, eine stetige Funktion. Wenn A C My zusammenhdngend ist,
dann ist f(A) zusammenhdingend.

Beweis. Wir nehmen indirekt an, dass f(A) nicht zusammenhingend ist.
Es gibt dann offene Mengen U; C M, und Uy C M, mit Uy N f(A) # 0,
Uy f(A) # 0, Uy NUy = () und f(A) C Uy U U,. Nach Proposition 7 sind
Vi == f7YU;) und V4 := f~1(Us) offene Teilmengen von M;. Wire Vi NVy #
(), dann gébe es ein x € V3 N'Vs, woraus f(z) € U; N Us folgt. Nachdem aber
Uy NUy; = O gilt, muss also V4 N Vy = () gelten. Weil U; N f(A) # () gibt es
ein y € Uy N f(A), und wegen y € f(A) gibt es ein z € A mit f(z) = y.
Deshalb ist x € Vj, und somit ist V; N A # . Dasselbe Argument zeigt
auch, dass Vo N A # 0. Sei x € A. Dann ist f(x) € f(A) C Uy U Us, und
daher gilt x € f~1(U;) U f~1(Us) = V; UV, also A C Vi U V. Es wiire also
A nicht zusammenhéangend, was unserer Annahme widerspricht. Deshalb ist
f(A) zusammenhéngend. O

Proposition 11. Es sei (M,d) ein metrischer Raum, f : M — R eine
stetige Funktion, und A C M zusammenhdngend. Weiters sei ¢ € R so, dass
es 1,09 € A mit f(xy) < ¢ < f(xa) gibt. Dann gibt es ein x € A mit
fo) =c.

Beweis. Nach Proposition 10 ist f(A) zusammenhéngend. Deshalb ist f(A)
wegen Proposition 9 ein Intervall. Da f(z1), f(z2) € f(A) erhalten wir ¢ €
f(A). Somit gibt es ein x € A mit f(x) =c. O

Jetzt werden wir Kurven definieren. Kurven haben einen Anfangs- und
einen Endpunkt, sowie eine Orientierung (eine Richtung, in der sie durchlau-
fen werden). Stimmen Anfangs- und Endpunkt {iberein, so spricht man von
einer geschlossenen Kurve. Im Gegensatz zur Umgangssprache nennt man in
der Mathematik auch ein Geradenstiick eine Kurve.

Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Kurve in M ist eine stetige
Funktion ¢ : [0, 1] — M.

Man konnte auch stetige Funktionen ¢ : [a,b] — M als Kurven definie-
ren, das ist eine kleine Variation dieser Definition. Meistens definiert man
fiir Kurven c¢; : [a1,b1] — M und ¢ : [ag, by] — M eine Aquivalenzrelation
durch ¢; = ¢, falls es eine bijektive stetige streng monoton wachsende Funk-
tion h : [a1,b1] — [az,bo] gibt, sodass ¢1(t) = ca(h(t)) fiir alle ¢ € [ay, by]
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gilt. Als Kurve definiert man dann eine solche Aquivalenzklasse, ¢; nennt
man einen Repréisentanten dieser Kurve. Hier gehen wir etwas weniger for-
mal mit Kurven um. Wir definieren jetzt die Umkehrkurve (in umgekehrter
Richtung durchlaufene Kurve) und die Zusammensetzung zweier Kurven. Be-
achte, dass wir die Umkehrkurve als ¢{=") bezeichnen, withrend ¢! das Urbild
der Funktion ¢ : [0, 1] — M beschreibt.

Definition. Es sei (M,d) ein metrischer Raum, und seien ¢y, ¢2, ¢ Kurven
in M.

(1) Man nennt ¢~ : [0,1] — M, =V (t) := ¢(1 —t) die inverse Kurve (oder
Umkehrkurve) zu c.

(2) Wenn c2(0) = ¢1(1) (also der Anfangspunkt von ¢, gleich dem Endpunkt
von ¢ ist), dann nennt man cocq : [0, 1] — M,

1
2
1

?

c1(2t), falls 0 <t
cacq(t) == )
cp(2t —1), falls 5 <t

die Zusammensetzung der Kurven ¢; und co.

Anschaulicher als die Definition von ,zusammenhéngend® ist die folgende
Definition von ,bogenweise zusammenhingend”. Eine Menge heifst bogen-
weise zusammenhéngend, wenn zwei beliebige Punkte dieser Menge gegeben
sind, diese Punkte durch eine Kurve innerhalb dieser Menge verbunden wer-
den konnen. Gleich danach werden wir besprechen, wie diese beiden Begriffe
zusammenhéngen. Eine bogenweise zusammenhéngende Menge ist stets zu-
sammenhéngend, aber es gibt (auch in R?) Beispiele von zusammenhéingen-
den Mengen, die nicht bogenweise zusammenhéngend sind (wir werden hier
allerdings diese Beispiele nicht besprechen). Allerdings ist eine offene Teil-
menge des R® genau dann zusammenhéngend, wenn sie zusammenhéngend
ist.

Definition. Es sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M. Dann heifst A
bogenweise zusammenhdngend, wenn es fiir alle =,y € A eine Kurve ¢ in A
gibt, die ¢(0) = z und ¢(1) = y.

Proposition 12. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Wenn A C M bogenweise
zusammenhdngend ist, dann ist A zusammenhdngend.

Beweis. Angenommen A wire nicht zusammenhingend. Dann gibt es dann
offene Mengen U; € M und Uy C M mit Uy NA#Q, UyNA# D, UNU, =0
und A C U;UU,. Also gibt es ein 21 € UjNA und ein x5 € U;NA. Nachdem A
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bogenweise zusammenhéngend ist, gibt es eine stetige Funktion ¢ : [0,1] — A
mit ¢(0) = z; und ¢(1) = zo. Wegen Proposition 7 sind V; := ¢ }(U;) und
Vy := ¢ 1(Uy) offene Teilmengen von [0, 1]. Wenn Vi NV, # () wire, dann gébe
es ein x € Vi N V,, woraus sich ¢(z) € Uy N U, ergibt, was aber Uy N Uy = ()
widerspricht. Also ist V1 NV5 = . Da ¢(0) = 21 und ¢(1) = x5 ist 0 € V3 und
1 € Vi, also V1 N[0,1] # 0 und V5N [0, 1] # 0. Betrachte ein beliebiges = €
[0,1]. Esist ¢(x) € A C U;UU,, und deshalb x € ¢} (U)Uc™H(Uy) = ViU V4.
Somit ist [0, 1] € V4 UVa, und [0, 1] wére nicht zusammenhéngend. Das liefert
aber einen Widerspruch, weil [0, 1] nach Proposition 9 zusammenh#ngend ist.
Also ist A zusammenhéngend. O

Satz 1. Es sei G C R® eine nichtleere offene Menge. Dann ist G genau dann
zusammenhdangend, wenn G bogenweise zusammenhdangend ist.

Beweis. Wegen Proposition 12 ist G zusammenhédngend, wenn G bogenweise
rzusammenhéingend ist. Es bleibt also zu zeigen, dass G bogenweise zusam-
menhéngend ist, wenn G zusammenhéngend ist. Also sei G eine zusammen-
hingende Menge.

Seien z,y € (. Setze

U:={z¢€G:3cKurvein G mit ¢(0) =z und ¢(1) = z} .

Offensichtlich ist x € U und somit U # (). Wir wollen jetzt zuerst zeigen,
dass U offen ist.

Betrachte ein beliebiges z € U. Nachdem G offen ist, gibt es ein » > 0
mit B(z,r) C G. Weil z € U, gibt es eine Kurve ¢; in G mit ¢;(0) = 2 und
c1(1) = 2. Sei z € B(z,r). Definiere ¢ : [0,1] — R® durch co(t) := z+t(z—2).
Dann ist ¢y eine Kurve in B(z, ) mit ¢2(0) = z = ¢;(1) und ¢3(1) = Z. Wegen
B(z,r) C G ist ¢z eine Kurve in G, und daher ist cycy eine Kurve in G. Diese
erfiillt coc1(0) = ¢1(0) = z und coc4(1) = c2(1) = Z. Somit ist z € U, also ist
B(z,r) C U, und daher ist U offen.

Angenommen U # G. Es wire dann G\U # 0. Sei z € G\U. Weil G offen
ist, gibt es ein » > 0 mit B(z,r) C G. Betrachte ein beliebiges z € B(z,r).
Wenn z € U wire, dann gébe es eine Kurve ¢; in G mit ¢(0) = z und
c1(1) = Z. Definiere ¢, : [0,1] — R® durch ¢3(t) := Z + t(z — Z). Dann ist ¢,
eine Kurve in B(z,7) mit ¢2(0) = Z = ¢;(1) und (1) = z. Da B(z,r) C G
ist ¢y eine Kurve in GG, und deshalb ist cycq eine Kurve in . Diese erfiillt
c201(0) = ¢1(0) = z und cc1(1) = (1) = 2z, also wire z € U, was der
Annahme z € G\ U widerspricht. Daher ist Z € G\ U, woraus sich B(z,r) C
G \ U ergibt, und somit ist G \ U offen. Jetzt sind U und G \ U offen,
UNG#0, (G\U)NG # 0, und offensichtlich gelten U N (G \ U) = () und
UU(G\U) =G DO @. Dann wire G nicht zusammenhéngend, was aber
unserer Voraussetzung widerspricht. Somit gilt also U = G.
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Aus U = G ergibt sich y € U. Nach der Definition von U gibt es ei-
ne Kurve ¢ in G mit ¢(0) = x und ¢(1) = y. Deswegen ist G bogenweise
zusammenhéngend. O]

Eine offene zusammenhéngende Teilmenge des R® nennt man ein Gebiet.
In diesem Zusammenhang seien noch die Definitionen von konvexen, bzw.
sternformigen Teilmengen von R* erwihnt. Man nennt A C R® konver, wenn
fiir alle z,y € A auch (1 —t)x + ty € A fiir alle ¢ € [0, 1] gilt. Das bedeutet,
dass fiir alle z,y € A auch die Verbingsstrecke zwischen x und y in A liegt.
Die Menge A C R® heil’t sternformaig, falls es ein xq € A gibt, sodass fiir al-
lex € Aauch (1—t)z+txy € Afiirallet € [0, 1] gilt. Es gibt also einen Punkt,
bei dem die Verbindungsstrecke zu jedem anderen Punkt in A liegt. Wenn
A sternformig ist und z,y € A gilt, dann verbindet die Kurve, die zuerst
die Verbindungsstrecke von = zu zy und dann die Verbindungsstrecke von x
zu y ist, den Punkt x mit y, also ist A bogenweise zusammenhangend. Offen-
sichtlich ist jede konvexe Menge sternformig (man kann x, beliebig wéhlen).
Es ist also jede konvexe Menge sternformig, jede sternférmige Menge bogen-
weise zusammenhéngend, und jede bogenweise zusammenhingende Menge
zusammenhangend.

Unsere nichste Definition ist die Homotopie zwischen zwei geschlossenen
Kurven. Zwei geschlossene Kurven heifsen homotop, falls sie stetig ineinan-
der tibergefiihrt werden konnen. Fir s € (0,1) kann man ¢ — H(t,s) als
LZwischenkurven® auffassen. Anschaulich bedeutet diese Definition, dass ,es
keine Locher zwischen den beiden Kurven gibt®.

Definition. Es sei (M, d) ein metrischer Raum und seien ¢; und ¢, geschlos-
sene Kurven in M. Dann heifst ¢; homotop zu ¢y, falls es eine stetige Funk-
tion H : [0,1] x [0,1] — M gibt, die

(1) H(t,0) = ci(t) fiir alle t € [0, 1],
(2) H(t,1) = co(t) fiir alle ¢ € [0, 1] und
(3) H(0,s) = H(1,s) fiir alle s € [0, 1] erfiillt.

Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei ¢ eine geschlossene Kur-
ve in M. Man nennt ¢ nullhomotop, falls es ein xq € M gibt, sodass ¢ homotop
zu x¢ ist (das heifst homotop zur durch zy(t) := zo definierten Kurve).

Definition. Es sei (M,d) ein metrischer Raum und es sei A C M. Dann
heifst A einfach zusammenhdngend, wenn jede geschlossene Kurve in A null-
homotop in A ist.
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Anschaulich ist eine Kurve nullhomotop, wenn es ,innerhalb“ der Kurve
keine Locher gibt. Also eine Menge ,ohne Locher” ist einfach zusammen-
hiéngend. So ist die Menge A; in Abbildung 1 einfach zusammenhéngend,
dagegen ist die Menge A3 aus Abbildung 3 nicht einfach zusammenhéngend.

Betrachte jetzt eine sternformige Menge A. Es gibt also ein zy € A, sodass
fiir jeden Punkt die Verbindungsstrecke von xy zu diesem Punkt in A liegt.
Sei ¢ eine geschlossene Kurve in A. Definiere H : [0,1] x [0,1] — A durch
H(t,s) := (1 — s)c(t) 4+ sxg. Dann ist offensichtlich H eine Homotopie von ¢
Zu I, also ist ¢ nullhomotop und daher A einfach zusammenhingend. Somit
ist jede konvexe Menge sternférmig und jede sternférmige Menge ist einfach
zusammenhéingend.

4. Kompaktheit und Vollstindigkeit

Weitere wichtige Begriffe sind die Vollstdndigkeit und die Kompaktheit.
Wir beginnen damit den Begriff ,vollstandig® vorzubereiten. Dazu erinnern
wir uns an die Definition des Grenzwerts einer Folge. Ohne den Grenzwert
konkret zu kennen ist es mit der Definition des Grenzwerts nicht moglich die
Konvergenz einer Folge zu zeigen. Deshalb sucht man nach Méglichkeiten die
Konvergenz einer Folge zu beweisen ohne den Grenzwert kennen zu miissen.
Betrachte eine konvergente Folge (z,,), ihren Grenzwert nennen wir zo. Es
sei € > 0. Dann gibt es ein N, sodass d(z,, 1) < § fiir alle n > N gilt. Seien
n,m > N. Man erhilt

£ £
d<xm xm) < d(fﬁn, IL‘Q) + d(l’o, :L’m) < —-—+-=c.
Dreiecksungleichung “=———" N—— 2 2
<3 <£

Definition. Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,)neny in M
heifst Cauchyfolge, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, sodass d(z,,, ,,) <
¢ fiir alle n,m € N mit n > N und m > N gilt.

Wir haben oben gezeigt, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist.
Es wire schon, wenn jede Cauchyfolge konvergent wire, weil man ohne den
Grenzwert zu kennen nachrechnen kann, dass eine Folge eine Cauchyfolge ist.
Leider ist das im allgemeinen nicht so. Wenn man den metrischen Raum Q
betrachtet und die Folge (z,,) durch z1 := 2 und z,, := “% + —— definiert,

Tn—1
so erhiilt man eine Folge in Q. In R konvergiert diese Folge gegen /2, also ist
(x,,) eine Cauchyfolge in R und daher auch eine Cauchyfolge in Q. Nachdem

V2 ¢ Q gilt, konvergiert (x,,) nicht in Q.
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Man nennt einen metrischen Raum vollstindig, wenn jede Cauchyfolge
konvergiert. Beachte, dass diese Eigenschaft in R nicht dazu dquivalent ist,
dass jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge ein Supremum besitzt.
Allerdings ist die Eigenschaft, dass jede Cauchyfolge konvergiert, zusammen
mit dem Archimedischen Axiom (wenn a,b € R mit @ > 0, dann gibt es
ein n € N mit b < na) dquivalent zur Eigenschaft, dass jede nichtleere nach
oben beschriankte Teilmenge ein Supremum besitzt. Nach der folgenden for-
malen Definition der Vollstindigkeit werden wir beweisen, dass R® vollstandig
ist, wobei wir den Satz von Bolzano-Weierstraf voraussetzen (jede beschrink-
te Folge in R® besitzt eine konvergente Teilfolge).

Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei A C M. Dann heift A
vollstindig, falls jede Cauchyfolge in A konvergent in A ist.

Proposition 13. Fir s € N ist R® (mit der blichen Metrik) vollstindig.

Beweis. Essei (z,,) eine Cauchyfolge in R®. Dann gibt es ein L mit |z, —x,,| <
1 fiir alle n,m > L. Setze R := max{|z1|, |x2|,...,|zL|,|zL| + 1}. Sei n € N.
Falls n < L, dann ist offensichtlich |z,| < R. Ist dagegen n > L, dann ist
\zn| — |zp| < |, — 2] <1, und deswegen |z,| < |z| +1 < R. Also ist (z,)
beschréinkt.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf gibt es eine Teilfolge (x,, ) von z,
und ein zp € R® mit z,, — . Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein N, sodass
[Ty — 2| < § fiir alle n,m > N gilt, und es gibt ein K mit |z, — x| < §
fiir alle £k > K. Betrachte ein beliebiges n > N. Wihle ein £ mit £ > K und
ng, > N. Wir erhalten

€ 9
|Zn — o < |Tn = Ty |+ [Tny, — 0] < 5+ 5 =¢.
Dreiecksungleichung 7N\ 4 2 2

Somit gilt =, — zo, und deshalb ist (x,) konvergent. Damit ist gezeigt, dass
R?® vollstandig ist. O
Proposition 14. Es sei (M, d) ein metrischer Raum und es sei A C M.
(1) Falls A vollstandig ist, dann ist A abgeschlossen.

(2) Wenn M wvollstindig und A abgeschlossen ist, dann ist A vollstindig.

Beweis. (1) Betrachte eine Folge (z,) in A, die x,, — xo fiir ein 2y € M
erfiillt. Da (x,) konvergent in M ist, ist (x,) eine Cauchyfolge in M und
deshalb auch eine Cauchyfolge in A. Weil A vollstindig ist konvergiert (x,,)
in A und wegen der Eindeutigkeit des Grenzwerts muss zy der Grenzwert
von (x,) sein. Also ist g € A und daher ist A abgeschlossen.
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(2) Sei (x,,) eine Cauchyfolge in A. Dann ist (x,) auch eine Cauchyfolge
in M und wegen der Vollstandigkeit von M gibt es ein ¢y € M mit x,, — z.
Nachdem A abgeschlossen ist und (z,,) eine Folge in A ist, ergibt sich zq € A.
Somit konvergiert (z,) in A und deshalb ist A vollstdndig. O

Als néchstes beschéftigen wir uns mit der Kompaktheit. Neben ,kompak-
ten Mengen“ werden wir auch gleich ,folgenkompakte Mengen* definieren.
Eine Menge C heift kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung eine
endliche Teiliiberdeckung gibt. Man nennt C' folgenkompakt, wenn jede Fol-
ge in C' eine Teilfolge besitzt, die in C' konvergiert. Es wird sich zeigen, dass
in metrischen Raumen diese beiden Begriffe dquivalent sind. In allgemeinen
topologischen Rdumen sind sie jedoch nicht dquivalent! Nach der Definition
werden wir zeigen, dass kompakte Mengen immer beschrinkt sind.

Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum und sei C' C M.

(1) Dann heifst C' kompakt, falls es fiir jede Familie (U;)je; von offenen
Mengen mit C' C U U; eine endliche Teilmenge J, C J gibt, sodass
jeJ
cc | U git.

J€Jo

(2) Man nennt C' folgenkompakt, falls es zu jeder Folge (x,)nen in C eine
Teilfolge (2, )ken von (z,)neny und ein zy € C' gibt, sodass xy = klim T,
— 00

gilt.

Proposition 15. Es sei (M,d) ein metrischer Raum und es sei C C M.
Wenn C' kompakt ist, dann ist C beschrinkt.

Beweis. Wihle ein beliebiges zy € M. Offensichtlich ist C' C |J;~, B(xo,n),
und nach Proposition 1 ist B(zg,n) offen. Weil C' kompakt ist, gibt es eine
endliche Teiliiberdeckung. In diesem Fall bedeutet das, dass es ein N gibt,
sodass C' C B(xg, N). Also ist C' beschrankt. O

Man kann zu jeder Metrik eine ,dquivalente” Metrik finden, die nur Werte
kleiner als 1 annimmt. Beschrénktheit ist daher in metrischen Réumen kein
wirklich aussagekriftiger Begriff. Von groferer Bedeutung ist der Begriff . to-
talbeschrankt”, den wir jetzt definieren werden. Eine totalbeschriankte Menge
kann fiir jedes ¢ > 0 von endlich vielen e-Kugeln {iberdeckt werden. Nach
der Definition werden wir zuerst zeigen, dass es nicht darauf ankommt, ob
die Mittelpunkte der Kugeln in der Menge oder in der Grundmenge liegen.
Danach zeigen wir, dass eine Teilmenge von R® genau dann totalbeschrankt
ist, wenn sie beschrankt ist.
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Definition. Es sei (M, d) ein metrischer Raum und es sei A C M. Man nennt
A totalbeschrinkt, wenn es zu jedem € > 0 ein n € N und z1,22,...,2, € M
gibt, sodass A C |Jj_, B(z;,¢) gilt.

Proposition 16. Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes (M,d) ist
genau dann totalbeschrankt, wenn es zu jedem € > 0 ein n € N und Punkte
T, Ty, ..., Ty € A gibt, sodass A CJj_, B(z,e) gilt.

Beweis. (<) ist offensichtlich, da A C M.

(=) Betrachte ein ¢ > 0. Weil A totalbeschrénkt ist, gibt es ein n € N
und y1, Y2, ..., Yp € M mit A C U?:l B(yj, 5). Indem wir einfach diejenigen j
weglassen, fiir die AN B(y;,5) = 0 gilt (und eventuell umnummerieren),
kénnen wir annehmen, dass A N B(y;, 5) # 0 fiir alle j € {1,2,...,n} gilt.
Fiir ein j € {1,2,...,n} gibt es daher ein 2; € ANB(y;, 5). Insbesondere gilt
dann z1,x9,...,2, € A. Sei jetzt x € A. Dann gibt es ein j € {1,2,...,n}
mit x € B(y;, 5). Wegen z; € B(y;, 5) gilt

€ €
d(z,z;) < d(z,y;) +d(yj, x5) < 5+ 5 =¢,
Dreiecksungleichung e \m— —t' 2 2
<3 <3
also z € B(zj,¢). Deswegen ist A C (J7_, B(;, ). O

Proposition 17. Wenn eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (M, d)
totalbeschrinkt ist, dann ist A auch beschrdnkt.

Beweis. Wahle ein beliebiges xq € M. Es gibt ein n € N und x1,29,..., 2, €
M mit A C UJj_, B(z;,1). Setze

R:=1+ max{d(xo, x1), d(xo, 22), ..., d(x, xn)} )

Jetzt sei © € A. Dann gibt es ein j € {1,2,...,n} mit z € B(z;, 1). Deshalb
gilt

d(x, xg) < d(z,z;) +d(xj, ) < d(xg,z;) +1 < R,
Dreiecksungleichung “e—— —’ ~—_—————
<1 <R

also © € B(xg, R). Somit ist A C B(xg, R) und A ist beschrénkt. O

Proposition 18. Fir s € N ist A C R® genau dann totalbeschrinkt, wenn
A beschrdnkt ist.

Beweis. Wenn A totalbeschrankt ist, dann ist A nach Proposition 17 be-
schrinkt. Wir nehmen jetzt an, dass A beschrinkt ist. Dann gibt es ein R > 0
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mit A C B(0,R). Sei ¢ > 0. Setze N := 1+ [R‘/g], wobei [r] die grof-

€
te ganze Zahl, die kleiner oder gleich r ist, bezeichnet. Weiters sei J :=

{=N,-=N+1,...,N — 1,N}* und fiir j = (j1,J2,...,Js)" € J setze x; :=
t

(jw%, Joss ., 17) . Dann ist offensichtlich J endlich und 2; € R® fiir

alle j € J. Sei x = (x1,x2,...,25)' € A. Flir k € {1,2,...,s} setze ni(z) :=

[%ﬂ Es ist dann n(z) := (ni(z), n2(z), ..., ns(z)) € J und wegen

€

Vs

£
T — nk(x)ﬁ

N J/

erhalten wir

|7 = Taw| = [

k=1

T — nk(x)%

<

'
2

<5
also x € B(n(s),€). Deshalb ist A C (J,.; B(z;,¢) und somit ist A totalbe-
schrinkt. O

Wichtig ist das folgende Resultat, das dquivalente Bedingungen zur Kom-
paktheit in allgemeinen metrischen Rdumen beschreibt. Eine Menge ist genau
dann kompakt, wenn sie folgenkompakt ist. Weiters ist genau dann kompakt,
wenn sie vollstdndig und totalbeschrankt ist. Nach dem Beweis werden wir
zeigen, dass kompakte Mengen immer abgeschlossen sind, und abgeschlossene
Teilmengen von kompakten Mengen immer kompakt sind.

Satz 2. Sei (M,d) ein metrischer Raum und sei C C M. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Die Menge C ist kompakt.
(2) Es ist C folgenkompakt.
(3) Die Menge C ist vollstandig und totalbeschrinkt.

Beweis. (1) = (2): Zuerst zeigen wir die folgende Aussage.

Behauptung. Es sei (x,)nen €ine Folge in C. Falls es ein xy € C gibt, sodass
es fiir jedes € > 0 unendlich viele n € N mit x,, € B(xg,¢) gibt, dann besitzt
(n)nen eine Teilfolge (x,, )ken mit ]}1_{210 Ty, = To.

Beweis der Behauptung. Mit Induktion zeigen wir zunéchst, dass es fiir al-
le k£ € N natiirliche Zahlen ny; < ny < --- < nyg gibt, sodass Tn; € B($0, Jl)
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fir alle j € {1,2,...,k} gilt. Fiir k£ = 1 folgt aus der Existenz von unendlich
vielen n mit z,, € B(xg, 1), dass es ein n; gibt mit z,,, € B(zo,1). Sei jetzt
k > 1 und seien nach Induktionsvoraussetzung n; < ng < --- < ng_y so, dass
Ty, € B(ZEQ, %) fir j € {1,2,...,k — 1} gilt. Es gibt dann unendlich viele n
mit x,, € B(xo, %) Deswegen gibt es ein nj > ny_; mit x,, € B(xo, %)

Wir erhalten also eine Folge ny < ng < n3 < --- von natiirlichen Zahlen,
und daher eine Teilfolge (z,, Jreny von (z,)nen. Wikle ein beliebiges € > 0.
Dann gibt es ein K mit % < ¢ fiir alle k > K. Sei k > K. Wegen z,, €
B(xo, %) gilt d(x,,, , o) < % < e. Also ist limg o0 Z, = o. &

Es sei C' kompakt. Wir nehmen indirekt an, dass C' nicht folgenkompakt
wire. Dann gébe es eine Folge (z,,) in C, die keine in C konvergente Teilfolge
besitzt. Wegen der oben bewiesenen Behauptung gibt es fiir alle z € C
ein £, > 0 sodass {n e N:zg, € B(m,ax)} endlich ist. Offensichtlich ist
C C U,ec B(x,e;), und B(z, €,) ist nach Proposition 1 offen. Da C kompakt
ist, gibt es ein k € N und x1,29,...,2, € C' mit C C Ule B(wj,e,;). Dann
ist N = {n e N:x, € C’} = U?Zl{n €eN:zx, € B(:L‘j,éxj)} endlich, was
aber ein Widerspruch ist. Somit muss C folgenkompakt sein.

(2) = (3): Hier sei C' folgenkompakt. Wir beginnen mit dem Beweis der
Vollstandigkeit. Dazu sei (x,,) eine Cauchyfolge in C. Weil C' folgenkompakt
ist, gibt es eine Teilfolge (z,,) von (z,) und ein zo € C mit z,, — xo. Sei
e > 0. Dann gibt es ein N, sodass d(x,,r,) < § fir alle n,m > N gilt.
Weiters gibt es ein K mit d(z,,,20) < § fiir alle & > K. Jetzt sei n > N.
Wihle k so, dass kK > K und n;y > N gelten. Dadurch erhalten wir

3

€
d(‘rTHxO) S d(wnwrnk) + d(xnka flf(]) <z-+z-=c€.
Dreiecksungleichung ~~ ~ N\ ~~ - 2 2
<3 <3

Somit gilt =, — ¢, und daher ist C' vollstindig.

Um zu zeigen, dass C' totalbeschrinkt ist, nehmen wir indirekt an, dass
C nicht totalbeschrankt ist. Dann gibe es ein g > 0, sodass C' nicht durch
endlich viele Kugeln mit Radius ¢y iiberdeckt werden kann. Zunachst zeigen

wir durch Induktion, dass es fiir jedes n € N Elemente x1, o, ..., x, € C gibt,
sodass d(z;,x) > g fiir j,k € {1,2,...,n} mit j # k gilt. Im Falln =1
kann man x; € C beliebig wihlen. Sei n > 1 und es seien xy, x3,..., 2,1 € C

so, dass d(z;,x) > ¢o fir j,k € {1,2,...,n— 1} mit j # k gilt. Weil sich C
nicht durch endlich viele Kugeln mit Radius g iiberdecken ldsst, muss C'\
(U;:ll B(z;, 50)> # () gelten. Deshalb gibt es ein z,, € C'\ (U;:ll B(xj,50)>.
Somit ist x, € C'und fir k € {1,2,...,n — 1} gilt d(z,, zx) > <.

Damit erhalten wir eine Folge (z,) in C, die d(z,,x;) > g fiir n # k
erfiillt. Nachdem C' folgenkompakt ist, gibt es eine Teilfolge (x,,) von (z,)
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und ein zy € C mit x,, — xo. Also gibt es ein K mit d(z,,,ro) < % fir
alle £ > K. Wiahle ein £ > K. Es ist dann auch £ + 1 > K und wegen
Nk # Ny gilt d(zp,, Tp,,,) > €0. Daraus erhilt man

€ , €o
€0 S d(xnlﬂ xnkﬂ) S d(l’nk, 170) + d(ZEOa xnkﬂ) < —4+ == €o ,
Dreiecksungleichung -~ - ~ / 2 2
€
<L <%0

was offensichtlich ein Widerspruch ist (es kann ja nicht €g < g gelten). Es
muss also C' totalbeschrinkt sein.

(3) = (1): Schlieklich sei C' vollstindig und totalbeschréankt. Wir neh-
men indirekt an, dass C' nicht kompakt ist. Dann gibt es eine offene Uberde-
ckung (Uj)jes von C' (es gilt also C C |, ; Uj), sodass C nicht durch endlich
viele U; iiberdeckt werden kann.

Behauptung. Fir alle n € N gibt es Mengen Ay, Ao, ..., A, und Punkte
Y, Y2, ... Yn € C, sodass C 2 Ay D Ay D -+ D A, und Ay C B(yk, 1)
fir k€ {1,2,...,n} gelten, und fir jedes k € {1,2,...,n} die Menge Ay
nicht durch endlich viele U; tiberdeckt werden kann.

Beweis der Behauptung. Zunichst setzen wir Ay := C' und beweisen dann die
Behauptung mit Induktion. Wenn n = 0 ist, dann kann Ay nicht durch end-
lich viele U; iiberdeckt werden kann. Jetzt sei n > 0 und Ay, Ay, ..., A,y und
Y1,Y2, -, Yn1 € Cseienso,dassC = Ay D A1 D--- DA, 1, A C B(yk, %)
fir k € {1,2,...,n — 1} und fiir jedes k € {1,2,...,n — 1} die Menge A
nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden kann. Da C' totalbeschrinkt
ist, gibt es nach Proposition 16 ein m € N und zy,29,...,2,, € C mit
C C U;nle(xj,%). Nachdem A, ; € C muss es ein j € {1,2,...,m} ge-
ben, sodass A,,_1 N B(xj, %) nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden
kann. Definiere A, := A,_1 N B(xj, %) und y,, := x;. Dann ist A4, C A,,_4,
A,CB (yn, %) und die Menge A,, kann nicht durch endlich viele U; iiberdeckt
werden. &

Durch diese Behauptung erhalten wir C' 2 Ay O Ay D A3 D --- und
eine Folge (y,)neny mit A, C B(yn, %) fiir jedes n € N, und fiir jedes n € N
kann die Menge A, nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden. Jetzt
zeigen wir, dass (y,) eine Cauchyfolge ist. Dazu sei ¢ > 0. Dann gibt es
ein N mit % <3 fiir alle n > N. Seien n,m > N. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit konnen wir n < m annehmen. Es ist dann A,, C A, und weil
A, nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden kann ist A, # (. Daher
gibt es ein x € A,,. Wegen x € A,, ist d(x,y,,) < % und wegen A,, C A, ist
z € A, und somit d(z,y,) < L. Daraus ergibt sich

€ 9
d(y”’ym) < d( nvx)+d(xvym> <-4+ =-=c.
Dreiecksungleichung N~ " N — 2 2
<lcse <lcs

Deshalb ist (y,) eine Cauchyfolge.
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Nachdem C vollstéindig ist, konvergiert (y,,) in C. Es gibt also ein zy € C
mit lim,, o yp = xg. Weil g € C und C' C UjGJ U, gelten, gibt es ein j, € J
mit o € U,,. Da U,, offen ist, gibt es ein ¢y > 0, sodass B(xg,eo) C Uj,.
Weiters gibt es wegen v, — o und % — 0 ein N, sodass d(y,, 7o) < % und
% < Z fiir alle n > N gelten. Fixiere ein n > N.

Behauptung. Es gilt A, C Uj,.
Beweis der Behauptung. Sei x € A,. Dann gilt d(z,y,) < %, da A, C
B(yn, L). Wegen d(y,, zo) < 2 und £ < £ ergibt sich daraus

€0 | €0
d(l’,l’o) S d(gjv yn) + d(ynaxO) <—+ == €o -
Dreiecksungleichung N N m— et 2 2
<i<n <

Somit ist * € B(xzg,e0) und wegen B(xg,c9) C Uj, gilt © € Uj,, wodurch
A, CUj, gezeigt ist. &

Da A, C Uj, kann A, durch ein einziges Element der Familie (U;);es
iberdeckt werden. Deshalb kann A, durch endlich viele U; iiberdeckt wer-
den. Andererseits kann nach der Konstruktion der Mengen Ay die Menge A,
nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden, woraus sich offensichtlich ein
Widerspruch ergibt. Daher muss C' kompakt sein. O

Proposition 19. Fs sei (M, d) ein metrischer Raum und es sei C C M.
(1) Falls C kompakt ist, dann ist C' abgeschlossen.
(2) Wenn M kompakt ist und C' abgeschlossen ist, dann ist C' kompakt.

Beweis. (1) Zunichst sei C' kompakt. Weiters sei (z,,) eine Folge in C, die
in M konvergiert. Dann gibt es ein xy € M mit z, — xy. Nach Satz 2
ist C' folgenkompakt, und deshalb gibt es eine Teilfolge (z,,) von (z,) und
ein yp € C' mit x,, — yo. Andererseits muss wegen x,, = o auch x,, — xg
gelten, und wegen der Eindeutigkeit des Grenzwerts ist somit xqg = yo € C.
Deshalb ist C' abgeschlossen.

(2) Betrachte eine Folge (x,) in C. Weil M kompakt ist, ist M nach
Satz 2 auch folgenkompakt, und deshalb gibt es eine Teilfolge (x,, ) von (z,)
und ein zo € M mit z,, — zo. Es ist (x,,) eine Folge in C, und weil C
abgeschlossen ist, erhalten wir xqg € C. Also besitzt jede Folge in C' eine
in C' konvergente Teilfolge, womit C' folgenkompakt ist. Wegen Satz 2 ist C
kompakt. O

Einfach wird die Charakterisierung kompakter Teilmengen des R®. Eine
Teilmenge ist ndmlich genau dann kompakt, wenn sie beschrankt und abge-
schlossen ist. Die Aquivalenz von kompakt zu beschrinkt und abgeschlossen
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nennt man auch den Satz von Heine-Borel und die Aquivalenz von folgen-
kompakt zu beschrinkt und abgeschlossen nennt man auch den Satz von
Bolzano-Weierstrafs. Der hier gegebene Beweis kann nicht als guter Beweis
fiir diese Sétze angesehen werden, weil ndmlich die entscheidenden Beweis-
schritte nicht sichtbar sind. Diese entscheidenden Schritte sind in den Bewei-
sen der hier verwendeten Resultate ,yversteckt®.

Proposition 20. Fir s € N und eine Teilmenge C' C R® sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

(1) Es ist C kompakt.
(2) Die Menge C ist folgenkompakt.
(3) Es ist C beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Wegen Satz 2 ist (1) zu (2) dquivalent. Zuerst zeigen wir (1) = (3).
Dazu sei C' kompakt. Dann ist nach Proposition 15 C beschrinkt und aus
Proposition 19 folgt die Abgeschlossenheit von C. Schlieflich zeigen wir
(3) = (1). Es sei C' C R*® beschrinkt und abgeschlossen. Weil R® wegen
Proposition 13 vollstindig ist und C' C R® abgeschlossen ist, ist C' nach
Proposition 14 vollstandig. Weiters folgt aus Proposition 18 wegen der Be-
schrianktheit von C, dass C' totalbeschrinkt ist. Nach Satz 2 ist C' daher
kompakt. O

Wenn man die durch f(x) := 0 definierte Funktion f : R — R betrach-
tet, sieht man, dass f stetig ist und {0} als beschrinkte und abgeschlos-
sene Teilmenge von R! nach Proposition 20 kompakt ist. Dagegen ist aber
/71({0}) = R wegen Proposition 20 nicht kompakt, weil diese Menge nicht
beschrankt ist. Es muss also das stetige Urbild einer kompakten Menge nicht
kompakt sein. Dagegen sind stetige Bilder kompakter Mengen wieder kom-
pakt, wie unser néachstes Resultat zeigt.

Proposition 21. Seien (M, d;) und (Ms, ds) metrische Riume und sei f :
My — M, eine stetige Funktion. Falls C' C My kompakt ist, dann ist auch
f(C) kompakt.

Beweis. Es sei (x,)nen eine Folge in f(C). Fiir n € N ist z, € f(C) und
deshalb gibt es ein y,, € C mit z, = f(y,). Damit erhalten wir eine Folge (y,,)
in C. Da C' kompakt ist, ist C' nach Satz 2 folgenkompakt. Deshalb gibt es
eine Teilfolge (y,,) von (y,) und ein yy € C mit y,, — yo. Weil f stetig
ist, folgt aus Proposition 6, dass z,, = f(yn,) — f(yo). Offensichtlich ist
f(yo) € f(C), weil yo € C. Somit ist f(C) folgenkompakt und deshalb wegen
Satz 2 auch kompakt. O
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Betrachtet man die durch f(z) := z fiir z € [0,1] und f(z) := =z — 1
fir z € (2, 3] definierte Funktion f : [0, 1]U(2, 3] — [0, 2], so ist diese Funktion
stetig und bijektiv. Wegen x,, := 1 + % — 1lund f~Y(z,) =2+ % — 2 #
1= f71(1) ist aber f~! nicht stetig. Es muss also die Umkehrfunktion einer
bijektiven stetigen Funktion nicht stetig sein. Unser ndchstes Resultat zeigt,
dass die Umkehrfunktion einer bijektiven stetigen Funktion eines kompakten
metrischen Raumes in einem metrischen Raum immer stetig ist.

Proposition 22. FEs sei (My,dy) ein kompakter metrischer Raum, (M, ds)
ein metrischer Raum und f : My — M, eine bijektive stetige Funktion. Dann
ist 71 stetig.

Beweis. Fiir A C My gilt (f~)"YA) = {z € My : f(z) € A} = f(A),
day = f!(z) € A wegen der Bijektivitit von f zu z = f(y) € f(A)
aquivalent ist. Es sei A eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von M;.
Dann ist A nach Proposition 19 kompakt. Wegen Proposition 21 ist daher
auch f(A) kompakt, und somit nach Proposition 19 abgeschlossen. Deshalb
ist fiir alle abgeschlossenen A C M; auch (f~')7!(A) = f(A) abgeschlossen.
Aus Proposition 7 folgt, dass f~! stetig ist. m

Man kann den Satz vom Minimum und Mazimum fiir kompakte Mengen
beweisen. Dieser besagt, dass jede stetige Funktion von einem kompakten me-
trischen Raum in die reellen Zahlen ein Minimum und ein Maximum besitzt.
Beachte, dass fiir ein m; € C die Eigenschaft f(m,) < f(z) fir alle z € C
zu f(my) = min{f(x) : x € C} &dquivalent ist, und fiir ein my € C die
Eigenschaft f(msy) > f(x) fiir alle x € C zu f(mo) = max{f(z) : x € C}
aquivalent ist. Insbesondere erhalten wir, dass eine stetige Funktion von ei-
nem kompakten metrischen Raum in die reellen Zahlen stets beschrankt ist.

Satz 3. Sei (C,d) ein kompakter metrischer Raum und sei f : C' — R eine
stetige Funktion. Dann gibt es my,mg € C mit f(my) < f(z) < f(me) fir
alle x € C.

Beweis. Es geniigt die Existenz des Maximums zu beweisen, weil man die

Existenz des Minimums analog beweisen kann, oder verwenden kann, dass

das Minimum von f gleich —m ist, wobei m das Maximum von — f ist.
Setze

_ Jsup{f(z) :x € C}, falls f nach oben beschrinkt ist,
) +oo, falls f nicht nach oben beschrankt ist.
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Es ist also s das Supremum der Funktionswerte von f, wobei wir fiir das
Supremum den Wert 400 zulassen. Sei n € N. Definiere

{s — % , falls f nach oben beschrinkt ist,
Sp 1=
n )

falls f nicht nach oben beschrankt ist.

Somit ist s, < s. Nachdem s das Supremum der Funktionswerte ist, gibt es
ein x, € C' mit f(x,) > sp.

Damit erhalten wir eine Folge (x,,)nen in C. Nachdem C kompakt ist, ist
C nach Satz 2 auch folgenkompakt. Deshalb gibt es eine Teilfolge (z,, )ren
von (Z,)neny und ein my € C mit limg o0 z,, = ma. Wegen der Stetig-
keit von f gilt limy_,o f(2,,) = f(m2). Nachdem f(z,,) > s,, und wegen
lim,, o S, = s (sowohl im Fall, dass f nach oben beschriankt ist, als auch
im Fall, dass f nicht nach oben beschrinkt ist) auch limy_,o s,, = s gilt,
erhalten wir, dass f(msq) > s. Wire f nicht nach oben beschrénkt, so wire
die relle Zahl f(my) groker oder gleich +oo, was offensichtlich ein Wider-
spruch ist. Somit muss f nach oben beschrinkt sein, und s € R. Anderer-
seits war s = sup{f(z) : x € C}, also ist f(ms) < s. Daraus ergibt sich, dass
f(mg) = s. Fiir ein beliebiges = € C gilt f(x) < s = f(ma). O

Schlielich zeigen wir noch, dass eine stetige Funktion auf einem kom-
pakten metrischen Raum gleichméafig stetig ist. Auf einem kompakten me-
trischen Raum geniigt es also die Stetigkeit zu zeigen, wenn man die gleich-
mikige Stetigkeit beweisen will.

Proposition 23. Sei (C,d) ein kompakter metrischer Raum, sei (Ms,ds)
ein metrischer Raum und sei f : C' — My eine stetige Funktion. Dann ist f
gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Angenommen f ware nicht gleichméfig stetig. Dann gibe es ein ¢y >
0 und Folgen (z,,) und (y,) in C mit d(z,, y,) < £ und da(f (), f(yn)) = €o.
Da C' kompakt ist, ist C' wegen Satz 2 auch folgenkompakt. Somit gibt es
eine Teilfolge (x,,) von (x,) und ein zy € C mit limy_, x,, = x9. Weil f
stetig in g ist, gibt es ein § > 0, sodass do (f(2), f(z0)) < L fiir alle z € C
mit d(z,z9) < ¢ gilt. Dann gibt es ein K € N sodass d(zy,,20) < 2 fiir

alle £ > K gilt. Weiters gibt es ein N € N sodass % < g fiir alle n > N

gilt. Wahle k& > K so, dass ny > N gilt. Es ist dann d(z,,, ) < g < 6 und
deshalb ds(f(xn,), f(z0)) < L. Weiters ist

5
Ay, 70) < Ay ) + Ay 20) < 5+ 5 =0

-~ -~

1 ) é
<ap<2 <2
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und daher ds(f(yn,), f(20)) < . Daraus ergibt sich

o (F (), W) < do(F (20): S(20) + do(f (00). flym)) < 5 + 5 =<0,

was aber d(f(zn, ), f(Yn,)) > €0 widerspricht. Deswegen muss f gleichméfig
stetig sein. O

5. Raume stetiger Funktionen

Es seien (M;,d;) und (Ms,ds) metrische Rdume. Dann bezeichnet man
mit C' (M, Ms) die Menge aller stetigen Funktionen f : M; — M, (eigentlich
sollte man genauer C((Ml, dy), (M,, dg)) schreiben, weil diese Menge ja auch
von den Metriken abhéngt). Wichtige Spezialfiille sind C'(M, R) und fiir s € N
der Raum C(M,R?), wobei (M, d) ein metrischer Raum ist. Diese Spezialfille
beinhalten bereits C'(M, C) und C(M,C*), da man C als R? und C* als R*
auffassen kann.

Proposition 24. Es sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und es sei
s e N.

(1) Fir f € C(X,R?) istsup|f(z)| € R. Weiters ist sup | f(x)| = Hle%?{|f<l’>|

zeX reX
(2) Definiert man || f||lw fir f € C(X,R®) durch ||f||o :=sup|f(z)|, so
reX

ist ||.|lsc eine Norm auf C(X,R?). Insbesondere bildet (C(X,R?), ||.|)
einen metrischen Raum (der Abstand zwischen fi und fo wird durch

Il f1 — folloo definiert).

(3) Ist (fn)nen eine Folge in C(X,R?®) und ist f € C(X,R®), so konvergiert
fn gegen fin (C(X, R®), ||||Oo) genau dann, wenn f, gleichmdf$ig gegen f
konvergiert, also wenn es zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, sodass | fn(x)—
f(z)| < e fir alle x € X gilt.

Beweis. (1) Die Funktion « — | f(x)| ist eine stetige Funktion von X nach R.
Daher besitzt sie nach dem Satz vom Minimum und Maximum (Satz 3) ein
Maximum. Also ist sup,cy |f(z)| = max,ex |f(z)] € R.

(2) Offensichtlich gelten || f]|c > 0 und |0l = 0. Sei f € C(X,R®) mit
|fllo = 0. Falls z € X gilt, dann gilt 0 < |f(z)| < ||f|lcc = 0. Deshalb ist
f(x) = 0 fir alle x € X, woraus f = 0 folgt. Jetzt sei f € C(X,R*) und
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c € R. Wegen |(cf)(x)|=]|c||f(x)]| fiir alle x € X erhalten wir ||cf|c = ||| f||oo-
Schlielich seien fi, fo € C'(X,R®). Fiir ein beliebiges = € X gilt

((fr + f) (@) < [fi(@)] + [fo(@)] < [ frlloe + [ fallse s
——

N——
§||f1||oo §||f2||oc

woraus sich || f1 + fallco < || filloo + [|f2]lcc ergibt. Somit ist ||.||o eine Norm
auf C(X,R?), und deshalb wird durch d(f1, f2) := ||fi — fa2||c eine Metrik
auf C'(X,R®) definiert.

(3) Es gelte f, — f in (C(X,R?),|.]). Sei € > 0. Dann gibt es ein N,
sodass ||fn — flleo < € fiir alle n > N. Jetzt sei n > N. Weiters sei x € X.
Dann ist |f,(x) — f(z)| < ||fn — fllo < &, also f,, konvergiert gleichméfig
gegen f.

Schlieklich konvergiere f, gleichmékig gegen f. Es sei ¢ > 0. Dann gibt
es ein N, sodass |f,(7) — f(x)| < § fiir alle n > N und alle z € X gilt. Sei
n > N. Dann ist ||f, — flloc = sup,ex |fu(z) — f(2)] < § <€, also f, = f
in (O(Xv RS)? HHOO) H

Bemerkung. Ganz genauso wie in Proposition 24 kann man auch zeigen, dass
durch ||f]|s := sup |f(z)| eine Norm auf C'(X,C?®) definiert ist, und daher
rzeX

(C(X,C%),].|l) einen metrischen Raum bildet. In diesem Fall folgt das
nicht direkt aus Proposition 24 selbst, weil man hier |[cf||.c = |c|||f|loo filr
alle ¢ € C zeigen muss. Wie soeben erwidhnt kann diese eine Eigenschaft aber
ganz analog nachgerechnet werden. Damit gibt es kein Problem alle Resultate
dieses Abschnitts auch auf C'(X,C*) anwenden zu diirfen.

Jetzt wollen wir zeigen, dass fiir einen kompakten metrischen Raum (X, d)
der Raum (C(X,R?), ||.|l«) vollstéindig ist. Als ein Korollar dazu werden wir
Teilmengen von C'(X,R?®) angeben, die ebenfalls vollstindig sind.

Satz 4. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und sei s € N. Dann ist
(C(X,R%),]|.||oo) wollstindig.

Beweis. Es sei (f,)nen eine Cauchyfolge in (C(X,R%), ||.]|e). Wir fithren den
Beweis in drei Schritten. Im dritten Schritt wird dann gezeigt werden, dass
(fa)nen in (C(X,R%),|.]l) konvergiert.

1. Schritt: Hier zeigen wir, dass (f,(z))nen fiir jedes © € X konvergiert.
Die Folge (f,,)nen konvergiert also punktweise.
Behauptung. Fir jedes v € X konvergiert (fn(x))neN.
Beweis der Behauptung. Fixiere ein beliebiges € > 0. Da (f,,)nen eine Cauchy-
folge in (C(X,R%),]|.||s0) ist, gibt es ein N, sodass ||fn — fmlleo < € fiir
alle n,m > N gilt. Jetzt sei x € X. Weiters seien n,m > N. Dann gilt
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[fa(@) = fn(@)] < [Ifn = finlloo < & Damit ist (f.(z))nen eine Cauchyfolge

in R*. Weil R®* nach Proposition 13 vollstindig ist, konvergiert (f,,(z))nen. ¢

2. Schritt: Definiere f : X — R® durch f(x) := lim f,(z) fir x € X. Das
n—oo

ist moglich, weil fiir jedes © € X wegen des 1. Schritts die Folge (f,(2))nen
konvergiert. Zunachst wissen wir nicht, dass dieses f stetig ist, werden aber
jetzt beweisen, dass f stetig ist.

Behauptung. Die Funktion f ist stetig, also f € C(X,R?).

Beweis der Behauptung. Es sei o € X und es sei € > 0. Weil (f,)nen eine
Cauchyfolge in (C(X,R®),||.]|) ist, gibt es ein Ny, sodass || f, — fmlle <
§ fiir alle n,m > N; gilt. Nachdem f,(29) — f(zo) gibt es ein Ny mit
| fu(20) — f(20)| < £ fiir alle n > Na. Setze N := max{Ny, Na}. Da fy stetig
in g ist, gibt es ein § > 0, sodass |fx(z) — fx(zo)| < £ fiir alle z € X mit
d(z,x9) < 0 gilt. Fixiere ein x € X mit d(z,z) < §. Wegen f,(z) — f(x)
gibt es ein N3 mit |f,(z) — f(x)| < £ fiir alle n > N3. Wihle n so, dass
n > max{N, N3}. Dann gilt

[f (@) = fxo)| < [f(2) = ful)| + | ful2) = fn(x)] +

<= < fn—Flloo<
e 19 g 19
+ | fn(x) = fv(@o)| + | fn(wo) = flmo)| < =+~ + -+~ =¢.
~— - —~— o 4 4 4 4
<3 <3

Somit ist f stetig in xg, und da xg € X beliebig war, ist f stetig auf X. <
3. Schritt: Jetzt zeigen wir, dass lim, o ||fn — flloo = 0. Sei ¢ > 0.
Nachdem (f,)nen eine Cauchyfolge in (C(X,R®),|.[|) ist, gibt es ein N,
sodass || fn — fmlleo < § fiir alle n,m > N gilt. Fixiere ein n > N. Weiters
sei v € X. Wegen f,(x) — f(x) gibt es ein N, mit [fi(z) — f(2)] < § fiir
alle k£ > N,. Wihle k so, dass £ > max{N, N,}. Wir erhalten
€ 2

a(2) = F(0)| < [fole) = ola)| + fule) = F@)] < 5 +5 = 5

g
<l fu—frlloo< <5

Daraus ergibt sich || f, — flloo = sup,ex |fu(z) — f(2)] < % < e. Da nach

dem 2. Schritt f € C(X,R?®) gilt, erhélt man daraus, dass die Folge (f,,)nen
in (C(X,R?),].||s) konvergiert. Somit ist (C(X,R?),|.||s) vollstéindig. [

Korollar 4.1. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und sei s € N.
(1) Falls D C R* abgeschlossen ist, dann ist (C(X, D), ||.|«) vollstindig.

(2) Es sei D C R® abgeschlossen, xo € X und yo € D. Definiere

C(X,D; f(zo) = yo) :=={f € C(X,D) : f(mo) =wo} -
Dann ist (C(X, D; f(zo) = yo), ||||lc) vollstindig.



5. RAUME STETIGER FUNKTIONEN 33

Beweis. (1) Es sei (f,) eine Folge in C(X, D) und es sei f € C(X,R?) so,
dass f, — fin (C(X,R?),||.|). Fixiere ein z € X. Dann ist (f,(z)) eine
Folge in D, f(z) € R® und es gilt f,(z) — f(x). Nachdem D abgeschlossen
ist, gilt f(z) € D. Deshalb ist f(z) € D fiir alle x € X und daher ist f €
C(X, D). Somit ist C'(X, D) eine abgeschlossene Teilmenge von C(X,R?).
Da (C(X,R?),||.l«) nach Satz 4 vollstéindig ist, folgt aus Proposition 14,
dass (C(X, D), ||.|lsc) vollstindig ist.

(2) Jetzt sei (f,,) eine Folge in C'(X, D; f(zo) = yo) und essei f € C(X, D)
so, dass f, — fin (C(X, D), ||.||s). Dann gilt

f(zo) = lim f.(z0) = 9o
TL—)OO\/—/

=Y0

Also ist C(X, D; f(zo) = yo) eine abgeschlossene Teilmenge von C(X, D).
Wegen (1) ist (C(X,D),|.||s) vollstindig. Daher ist nach Proposition 14
(C(X, D; f(zo0) = o), ||.|lsc) vollstéindig. O

Fiir F C C(Mj, M) definieren jetzt die gleichgradige Stetigkeit. Wéhrend
man bei der Stetigkeit fiir jede Funktion f € F und fiir jedes € > 0 ein 9 > 0
mit den passenden Eigenschaften findet, aber fiir verschiedene f verschiede-
ne J erhilt, so kann man bei der gleichgradigen Stetigkeit zu jedem £ > 0 ein
von f € F unabhéngiges > 0 mit den passenden Eigenschaften finden.

Definition. Seien (M;,d;) und (Ms,ds) metrische Rdume und sei F C
C(My, Ms).

(1) Fiir xg € M; heikt F gleichgradig stetig in x, falls es zu jedem € > 0
ein 0 > 0 gibt, sodass fiir alle f € F und fiir alle x € M; mit d;(z, z9) < §
die Eigenschaft d»(f(x), f(z0)) < ¢ gilt.

(2) Man nennt F gleichgradig stetig, wenn F gleichgradig stetig in x fiir
alle x € M, ist.

(3) Die Familie F nennt man gleichmaflig gleichgradig stetig, falls es zu je-
dem € > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass fiir alle f € F und fiir alle z,y € M,
die dy(z,y) < § erfiillen, die Eigenschaft d»(f(z), f(y)) < ¢ gilt.

Offensichtlich folgt aus der gleichméfigen gleichgradigen Stetigkeit die
gleichgradige Stetigkeit. Ahnlich wie in Proposition 23 kann man zeigen,
dass F gleichmékig gleichgradig stetig ist, wenn F C C(X, M;) gleichgradig
stetig ist, und X kompakt ist. Anschliefend zeigen wir, dass fiir kompakte X
eine gleichgradig stetige Teilmenge F von C(X,R®) genau dann beschriankt
(beziiglich ||.||o) ist, wenn F punktweise beschrinkt ist, also {f(z) : f € F}
fiir jedes x € X beschriankt ist.
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Proposition 25. Fs sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum, (M, ds)
ein metrischer Raum und sei F C C(X, Ms). Falls F gleichgradig stetig ist,
dann ist F gleichmdfsig gleichgradig stetig.

Beweis. Angenommen F wére nicht gleichméfig gleichgradig stetig. Dann
gibe es ein g9 > 0 und Folgen (z,), (y,) in X mit d(z,,y,) < + fiir alle n
und eine Folge f, € F, sodass ds (fn(xn), fn(yn)) > gq fir alle n € N gilt.
Nachdem X kompakt ist, ist X nach Satz 2 auch folgenkompakt. Somit gibt
es eine Teilfolge (z,,) von (x,) und ein o € X mit limy_, x,, = x¢. Da F
gleichgradig stetig in zo ist, gibt es ein § > 0, sodass da(f(z), f(z0)) < L
fiir alle f € F und alle z € X mit d(z,z) < 0 gilt. Es gibt dann ein K € N
sodass d(z,,,79) < § fiir alle k > K gilt. Auferdem existiert ein N € N
sodass % < % fiir alle n > N gilt. Wahle £ > K so, dass ny > N gilt. Wir
erhalten d(x,,, x¢) < % < ¢ und daher d, (fnk (@, ), fnk(xo)) < 2. Weiters ist

)
d(ynk’xo) < fi(ynkv wnk)j+ d(xnk,xoz < 5 - =0

und deshalb da (fy, (Yn, ), fr, (%0)) < L. Deswegen erhalten wir

d2(fnk<xnk)7fnk(ynk>) < EiQ(fnk(mn )7fnk(x0)) +d2(fnk<x0) fnk(ynk)) <

e e
<

o

<

Y
€ £

(=]
(]

<

v}
o}

€o

<+ =e,
2 0

|9

was jedoch dy (fnk (Zn,), fnk(ynk)) > ¢¢ widerspricht. Es muss also F gleich-
mahig gleichgradig stetig sein. O

Proposition 26. Es sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum, s € N und
sei F C C(X,R®) gleichgradig stetig. Dann ist F genauw dann beschrankt
(beziiglich ||.||oo ), wenn fir jedes x € X die Menge {f(x) fe .7-"} beschrinkt
152.

Beweis. (=) Da F beschrankt ist, gibt es ein R € R, sodass || f|l. < R fiir
alle f € Fist. Sei x € X. Fiir jedes f € F gilt |f(x)] < || fllo < R. Also ist
{f(z) : f € F} beschrénkt.

(<) Wir nehmen indirekt an, dass F nicht beschrénkt ist. Dann gibt
es eine Folge (f,) in F mit ||f,|lcc > n. Fiir ein festes n gibt es wegen der
Definition von |[|.||« und wegen || f,|lcoc > n ein z, € X mit | f,(z,)| > n. Weil
X kompakt ist, ist X nach Satz 2 auch folgenkompakt. Es gibt deswegen eine
Teilfolge (z,,) von (z,) und ein xy € X mit limy_,o x,, = xo. Nachdem F
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gleichgradig stetig in xy ist, gibt es ein 6 > 0, sodass fiir alle f € F und
alle x € X mit d(z,z9) < ¢ die Eigenschaft |f(x) — f(zo)| < 1 gilt. Da
{f(zo) : f € F} beschrinkt ist, gibt es ein R € R mit |f(zo)] < R fiir
alle f € F. Weiters folgt aus limj_,o z,, = x¢ die Existenz eines K € N,
sodass d(z,, ) < d fir alle k > K gilt. Wahle & > K so, dass ny, > R+ 1
gilt. Wir erhalten, dass |f,, (xn, )| > ne > R+ 1. Wegen d(x,,,, o) < 0 gilt
daher |f7lk(x”k)’ - ‘fnk(xoﬂ < ‘fnk(xnk) - f7lk(x0)| < 1, woraus sich

| frn(20)] > | fon(2n,)| —1>R+1—-1=R
~——

>R+1

ergibt. Offensichtlich widerspricht das f,, (x9) < R. Deshalb muss F be-
schrinkt sein. O

Jetzt wollen wir die kompakten Teilmengen F von C'(X, R®) charakterisie-
ren, wobei X kompakt ist. Dabei verwenden einfach das Wort ,beschrankt”
fiir beschrankt beziiglich ||.||, Wobei ja diese Eigenschaft nach Propositi-
on 26 fiir gleichgradig stetige Mengen zu punktweise beschrinkt &dquivalent
ist. Zundchst erinnern wir uns an Proposition 20, wo gezeigt wurde, dass eine
Teilmenge des R* genau dann kompakt ist, wenn sie beschrankt und abge-
schlossen ist. Ganz so schon ist die Charakterisierung kompakter Teilmengen
von C'(X,R?) nicht, aber sie ist fast so schon. Es ist ndmlich F C C(X,R?)
genau dann kompakt, wenn F beschrinkt, abgeschlossen und gleichgradig
stetig ist. Dieses Resultat nennt man den Satz von Arzela-Ascoli.

Satz 5. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum, s € N und sei F C
C(X,R®). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1) Die Menge F st kompakt.

2) Es st F folgenkompakt.

(1)
(2)
(3) Die Menge F ist beschrankt, abgeschlossen und gleichgradig stetig.
(4)

4) Es ist F beschrinkt, abgeschlossen und gleichmdf$ig gleichgradig stetig.

Beweis. Wegen Satz 2 ist (1) zu (2) dquivalent. Aus Proposition 25 folgt,
dass (3) zu (4) dquivalent ist. Deshalb geniigt es zu zeigen, dass aus (1) die
Eigenschaft (4) folgt, und dass aus (3) die Eigenschaft (1) folgt.

(1) = (4): Es sei F kompakt. Aus Proposition 15 folgt, dass F be-
schrinkt ist. Weiters folgt aus Proposition 19, dass F abgeschlossen ist.
Wir zeigen jetzt, dass F auch gleichmifig gleichgradig stetig ist. Dazu sei
e > 0. Offensichtlich ist ' C U,z B(f,5), und fiir jedes f ist B(f,§)

3
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offen. Weil F kompakt ist, gibt es ein n € N und fi, fo,..., f, € F mit
F C Uj_, B(fj, 5). Betrachte ein beliebiges j € {1,2,...,n}. Da f; stetig
ist, ist f; nach Proposition 23 gleichméfig stetig. Deshalb gibt es ein §; > 0,
sodass |f;j(x) — fi(y)] < g fiir alle z,y € X mit d(z,y) < §; gilt. Setze
d := min{dy, da,...,0,}. Dann ist § > 0. Sei f € F und seien z,y € X so,
dass d(z,y) < 6. Weil F C Jj_, B(f;,5) gilt, gibt es ein j € {1,2,...,n}

mit || f — fjlleo < 5. Aus d(z,y) < 0 < 0; ergibt sich
£@) = F@) < |f@) — £@)]+ @) — )]+ [f) - F@)] <

~~ ~" ~~

SIf=fillo<3 <3 <If=Filleo<3

e € €
< 3 + 3 + 3= €.
Somit ist F gleichméfig gleichgradig stetig.

(3) = (1): Jetzt sei F beschrankt, abgeschlossen und gleichgradig stetig.
Weil C'(X,R?) nach Satz 4 vollstindig ist, ist F als abgeschlossene Teilmenge
von C'(X,R*) wegen Proposition 14 vollstandig.

Wihle ein beliebiges ¢ > 0. Nachdem F gleichgradig stetig ist, gibt es
fiir jedes x € X ein 9§, > 0, sodass fiir alle f € F und alle y € X mit
d(y,r) < 0, die Eigenschaft [f(y) — f(z)| < £ gilt. Fiir jedes v € X ist
B(x,6,) offen, und es gilt X C J,oy B(2,0,). Wegen der Kompaktheit
von X gibt es ein kK € N und x1,22,...,2, € X mit X C U5:1 B(wj,0s,).
Betrachte ein beliebiges j € {1,2,...,k}. Es ist dann {f(x;) : f € F} eine
beschrinkte Teilmenge von R?®, weil F beschrankt ist. Aus Proposition 18
folgt, dass {f(z;) : f € F} totalbeschrinkt ist, also es gibt ein n; € N
und es gibt ;1. Y52, Y, € R® mit {f(x;) : f € F} C UpLi B(yjg 5)-
Setze Ay == {(q1,q2, ., qr) : ¢ € {1,2,...,n;} fiir jedes j € {1,2,...,k}}.
Offensichtlich ist Ay eine endliche Menge.

Wir definieren jetzt A als die Menge aller (q1,¢o,...,q) € Ao, fir die
es ein f € F gibt, das f(z;) € B(y,q,¢) fiir alle j € {1,2,... k} erfiillt.
Als Teilmenge der endlichen Menge Ay muss A ebenfalls endlich sein. Zu
jedem (qi,qo,...,q1) € A fixiere ein fig g0...00) € F> das | fig1,0,00) (%)) —
Yigq,| < £ fiir alle j € {1,2,...,k} erfiillt. Sei f € F. Betrachte ein be-
liebiges j € {1,2,...,k}. Wegen {g(z;) : g € F} C U,Z1 B(yjq 2) gibt
es ein ¢; € {1,2,...,n;} mit [f(2;) — ;4| < £ Man erhilt daraus, dass
(41,92, ---,qr) € A. Jetzt sei v € X. Da X C Ule B(zj,0,,) gilt, gibt es

J

ein j € {1,2,...,k} mit d(z,r;) < d,;. Deshalb gilt [g(z) — g(z;)| < £ fiir
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alle g € F. Daraus ergibt sich
£ (@) = fiargoema @] < [f(@) = f(25)] + £ (@) — Y50, +

- .

+ |yj=q7‘ - f(Ql,QQp-WQk)(xj)l + |f(Q1,QQ,--~,qk)(xj) - f(qhqz,‘-.,qk-)(x)l <
e € € &€ 4de
<S4 4o=

5' 5 5 5 5°

Somit erhdlt man ”f - f(q17q27-~~7q1c)Hoo = SqueX’f@) - f(quqz,.‘qu)(x) <= <
e. Daraus folgt, dass

FC U B(f(QLQ%--ka)’ 5)

(q1,92;---,q5)EA

gilt. Deshalb ist F totalbeschrankt.
Es ist also F vollstdndig und totalbeschrénkt. Nach Satz 2 ist F deswegen
kompakt. O

6. Der Banach’sche Fixpunktsatz

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit einem wichtigen Satz, dem
Banach’schen Fixpunktsatz. Dieser besagt, dass jede Kontraktion auf einem
vollstdndigen metrischen Raum einen eindeutig bestimmten Fixpunkt be-
sitzt, und fiir jeden Startwert die Folge der Iterationen dieser Kontraktion
gegen diesen Fixpunkt konvergiert. Fiir eine Funktion 7" : M — M, wobei
M eine nichtleere Menge ist, schreiben wir einfach Tz fiir T'(z). Man nennt
x € M einen Fizpunkt von T, wenn Tx = x gilt. Weiters definiere T° := id,y,
also die identische Abbildung auf M, und fiir n € N definiere 7" := T o T}
(also die n-te Tterierte von T). Esist T' =T o T =T oidy = T.

Sind (Mj,d;) und (Ms,dy) metrische Rdume, so nennt man eine Funk-
tion f : My — My Lipschitz-stetig, wenn es eine Zahl L € R gibt, sodass
do(f (), f(y)) < Ldi(z,y) fiir alle z,y € M; gilt. Dabei nennt man L eine
Lipschitz-Konstante fiir f. Weil fiir eine Lipschitz-Konstante L offensicht-
lich auch max{L, 1} eine Lipschitz-Konstante ist, gibt es zu jeder Lipschitz-
stetigen Funktion f eine positive Lipschitz-Konstante. Man kann also stets
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit L. > 0 annehmen. Fiir ein ¢ > 0
1st dann 5 = % > 0. Es seien z,y € M; mit di(x,y) < J. Dann ist

( ) Ldi(z,y) < Lt = e. Damit haben wir gezeigt, dass je-
de Llpschltz stetige Funktion gleichméfig stetig ist.
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Betrachte einen metrischen Raum (M, d) und eine Abbildung 7' : M —
M. Die Abbildung heitt Kontraktion, falls es ein ¢ € R, ¢ < 1 gibt, sodass
d(Tz, Ty) < qd(z,y) fir alle z,y € M gilt. Man nennt dabei ¢ eine Kon-
traktionskonstante fiir T'. Das bedeutet, dass T genau dann eine Kontraktion
ist, wenn es Lipschitz-stetig ist und es eine Lipschitz-Konstante L gibt, die
L < 1 erfiillt.

Setzt man M := Q N [1,2], so ist M ein metrischer Raum, der nicht
vollstindig ist. Die durch Sz := J + % definierte Funktion S : R — R
erfiillt S(M) C M und sup,ep o [S'(z)] < 1. Wegen des Mittelwertsatzes
gilt |Sz — Sy| < iz —y| fiir alle 2,y € [1,2]. Deswegen ist T := S‘M eine
Kontraktion auf M. Allerdings hat 7" keinen Fixpunkt, denn wére xqg € M
Fixpunkt von T', dann miisste Sz = xy gelten, und der einzige Punkt x4 €
[1,2] mit dieser Eigenschaft ist v/2, und wegen v2 ¢ Q ist v/2 ¢ M. Eine
Kontraktion auf einem metrischen Raum muss also keinen Fixpunkt besitzen.

Anders ist die Situation eben auf vollstdndigen metrischen Raumen. Hier
besitzt jede Kontraktion einen eindeutig bestimmten Fixpunkt. Man kann so-
gar ohne diesen Fixpunkt zu kennen angeben, wie grofs der Abstand von T"x
zum Fixpunkt hochstens sein kann. Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir
jetzt den Banach’schen Fizpunktsatz formulieren und beweisen.

Satz 6. Sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und T : M — M eine

Kontraktion. Dann besitzt T einen eindeutig bestimmten Fizpunkt xo. Weiters

gilt fiir alle x € M, dass lim T"x = xy. Auferdem gilt d(T"z, xy) < d(%”f) q"
n—oo

fur alle x € M und alle n € Ny, falls q eine Kontraktionskonstante fir T ist.

Beweis. Diesen Beweis fiihren wir in mehreren Schritten.

1. Schritt: Zuerst zeigen wir, dass T' nicht zwei verschiedene Fixpunkte
haben kann.
Behauptung. Falls es einen Fizpunkt gibt, dann ist er eindeutig bestimmt.
Beweis der Behauptung. Es seien g € M und yo € M Fixpunkte, also es
gelte T'ry = x¢ und Tyy = 1yo. Dann gilt

d =d(Txq, T < aqd .
(5UO> ?Jo) (9507 yO)—Q(lbvyO)

=Tzo =Tyo <qd(z0,y0)

Wegen ¢ < 1 muss d(z,yo) = 0 gelten, und deshalb ist yo = . O
2. Schritt: Als néchstes zeigen wir, dass fiir jedes = € M die Folge (T"x)

konvergiert.

Behauptung. Fir jedes x € M konvergiert die Folge (T”az)neN. Weiters gilt

d(T"a:, limy_ o0 Tka:) < d(%ﬁf) q" fir alle n € Ny.
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Beweis der Behauptung. Man erhilt fiir beliebige n, m € Ny mit n < m, dass
d(T'z, T™x) < d(T"x, T"'2) + d(T" e, T"2x) + d(T””x T3g) +

Sqd(Tn;:TnJrlx) <qd(Tn+1 Tn+2 )

7

<qd(Tma, T )

- J

§q2d(Tnz,Tn+1z)

ot d(Tm—lg: T"r) <
<qd(T™ 22, T™ ')

J

-~

J/

~~
<gm—n—lg(Tng Tn+1g)

S U+q+@ 4" ") d(Te, T ) <
_ 1—gm—n

<
l—q - —q

endliche geometrische Reihe

1 d(T
< — ATz, T" ') < dTz,2)
l—qg —2—22 1—gq
<qd(T" 'z, T"z)

J/

y
<qd(z, Ta)=q"d(Tz,x)

Fixiere ein beliebiges ¢ > 0. Dann gibt es ein N, sodass (fx 2) gn < e fiir

alle n > N gilt. Es seien n,m > N. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
kénnen wir n < m annehmen. Deshalb ist d(T"x, T™z) < d(T‘T ) " < ¢. Da-
mit ist (7"x) eine Cauchyfolge in M. Nachdem M Vollstandlg 1st konvergiert
(T"x).

Setze y = limj_,oo 7%x. Nun sei n € Ny und € > 0. Es gibt ein K mit
d(T™z,y) < e fir alle m > K. Wihle ein m > K so, dass m > n. Wir
erhalten wegen der oben bewiesenen Ungleichung d(T"z, T™x) < d(T‘T 2) gm,

dass
a(r
d(T"z,y) < d(T"z, T"z) + d(T™z,y) < M " +e
Sd(’lr},vz) n ZE q

gilt. Da € > 0 beliebig war, ergibt sich daraus d(7T"z,y) < d(%(’;) q". O
3. Schritt: Wenn x € M ist, dann wissen wir aus dem 2. Schritt, dass die

Folge (T™z) konvergiert. Hier wollen wir jetzt zeigen, dass dieser Grenzwert

ein Fixpunkt ist.

Behauptung. Es sei x € M. Dann st lim,,_,.. T"x ein Fixpunkt von T, also

es gilt T(lim,, o T"x) = lim,, oo T"x.
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Beweis der Behauptung. Wir setzen y := lim, ,,, T"z. Wihle ein beliebi-
ges € > 0. Wegen y := lim,,_,oo "2 gibt es ein N, sodass d(T"z,y) < § fiir
alle n > N gilt. Fixiere ein n > N. Dann ist auch n + 1 > N und es gilt

—~ 7 2 2
q d(y,T"x) <3
W’—/

<1 <

d(Ty,y) < d(Ty, T z) +d(T"w,y) < =+ =¢.
<

(L)

Weil € > 0 beliebig war, muss d(T'y,y) = 0 sein, und daher Ty = y gelten.

4. Schritt: Jetzt wiahlen wir ein z; € M. Aus dem 2. Schritt folgt, dass die
Folge (T"x1) konvergiert. Es gibt also ein o € M mit lim, . 7"z = xo.
Nach dem 3. Schritt gilt T'ry = x. Somit besitzt T einen Fixpunkt x.
Wegen des 1. Schritts ist dieser Fixpunkt eindeutig. Schlieflich sei z € M.
Dann konvergiert (7T"z) wegen des 2. Schritts. Aus dem 3. Schritt folgt, dass
dieser Grenzwert ein Fixpunkt ist. Nachdem xy der einzige Fixpunkt von 7T’
ist, gilt lim, ,.o T"x = xy. Unter Verwendung des 2. Schritts ergibt sich

d(T"x,x0) < d(%:f) g™ fiir alle n € Ny. O

Der Banach’sche Fixpunktsatz wird in der Mathematik oft verwendet. So
kann er etwa verwendet werden um zu zeigen, dass das Newtonverfahren ge-
gen eine Nullstelle konvergiert, soferne man nahe genug an der Nullstelle star-
tet. Hier werden wir als eine Anwendung den Satz von Stone-Weierstraf be-
sprechen. Dazu betrachten wir wieder den Raum (C/(X,R?), ||.|~) fiir einen
kompakten metrischen Raum (X, d). Fiir eine Teilmenge F C C'(X,R?) sind
die Aussagen fiir jedes f € C(X,R?®) und jedes € > 0 gibt es ein g € F mit
If — gllee < &%, ,fiir jedes f € C(X,R®) und jedes ¢ > 0 gibt es ein g € F
mit ||f — glleo < €% ,zu jedem f € C(X,R?) gibt es eine Folge (f,)nen mit
lim, oo ||f — falloo = 0% und ,F ist dicht in C(X,R?®)* offensichtlich &qui-
valent zueinander. Erfiillt F die im n#chsten Resultat in (5) beschriebene
Eigenschaft, dass es fiir x # y € X ein f € F mit f(x) # f(y) gibt, so nennt
man F punktetrennend. Jetzt formulieren und beweisen wir den Approzima-
tionssatz von Stone- Weierstrafs.

Satz 7. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Weiters sei F C C(X,R)
so, dass die folgenden Figenschaften erfillt sind.

1) Fir f,g € F ist auch f +g € F.
2) Ist f € F und c € R, so ist auch cf € F.
Fualls f,g € F sind, dann ist fg € F.

4) Esast1l e F.

(
(
(3
(
(5

)
)
)
)

Wenn x,y € X mit x #y, dann gibt es ein f € F mit f(z) # f(y).
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Dann gibt es zu jedem f € C(X,R) und jedem ¢ > 0 ein g € F mit
1f = gllo <e.

Beweis. Zunichst definieren wir F als die Menge aller f € C(X,R), fiir die
es zu jedem € > 0 ein g € F gibt, sodass || f — g||e < € gilt. Es ist damit zu
zeigen, dass F = C(X,R) gilt. Offensichtlich ist 7 C F.

1. Schritt: Hier zeigen wir einige Eigenschaften von F.
Behauptung. Es gelten die folgenden Eigenschaften.

1) Wenn f,g € F sind, dann ist f + g € F.

2) Falls f € F und c € R gelten, dann ist cf € F.

4) Es gilt 1 € F.

5

(1)

(2)

(3) Sind f,g € F, so ist auch fg € F.

(4)

(5) Fiir v,y € X mit x # y gibt es ein f € F mit f(z) # f(y).
(6)

6) Falls es fir f € C(X,R) zu jedem ¢ > 0 ein g € F mit |f — glloo < €

gibt, dann gilt f € F.

Qeweis der Behauptung. (1): Betrachte f, g € F und sei € > 0. Dann gibt es
frg€ Fmit [[f— fllec < §und ||g—9||c < 5. Daraus erhalten wir f+g € F
und |(f +9) = (f + 9lloc < NIf = flloo + llg = 9l < 5+ 5 = . Damit ist
f+geF. - N _

(2): Sei f € F,c € Rund e > 0. Es gibt ein f € F mit ||f — fllo <
—max{e|c|,1}' Somit ist ¢f € F und es gilt |[(cf) — (c¢f)lloo < IC|llf — flloo <
]c\m < ¢. Deswegen ist cf € F.

(3): Jetzt seien f,g € F und es sei ¢ > 0. Es gibt dann f,§ € F mit
If=flloo < =T TaT=t und lg— 3l < Iilin{—llflloﬁﬁguooﬂ’ 1}. Insbesondere

ist ||9]lco < |lg]loo + 1. Daraus ergibt sich fg € F und

1£9) = (Flow < 1£9 = f3llo + 17 — il <
<lfllsollg=dloe <l f—Flloo|Flloc
<flle 19 =9l + llgllec IIf = flls <
H,E_/ —— E,S_/
<etiolett  SI9lleet1<yrrigrett

- + (gl + 1) - -
oo + llglloe + 1 1 lloo + 1glloc + 1

€.

< [ fllo

Daher ist fg € F.
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(4) und (5): Nachdem F C F und 1 € F gelten, erhiilt man 1 € F. Seien
r,y € X mit v # y. Es gibt ein f € F mit f(z) # f(y). Wegen F C F ist
feF.

(6): Die Funktion f € C(X,R) erfiille, dass es zu jedem € > 0 ein g € F
mit || f — gl|ec < € gibt. Sei € > 0. Dann gibt es ein h € F mit || f — hlls < &.
Weil h € F ist, gibt es ein g € F mit [|h — g|lo < §. Somit ist || f — g]je <
If = hlleo + |2 — gl < &+ 5 =¢. Also ist f € F. o

2. Schritt: Jetzt zeigen wir, dass fiir eine nichtnegative Funktion f € F
auch v/f in F liegt.

Behauptung. Sei f € F und es gelte f(x) > 0 fir alle v € X. Dann ist
VfeF.

Beweis der Behauptung. Zuerst sei f € F so, dass || f—1|lec < 1und ||f|le < 1
gelten. Offensichtlich gilt dann 0 < 1 — || f — 1|l < f(2) < || flloo < 1 fiir
alle z € X. Die Zahl r := max{|| f||s, || f — 1]l } erfiillt dann 0 < r < 1. De-
finiere A als die Menge aller h € C(X,R) mit ||hl|s < 7. Als abgeschlossene
Kugel ist A abgeschlossen. Weil C'(X,R) nach Satz 4 vollstdndig ist, ist .4
wegen Proposition 14 vollstéindig. Fiir b € A definiere T¢h := $(h?+ (1— f)).
Es ist Trh € C(X,R) und es gilt

1 2 1

Tih oo < = (|17l -
I Ih e < (Bls” + | 5
=3(h2+(1-1)) = =

—_
|
=
3
IN

Damit ist T¢h € A, also Ty : A — A. Fiir hy, hy € A gilt

1

| T - Ty uw:H—wf—hf> _
~~ ~ 2 .
=1(h2+Q1-1) =1(2+(1-f))

<[lhalloct |12l
S—— =

<r <r

1
< 5(7" +7)[[h1 = halloe = 7||h1 — hallso -

Somit ist Ty eine Kontraktion auf dem vollstindigen metrischen Raum A.
Nach Satz 6 (Banach’scher Fixpunktsatz) besitzt T einen eindeutig be-
stimmten Fixpunkt hy € A. Es gilt also hg = Trho = %(h02+ (1—f)), woraus
sich fiir # € X ergibt, dass ho(z) =1 — +/f(z) oder ho(x) =1+ +/ f(z) gilt.
Da ho(z) < ||hollee < 7 < 1, muss also ho(z) =1 — /f(x) fiir alle x € X
gelten, wodurch wir hg = 1 — \/f erhalten.
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Weil f € A gilt, folgt aus dem Banach’schen Fixpunktsatz (Satz 6), dass
limn_mHTf"f - hO”oo = 0. Fir n € Ny setze f, = T¢"f, wodurch wir
lim,, 00 || fn — hollee = 0 erhalten. Durch Induktion zeigen wir, dass f,, € F
fiir alle n € Ny gilt. Esist fo = f € F.Sein > 0 und es sei f,_; € F. Dann ist
fo=Trfn-1 = 3(fa1?+ (1= f)). Wegen der Eigenschaften (1), (2), (3) und
(4) aus dem 1. Schritt ist f, € F. Nachdem f, € F und lim,_ || fo—Rol|oc =
0 folgt aus der Eigenschaft (6) im 1. Schritt, dass hg = 1 —+/f € F. Deshalb
ist wegen den Eigenschaften (1) und (2) im 1. Schritt auch /f = (=1)ho+1 €
F. Wir haben bisher gezeigt, dass +/f € F fiir alle f € F mit ||f —1]joc < 1
und || flle < 1 gilt.

Als niichstes betrachten wir ein f € F mit inf,cx f(z) > 0. Wihle o, 3 €
R mit 0 < a < infiex f(z) < [[fllo < B. Aus der Eigenschaft (2) im
1. Schritt erhalten wir, dass lf € F. Weiters ist 0 < g3 < %f(x) < % <1

und daher [|[3f —1[|  <1-9% < 1und ||3f]|_ < % < 1. Deshalb ist

\/LB\/T = ,/%f € F und wegen der Eigenschaft (2) aus dem 1. Schritt auch
VfeF B

Schlieflich sei f € F mit f(x) > 0 fiir alle x € X. Klarerweise ist dann
V[ € C(X,R). Weiters sei ¢ > 0. Es ist dann wegen der Eigenschaften (1)
und (4) aus dem 1. Schritt auch f 4 ¢*> € F. Offensichtlich ist inf,ex(f +
e?)(z) > €* > 0. Deshalb ist \/f +¢2 € F. Fiir jedes x € X erhalten
wir wegen f(z ) > 0 dass \/f(z) +e2+ /f(z) > VO+e2 + 0 = ¢, also

x)+62+\/— < =. Daraus erglbt sich

22 D)+ 22— /Flx VI +E 4+
g2 1 !
) _ 2< et =,

VI +e+ i) Vi) +e+ i@ e

<

o |

Alsoist ||v/f + 2= V/f|leo < &. Weil zu jedem € > 0 die Funktion /f + &2 €

Fund |[\/f + 2 — V/f|loo < ¢ erfiillt, folgt aus Eigenschaft (6) im 1. Schritt,

dass \/f € F gilt, womit unsere Behauptung gezeigt ist. &
3. Schritt: Unter Verwendung des 2. Schritts konnen wir jetzt zeigen, dass

mit f,g € F auch |f], max(f, g), min(f, g) € F sind.

Behauptung. Es sein € N und es seien f, fi, fa,..., fn € F. Dann ist |f] €

F, max(fi, fo,..., fn) € F und min(fy, fa, ..., fn) € F.

Beweis der Behauptung. Wegen |f| = \/F folgt aus Eigenschaft (3) im

1. Schritt und dem 2. Schritt, dass |f| € F. Unter Verwendung der ele-
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mentaren Formeln max(fi, fo,..., fn) = max(max(fl, for ooy fno1)s fn) und
min(fi, fa, ..., fn) = min(min(fi, fo,..., fa—1), fa) zeigen wir jetzt durch
Induktion, dass max(fi, fa,..., f,) € F und min(fi, fo,..., fn) € F. Im
Fall n = 1 ist das offensichtlich. Also sei n > 1. Nach Induktionsvorausset-
zung ist g, = max(f1, fa, .-y fuo1) € F und gy := min(fl,jz ooy fno1) €
F. Es ist zu beweisen, dass max(gi, f,) und min(gs, f,) in F liegen. We-
gen der Eigenschaften (1) und (2) aus dem 1. Schritt gelten g, — f, € F
und gy — f, € F. Weil wir bereits gezeigt haben, dass aus f € F auch
|f| € F folgt, erhalten wir, dass |g; — f,| € F und |go — fu| € F. Da
max(gy, fn) = 5 (91 + fu + g1 = ful) und min(gs, f) = 5 (92 + fu — lg2 — fl)
gelten, ergibt sich daraus unter Verwendung der Eigenschaften (1) und (2),
dass max(g1, f,) € F und min(gs, f,,) € F, womit wir die Behauptung gezeigt
haben. &
4. Schritt: Wir benotigen noch die folgende Eigenschaft.

Behauptung. Falls x,y € X mit x # y und o, € R sind, dann ¢ibt es
ein f € F mit f(x) = a und f(y) = f.

Beweis der Behauptung. Da F punktetrennend ist, gibt es ein ¢ € F mit
g(x) # g(y). Definiere f := ﬁ(g—g(y)) + /. Aus den Eigenschaften (1)

)

und (2) fiir F folgt, dass f € F und wegen F C F ist f € F. Offensichtlich
gilt auch f(z) = a und f(y) = 6. &

5. Schritt: Schlieklich sei f € C'(X,R). Weiters sei € > 0. Zunéchst fixiere
ein beliebiges x € X. Zu jedem y € X gibt es nach dem 4. Schritt eine
Funktion g, € F mit g,(x) = f(z) und g,(y) = f(y). Weil g, — f stetig ist,
gibt es ein 0, > 0, sodass |g,(t) — f(t)| < § fiir alle £ € X mit d(t,y) < 0,
gilt. Ist t € X so, dass d(t,y) < 0y, dann ist g, (t) — f(t) < |g,(t) — f(£)] < 5,
also g,(t) < f(t) + 5. Nachdem fiir jedes y € X die Menge B(y,d,) offen
ist und X C UyeX B(y,d,) gilt, folgt aus der Kompaktheit von X, dass es
ein n € N und y1,9s,...,y, € X gibt mit X C (J;_, B(yj,dy,;). Definiere
fe :=min(gy,, Gy - - - » Gy, )- Aus dem 3. Schritt folgt, dass f, € F. Nachdem
gy, (x) = f(z) fiir alle j € {1,2,...,n} erhalten wir f,(x) = f(x). Jetzt sei
y € X beliebig. Dann gibt es ein j € {1,2,...,n} mit d(y,y;) < §,,. Deshalb
ist fo(y) < gy,(y) < f(y) + 5. Somit haben wir gezeigt, dass es ein f, € F
gibt mit f,(z) = f(z) und fo(y) < f(y) + 5 fiir alle y € X.

Wegen der Stetigkeit von f— f, gibt es ein n, > 0, sodass | f(y)—f.(y)| < §
fir alle y € X mit d(y,x) < n, gilt. Fir y € X mit d(y,x) < n, gilt
f) = fo(y) < |f(y) — fo(y)| < 5, und somit f.(y) > f(y) — 5. Esist X C
U,ex B(z,n,) und fiir jedes v € X ist B(x,7,) offen. Weil X kompakt ist,
gibt es ein k € Nund x1, 29, ..., 2, € X mit X C U?Zl B(xj,1,,). Setze g :=
max(fo,, fugs - - -5 fr,)- Man erhélt aus dem 3. Schritt, dass g € F. Betrachte
ein beliebiges » € X. Weil f, (z) < f(z) + § fiir alle j € {1,2,...,k} ergibt
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sich g(z) < f(x) + 5. Weiters gibt es ein j € {1,2,...,k} mit d(z,z;) < 1,
Daher ist g(z) > fo,(z) > f(z) — 5. Es gilt also f(z) — § < g(z) < f(z) + 5
fiir jedes x € X. Somit ist || f — g|l« < § < . Nachdem auch g € F gilt ist
unser Satz bewiesen. O

Als erste Folgerung des Approximationssatzes von Stone-Weierstraf be-
weisen wir jetzt seine komplexe Version. Bei dieser muss man zusétzlich for-
dern, dass mit jeder Funktion auch ihre komplex Konjugierte in F liegt.
Somit kommen wir zur komplexen Version des Approrimationssatzes von
Stone- Weierstrafs.

Korollar 7.1. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Weiters sei F C
C(X,C) so, dass die folgenden Eigenschaften erfillt sind.

1) Wenn f,g € F sind, dann ist f +g € F.

2) Ist f € F und c € C, so ist auch cf € F.

3) Fir f,g € F ist auch fg e F.

4) Esist1l e F.

)
)
)
)
5) Falls 2,y € X mit x #y, dann gibt es ein f € F mit f(z) # f(y).

)

(
(
(
(
(
(

6) Fir f € F ist auch f € F.

Dann gibt es zu jedem f € C(X,C) und jedem ¢ > 0 ein g € F mit
1f = gl <e.

Beweis. Setze Fi := {Re(f) : f € F}. Es ist damit F; C C(X,R). Wegen
Re(f) = 3(f + ) ist Fy C F. Jetzt zeigen wir, dass F; = {Im(f) : f € F}.
Fir f € Fy ist f € F und daher auch if € F. Wegen Im(if) = f liegt f
in {Im(g) : g € F}. Nun sei f € F. Dann ist Re(—if) = Im(f) und wegen
—if € F gilt Im(f) € Fy, womit Fy = {Im(f) : f € F} gezeigt ist.

Wegen F; C F ist sofort ersichtlich, dass F; die Eigenschaften (1), (2),
(3) und (4) aus Satz 7 erfiillt. Um zu zeigen, dass F; auch punktetrennend
ist, betrachten wir x,y € X mit x # y. Es gibt dann ein f € F mit f(x) #
f(y). Soferne Re(f(z)) # Re(f(y)) gilt, ist g := Re(f) € Fi und g(z) #
g(y). Andernfalls ist Re(f(z)) = Re(f(y)) und wegen f(z) # f(y) muss
Im(f(z)) # Im(f(y)) gelten. In diesem Fall ist ¢ := Im(f) € F; und g(z) #
g(y), wodurch wir gezeigt haben, dass F; auch punktetrennend ist. Nach dem
Satz von Stone-Weierstrafs (Satz 7) gibt es zu jedem f € C(X,R) und zu
jedem € > 0 ein g € Fy mit ||f — gl < €.
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Schlielich sei f € C(X,C). Setzt man f; := Re(f) und fy := Im(f),
so ist f = fi + ifs, wobei fi, fo € C(X,R). Es sei ¢ > 0. Dann gibt es
91,92 € Fymit || fi — g1l < 5 und || fo — 92|00 < 5. Aus Fy C F folgt, dass
g := g1 +1g> € F. Weiters gilt

If = 3lle = [|(f1 +if2) = (91 +192) |00 <

. 5 €
<|fi=agille + ] [fo— g2l < 5 +15=¢.
—_——— N~ —— 2 2

€ £

Daher gibt es zu jedem f € C(X,C) und jedem ¢ > 0 ein ¢ € F mit
If— gl <e. O

Ein weiterer Spezialfall des Satzes von Stone-Weierstrak ist der folgende
klassische Approximationssatz von WeierstrafS. Dieser besagt, dass jede ste-
tige Funktion von einem abgeschlossenen Intervall nach R gleichméfig durch
Polynome approximiert werden kann.

Korollar 7.2. Es seien a,b € R mit a < b und es sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktion. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein Polynom p mit || f —p||e <
€.

Beweis. Sind pq,p, Polynome und ¢ € R, so sind offensichtlich auch p; +
P2, cp1 und pips Polynome. Also erfiillt die Menge P aller Polynome die
Eigenschaften (1), (2) und (3) aus Satz 7. Da 1 ein Polynom ist, ist auch
Eigenschaft (4) aus Satz 7 erfiillt. Definiert man p(z) := z fiir alle x, so ist
p ein Polynom (also p € P). Fiir x,y € [a,b] mit x # y ist dann p(z) = = #
y = p(y), also P erfiillt auch die Eigenschaft (5) aus Satz 7. Deshalb folgt aus
dem Satz von Stone-Weierstral (Satz 7), dass es zu jedem f € C([a,b],R)
und jedem € > 0 ein p € P gibt, das ||f — pllee < € erfiillt, womit unser
Resultat bewiesen ist. ]

Jetzt wollen wir als weitere Folgerung des Satzes von Stone-Weierstrafs
zeigen, dass jede stetige Funktion von einer kompakten Teilmenge von R*
nach R*? gleichméfig durch Lipschitz-stetige Funktionen approximiert wer-
den kann. Vorher zeigen wir, dass eine Funktion genau dann Lipschitz-stetig
ist, wenn jede ihrer Komponenten Lipschitz-stetig ist.

Lemma 2. Es seten s1,59 € N und es sei X C R nichtleer. Dann ist
N1
f2

eine Funktion f = , : X — R* genau dann Lipschitz-stetig, wenn fiir

fso
jedes j € {1,2,...,s2} die Funktion f; Lipschitz-stetig ist.
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Beweis. (=) Die Funktion f sei Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.
Weiters sei j € {1,2,...,s2} beliebig. Dann gilt fiir z,y € X, dass |f;(z) —
i) <|f(x)—f(y)|] < Llz—y|. Deswegen ist f; Lipschitz-stetig fiir jedes j €
{]_,2, ceey 82}.

(<) Nun sei fiir jedes j € {1,2,...,s2} die Funktion f; Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L;. Es ist dann L := /> L;* € R. Betrachte
z,y € X. Man erhilt fiir ein beliebiges j € {1,2,...,s:}, dass |f;(z) —
fi(W)|? < L;*|x — y|?. Daraus ergibt sich

£@) = £l = || Do 1hi@) - H)P < ZLﬂx P =

S2
S L2z —yl =Lz -yl
j=1

=L
womit gezeigt ist, dass f Lipschitz-stetig ist. O]

Korollar 7.3. Seien si,50 € N, sei X C R nichtleer und kompakt und
set R € R mit R > 0. Weiters sei f : X — R* eine stetige Funktion,
die |f(z)| < R fir alle x € X erfillt. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine
Lipschitz-stetige Funktion g : X — R mit |g(z)| < R fir alle v € X, sodass

If = gl < € gilt.

Beweis. Zuerst betrachten wir den Fall s, = 1. Wir definieren F als die
Menge aller Lipschitz-stetigen Funktionen f : X — R. Seien f,¢g € F und
sei ¢ € R. Dann gibt es Ly, Ly € R mit |f(z) — f(y)| < Li|x — y| und
lg(x) — g(y)| < La|z — y| fiir alle z,y € X. Es ist dann
[(f +9)(@) = (f+9)W)| < [f(@) = fy)] + |9(x) = g(v)] <
<Lifo—y| <Lafa—y|

< Lilz =yl + Lolz — y| = (L1 + Ly)|z — ¢

fiir alle x,y € X, also f + ¢ ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, +
Ly, wodurch F die Eigenschaft (1) aus Satz 7 erfiillt. Aufserdem gilt

|(cf) (@) = () W)| < lel| f (@) = Fy)] < (Je[Lr)|z — y|
<Li|z—y|

fiir alle z,y € X, wodurch cf Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante |c|L;
ist und F auch die Eigenschaft (2) aus Satz 7 erfiillt. Nachdem jede Lipschitz-
stetige Funktion stetig ist folgt aus Proposition 24, dass || f||o, ||¢]|cc € R und
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1f(@)] < |Iflloo und |g(z)| < ||g]|o fiir alle x € X gelten. Man erhalt

[(f9)(@) = (F)w)| = [F@)a(x) = FW)ax) + FWg(z) = FW)gw)]| <
< [f@) - ()||g()|+|f()||g() 9(v)] <
<Life—yl <||g||oo <Hf\|oo SLafe—yl

< Lallgllscl® = yl + Lol flloclz =yl = (Lallglloe + Lall flloc) |z — vl

fiir alle z,y € X. Somit ist die Funktion fg Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante Li||g|loc + Lal|f]lco, also erfiillt F auch die Eigenschaft (3) aus
Satz 7. Offensichtlich ist |[1(z) — 1(y)| = |1 = 1| = 0 < 0|z — y|, also 1
ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 0 und F erfiillt auch die Eigen-
schaft (4) aus Satz 7

Z1 Y1
z2 Y2
Betrachte z = ( . ) € X und y = <> € X mit z # y. Dann
x;l y;l
t1
t
gibt es ein j € {1,2,...,s} mit z; # y;. Fir t = 2 € X definiere

tay

f(t) :=t;. Es gilt dann |f(t) — f(s)| = |t; —s;] < |t —s| fiir alle ¢, s € X. Das
bedeutet, dass f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1 ist, also f € F.
Weiters ist f(z) = z; # y; = f(y), wodurch F auch die Eigenschaft (5)
aus Satz 7 erfiillt. Nach dem Satz von Stone-Weierstrafs (Satz 7) gibt es zu
jedem f € C'(X,R) und jedem € > 0 ein g € F mit ||f — g]|e < €.

Schlieflich wollen wir das Resultat auch fiir beliebige s, zeigen. Dazu sei
f X — R*2 eine stetige Funktion mit |f(z)| < R fiir alle z € X. Weiters sei

N1
b
e > 0. Wir schreiben f = :2 . Dann gibt es fiir jedes j € {1,2,..., 32}
foo
7
eine Lipschitz-stetige Funktion ¢; mit || f;— g,/ < 7 Setze g := < : >
[ED)

Nach Lemma 2 ist g : X — R%2 Lipschitz-stetig. Es ist

S92 52 82
S I = gille” < ZE =—
- =

Fiir jedes = € X gilt
‘(f g)(z | Z(}fj <ZHfJ_g]HOO )

7j=1
<Nfi=gslleo
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62

woraus man <
2
17 =l < 3018 —gill® < 5
j=1

erhilt. Daraus ergibt sich || f — g|l« < 5. Insbesondere gilt wegen ||g||~

I flloe < |If = 9lloc < 5, dass
~ 15 19
19loe < Iflloc+ 2 <R+ <.
N—— 2 2
<R

. Es ist dann ¢ Lipschitz-stetig und es gilt ||g/c

R
Definiere g := q
niere g o % g
WR%H@“HW < Rf% (R+ %) = R, und deshalb |g(z)| < R fiir alle z € X.
Weiters gilt
R £ £ € 5
5= o = 1= | e = il < s (R 5) =
=migd Si
Daher erhalten wir
~ ~ 9 £
1f = 9lloc < lf = 9llc +]l9 —glloc < 5 +5=¢,
Vs %

M

womit das gewiinschte Resultat bewiesen ist.



