Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

Proposition 1. Fir alleqe Q ist 17=1.

m

Beweis. Sei ¢ = ™ mit m € Z und n € N. Wir erhalten dann, dass 17 =
vV 1 =Y1=1 D
Proposition 2. Seien a,b € R, a > 0, b > 0 und seien q,r € Q. Dann
gelten:

(1) a?™" = a%a" .
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Beweis. Es seien ¢ = o und r = - mit mq, my € Z und ny,ny € N. Die
Funktionen z +— 2™ und x +— 2™ sind bijektive Funktionen (0,4o00) —
(0, +00).

(1) Hier ist g + r = Zm2tm2m Wiy erhalten

m2
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( qdtr )mnz = gMn2tmen _ gming aming _
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Nachdem x — 2™"2 bijektiv ist, ergibt sich daraus, dass a?t" = a%" gilt.
— — . . _ q .
(2) Daa?"a” = a?7"t" =af, ergibt sich, dass a?9" = % gilt.
wegen (1) a

(3) Es ist gr = 72 und deshalb
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Weil x +— 2™ bijektiv ist, folgt daraus, dass (a?)" = a?" gilt.
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(4) Wir erhalten

q ni n m " _ m1 __ m1 mi1 _
C @y = (¥a@m) =@m = =
="/l =("Vam)T =(vemT
_ (ra/om N\ — (paym (e — (e
(Wa) (M_fa) (a?)™ ()" = (a")" .
Da x +— z™ bijektiv ist, ergibt sich, dass (ab)? = a7 gilt.
(5) Wegen ()b s (1 (2b)" = a? erhalten wir (4)? = 2. O

Proposition 3. Seien a,b € R mit 0 < a < b und sei q € Q.
(1) Falls ¢ > 0 ist, dann gilt 0 < a? < b7 .
(2) Falls ¢ < 0 ist, dann gilt a? > b? > 0.

Beweis. (1) Es sei ¢ = ™ mit m € Z und n € N. Wegen ¢ > 0 ist m > 0.
Daher ist 0 < a™ < b™, und deshalb 0 < v/a™ < Vb™. Somit ist 0 < a? < b9.
—_——

=ad =bg
a q < 0 ist, gilt —¢g > 0. Wegen gilt daher 0 < a™? < b79. Es is
2) D 0 ist, gilt 0. W 1) gilt daher 0 7 < b9 Es ist
0 .
a9 =a’1 o = , o= aiq, und deshalb auch 679 = biq Also ist
wegen aus Proposition
0< aiq < biq, woraus sich a? > 0, b2 > 0 und b? < a? ergeben. O

Proposition 4. Seia € R, a > 0, und seien q,r € Q mit g < r.
(1) Falls a > 1 ist, dann gilt a? < a" .
(2) Falls a <1 ist, dann gilt a? > a" .

Beweis. (1) Da ¢ < r gilt, ist 7 — ¢ > 0. Aus a > 1 folgt wegen (1) von
Proposition 3, dass 1”777 < a"~%. Nach Proposition 1 ist 1”77 = 1, und aus (2)
von Proposition 2 folgt, dass a" "¢ = Z—; gilt. Somit erhalten wir 1 = 1"77 <
a”" 1= Z—:, woraus sich a? < a” ergibt.

(2) Aus 0 < a < 1 folgt, dass = > 1 gilt. Wegen (1) erhélt man (%)q < (%)T
Es ist

)

1\* 14 1
a nach (5) von Proposition 2 @9 wegen Proposition 1 @4

und daher auch ((—IL)T = air Das ergibt aiq < ai und da a? > 0 und a” > 0

™)

gelten, erhalten wir daraus a” < af. O
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Potenzfunktionen mit reellen Exponenten

Proposition 5. Seien a,b € R, a > 0, b > 0 und seien x,y € R. Dann
gelten:

(1) ¥ =a"a” .

T

T—y __ a’_
(2) a7 = ol
(3) (ab)® = a®b".
a\t a*
4 (-) -4
@ (3 ”
Beweis. Es seien (¢, )neny und (ry,)nen Folgen in Q mit lim, . ¢, = x und
lim, o7, = y. Dann ist auch (g, + 7n)nen eine Folge in Q und es gilt

(1) Weil (¢, + r,) — = + y erhalten wir

a*t¥ = lim adntrm = lim o™ a™ =a"a? .
n—o0 S—— n—o00 =~~~
=ana™ (wegen (1) von Proposition 2) —a® —a¥
(2) Aus a®*Ya¥ = a® ¥t =%, erhalten wir a® Y = %
wegen (1) a
(3) Es ist
(ab)® = lim (ab)in = lim a% 0" =a"b".
n—o00 —— n—o00 ="~~~
=anbin (wegen (4) von Proposition 2) —a®  —b®
LT ap\® _ . . a\% _ a®
(4) Weil ($)"b* = (4b)" = a” ergibt sich (§)" = %. O

wegen (3)
Lemma 1. Seien a,x € R. Wenn a > 1 und x > 0 gelten, dann ist a® > 1.

Beweis. Nachdem z > 0 und Q dicht in R liegt, gibt es ein ¢ € Q mit
0 < g < x. Wegen (1) von Proposition 3 ist a? > 17 = 1. Da

nach Proposition 1
a® =sup{a” :r € Q,q <z} ist a® > a? > 1. ]
Proposition 6. Seien a,b € R mit 0 < a < b und sei v € R.
(1) Falls x > 0 ist, dann gilt 0 < a® < b" .
(2) Falls v < 0 ist, dann gilt a® > b* > 0.
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Beweis. (1) Wegen 0 < a < b ist 2 > 1. Nach Lemma 1 ist

b\" b*
1< |- = —.
a nach (4) von Proposition 5 a%

Weil a” > 0 ist, erhélt man daraus, dass a® < b* gilt.
(2) Da x < 0 ist, erhalten wir —z > 0. Nach (1) gilt 0 < a™* < b™". Es ist
0

a @ =a’" = % = L, und somit auch b= = 4. Daher
wegen (2) aus Proposition 5 a a
ist 0 < a% < b% Wegen a® > 0, b® > 0 erhalten wir daraus b* < a”. O

Proposition 7. Seia € R, a > 0, und seien x,y € R mit x < y.
(1) Falls a > 1 ist, dann gilt a® < a” .
(2) Falls a < 1 ist, dann gilt a® > a".

Beweis. (1) Aus z < y folgt y — x > 0. Weil a > 1 ist, gilt nach Lemma 1,

— Y .
dass 1 < a¥™" = <. Daraus erhalt man wegen a” > 0, dass
nach (2) von Proposition 5 ¢

a® < a¥ gilt.
(2) Nachdem 0 < a < 1 ist, gilt + > 1. Wegen (1) ergibt sich (%)m < (%)y

Es ist
=1

1" ’ 1
((Z) nach (4) von Proposition 5 a% at’

und deshalb auch (1)” = L. Alsoist X < L. Weil a® > 0 und a¥ > 0, erhélt
man daraus a¥ < a”. O]



