Satz 1. FEs sei Zan eine absolut konvergente Reihe, und sei o : N — N
n=1
eine bijektive Funktion. Dann konvergiert Y | ay(n) und es gilt

Zag(n) = Zan .

n=1 n=1

Beweis. Setze A, = >0 _jak, A=Y an, By, = > |ag] und B =

n=1

> lan]. Sei e > 0. Dann gibt es ein Ny, sodass
1A — A, <§ und |B — B,| <§

fiir alle n > Ny gilt. Setze N := max{o~*(1),07(2),...,07'(Ng)}. Sei n >
N. Definiere r := max{c(1),0(2),...,0(n)}. Dann gilt
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Daher ist Y~ | aom) = A. O
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Satz 2. FEs sei Zan eine bedingt konvergente Reihe, und weiters sei r €
n=1

R U {—00,00}. Dann gibt es eine bijektive Funktion o : N — N, sodass
Z Qo) =T qgilt.
n=1

Beweisidee. Sei J; :={n € N:a, >0} und J, := {n € N: q, < 0}. Dann ist

Dot On = D ne, At D oneg, @ und D7 fan =32 5 an =32, ¢ g, an- Wi
ren sowohl 7 a, alsauch )~ _, a, konvergent, dann wére auch » | |a,|
konvergent. Falls eine dieser Reihen konvergent und die andere divergent wa-
re, dann wére auch >, a, divergent. Also miissen sowohl > J, Gn als auch
Y one J, @n divergent sein. Weiters ist lim,, o, an, = 0, weil > | a, konvergent
ist.

_Wiihle jetzt so lange Indizes aus Jj, bis die Summe gréfer als 7 ist (bzw.
griser als 1 im Fall » = +o00, bzw. 0 im Fall r = —o0). Dann wihle so lange
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Indizes aus .J; bis die Summe kleiner als 7 ist (bzw. 0, bzw. —2), dann wieder
so lange aus J; bis die Summe grofer als r ist (bzw. 3, bzw. —1), und so
weiter. Damit erhalten wir eine Umordnung, die gegen r konvergiert. O

Satz 3. Seien Zan und an absolut konvergente Reihen. Dann st das

n=1 n=1

Cauchyprodukt ch mit ¢, = Zakbn_k absolut konvergent, und es gilt
n=1 k=0

S (5) (50).
n=1 n=1 n=1
Beweis. Setze A, ==Y p_yap und A :=>"" ja,, B, = ,_,by und B :=

Do by Bu =304 glarl und R := 3707 lan[, Sh = > 5o |bk] und S =
S o bul, Co =Yg ex und Dy = Y70 S5 la|[br—j]- Sei n € N. Dann

ist
n n
|cn| = Zakbn—k < Z |a;|[bn—;]
k=0 =0
und
n n n n n—k n
Dy, =) lex| < lajlbn—jl =Y laxl D Ib;| <8 || < RS .
k=0 k=0 j=0 k=0 j=0 k=0
——"
5, k<8 =Ru<R

Dabher ist (D,,)neny monoton wachsend und nach oben beschrénkt, und deshalb
konvergiert diese Folge. Setze D := limy, o0 Dy, Wegen |c,,| < >0 |aj||by—|
konvergiert > >°  |c,| nach dem Majorantentest, also >~ ¢, konvergiert
absolut. Setze C':= "> c,.

Sei ¢ > 0. Wegen lim,,_,, A, B, = AB gibt es ein N € N, sodass

|o—cn|<i, |AB—Aan|<Z, und |D—Dn|<%
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fir alle n > N. Sei n > N. Dann ist

|C' — AB| < |C Col+|Cy — AyBy| + |A,B, — AB| <

i ) )+

_Zk OZ] 0 akb =

= Oakb

Y Yl gg Do

—D|+|D—-D,|<ce¢.
k 0 j=n— k-‘rl
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k=n+1 j=0

~\~
=Dg,,—Dn

Somit ist C' = AB.




