Laurentreihen und Singularitaten

Wichtig: Zu jeder Laurentreihe das Konvergenzgebiet angeben!

Wichtig: Ob man eine Laurentreihe verwenden kann um damit Singula-
ritdten klassifizieren und Residuen berechnen zu kénnen hiangt vom Konver-
genzgebiet ab! Um mit einer Laurentreihe die Art der Singularitéit in 2y zu
bestimmen oder das Residuum in z; zu berechnen muss das Konvergenzge-
biet von der Form {z € C: 0 < |z — 2| < R} fiir ein R > 0 (R = oo ist
zugelassen) sein! Es darf also nicht von der Form {z € C:r < |z — 2| < R}
mit 7 > 0 sein!

Besteht das Konvergenzgebiet einer Laurentreihe aus allen komplexen
Zahlen aufser zy, so kann man es folgendermafen schreiben:
2. {z € C: z # z}. (schlampiger: z # 2).
3. {z € C: |z — 2| > 0}. (schlampiger: |z — zo| > 0).
4. {z€C:0 < |z — 2| < co}. (schlampiger: 0 < |z — 2| < 00).
Dabei wird man normalerweise die schlampigere Schreibweise (die ja genau
so aussagekriftig ist) wihlen. Welche der 4 Formen man wéhlt ist im Prinzip
egal, man muss sich nur merken, dass sie zur 4. Form (0 < |z — 29| < o0)
dquivalent ist, und daher geeignet ist, um damit die Art der Singularitét
in zg festzustellen und das Residuum in zg zu bestimmen.

: 2
Beispiel 1: Die Funktion f sei durch f(z) := % definiert.
a) Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 0, und gib das ent-
sprechende Konvergenzgebiet an.

b) Was fiir eine Singularitit besitzt f im Punkt 07
c) Bestimme lim f(z).

z—0
d) Berechne Res(f,0).

o %z%“ fiir alle z € C erhalten wir durch

. . . . . —1)n32n+1 ..
Einsetzen von 3z? in diese Reihe, dass sin(32?) = Y 07, ((Z)NT)!zA‘"*Z fiir

LOSUNG: Wegen sinz = )
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alle z € C gilt. Durch Dividieren durch z? erhalten wir:

Sl
f(z)zzo @n+ 1)l -
_ 27 4 8 5 3T 1 3 4
= _FZ —i-gz —ﬁz +§Z — ...

Konvergenzgebiet: C \ {0}.

Das ist die Losung von a). Diese Laurentreihe ist zum Feststellen welche
Art von Singularitdt in 0 vorliegt und zum Berechnen des Residuums in 0
geeignet, weil das Konvergenzgebiet als 0 < |z| < oo geschrieben werden
kann.

b) Die Laurentreihe aus a) besitzt nur positive Potenzen (auf das was
oben steht kommt es an, nicht auf die Koeffizienten!), daher ist 0 eine hebbare
Singularitdt von f.

c) Wegen b) gilt il_{% f(z) =ao =3 (ap ist der Koeffizient von (z — 2)°).

d) (Res(f,0) = a_y, a_y ist der Koeffizient von (z — z)~! = ﬁ) Aus
der Laurentreihe in a) sicht man Res(f,0) =0. O

3 —1
Beispiel 2: Die Funktion f sei durch f(z) := M definiert.
z
a) Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 0, und gib das ent-
sprechende Konvergenzgebiet an.
b) Was fiir eine Singularitit besitzt f im Punkt 07

c) Bestimme lim f(z).
z—0

d) Berechne Res(f,0).

oo (=)™
n=0 (2n)!

Einsetzen von 2% in diese Reihe, dass cos(2?) — 1 =

22" fiir alle z € C erhalten wir durch

s ((_2;))! -1 =

L+, %26” —1=5%", ((_2713; 2% fiir alle z € C gilt. Durch Dividieren
durch z erhalten wir:

LOSUNG: Wegen cosz = >

n

= —1 6n—1
f(z) = Z ((271;! : -

n=1
_ 1 5 1 11 1 17 1 23 1 29

Konvergenzgebiet: C\ {0}.
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Das ist die Losung von a). Diese Laurentreihe ist zum Feststellen welche
Art von Singularitdt in 0 vorliegt und zum Berechnen des Residuums in 0
geeignet, weil das Konvergenzgebiet als 0 < |z| < oo geschrieben werden
kann.

b) Die Laurentreihe aus a) besitzt nur positive Potenzen, daher ist 0 eine
hebbare Singularitit von f.

c) Wegen b) gilt il_r)l(l) f(z) =ay=0.

d) Aus der Laurentreihe in a) sicht man Res(f,0) =0. O

Beispiel 3: Die Funktion f sei durch f(z) := e+ definiert.

a) Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 0, und gib das ent-
sprechende Konvergenzgebiet an.

b) Was fiir eine Singularitdt besitzt f im Punkt 07
c) Bestimme 1:1_{% f(z).

d) Berechne Res(f,0).

LOSUNG: Wegen e = >~ %z" fiir alle z € C erhalten wir durch Einsetzen
von % in diese Reihe, dass ez = P n, z” fiir alle z # 0 gilt. Daher erhalten
wir:
=11 1 _
fO=2 m= 2w -
EUETE R T B N S S
222 3123 A4l Bl 2

Konvergenzgeblet. C\ {0}.

Das ist die Losung von a). Diese Laurentreihe ist zum Feststellen welche
Art von Singularitdt in 0 vorliegt und zum Berechnen des Residuums in 0
geeignet, weil das Konvergenzgebiet als 0 < |z| < oo geschrieben werden
kann.

b) Die Laurentreihe aus a) besitzt unendlich viele negative Potenzen,
daher ist 0 eine wesentliche Singularitit von f.

c) Wegen b) existiert ll_I)I(l) f(2) nicht. Die Funktion f nimmt in jeder
Umgebung von 0 alle komplexen Zahlen mit Ausnahme von héchstens einer
unendlich oft an.

d) Aus der Laurentreihe in a) siecht man Res(f,0) =1. O

1

Beispiel 4: Die Funktion f sei durch f(z) := e_; definiert.
z
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a) Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 0, und gib das ent-
sprechende Konvergenzgebiet an.

b) Was fiir eine Singularitit besitzt f im Punkt 07
c) Bestimme lim f(z).

z—0
d) Berechne Res(f,0).

LOSUNG: Wegen e = > %z" fiir alle z € C erhalten wir durch Einset-
zen von % in diese Reihe, dass ez = S0 &L fiir alle z # 0 gilt. Durch

n=0 n! zn
Dividieren durch z? erhalten wir:

o0

1
fley= 3 L=
“—nl
1 1 11 11 11
BRI TR
Konvergenzgebiet: C\ {0}.

Das ist die Losung von a). Diese Laurentreihe ist zum Feststellen welche
Art von Singularitdt in 0 vorliegt und zum Berechnen des Residuums in 0
geeignet, weil das Konvergenzgebiet als 0 < |z| < oo geschrieben werden
kann.

b) Die Laurentreihe aus a) besitzt unendlich viele negative Potenzen,
daher ist 0 eine wesentliche Singularitit von f.

c) Wegen b) existiert il_r)% f(2) nicht. Die Funktion f nimmt in jeder
Umgebung von 0 alle komplexen Zahlen mit Ausnahme von héchstens einer
unendlich oft an.

d) Aus der Laurentreihe in a) sicht man Res(f,0) =0. O

Beispiel 5: Die Funktion f sei durch f(z) := Zer definiert.

a) Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 0, und gib das ent-
sprechende Konvergenzgebiet an.

b) Was fiir eine Singularitit besitzt f im Punkt 07
c) Bestimme lim f(z).
z—0

d) Berechne Res(f,0).
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LOSUNG: Wegen €* = Y 7 %z" fiir alle 2z E C erhalten wir durch Einset-

zen von % in diese Reihe, dass ez = S fiir alle z # 0 gilt. Durch

n=0 n' z”
Multiplizieren mit z° erhalten wir:

=1 1 1
f2) =) ==+ 28+
| |
“—nl 2! 3!
1 1 11 11 11 11
tta Tt T ta s to

Konvergenzgebiet: C\ {0}.

Das ist die Losung von a). Diese Laurentreihe ist zum Feststellen welche
Art von Singularitdt in 0 vorliegt und zum Berechnen des Residuums in 0
geeignet, weil das Konvergenzgebiet als 0 < |z| < oo geschrieben werden
kann.

b) Die Laurentreihe aus a) besitzt unendlich viele negative Potenzen,
daher ist 0 eine wesentliche Singularitit von f.

c) Wegen b) existiert ll_I)I(l) f(2) nicht. Die Funktion f nimmt in jeder
Umgebung von 0 alle komplexen Zahlen mit Ausnahme von héchstens einer
unendlich oft an.

1 1
d) Aus der Laurentreihe in a) sieht man Res(f,0) = 6=
Beispiel 6: Die Funktion f sei durch f(z) := _f=o5 definiert
p : Die Funkti i dur 9= 1o, i o iert.

a) Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 3, bei der 10 im Kon-
vergenzgebiet liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

b) Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 3, bei der 0 im Kon-
vergenzgebiet liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

c) Was fiir eine Singularitéit besitzt f im Punkt 37
d) Bestimme lim f(z).

z—3
e) Berechne Res(f,3).

LOSUNG: Die Partialbruchzerlegung von f liefert

Man schreibt
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Jetzt kann man auf zwei Arten weiterrechnen:

1. Zi = g) = 2 = (z 5 . Aus der geometrischen Reihe erhalten wir
fir }263‘ <1l <= |z-3] < 6, dass = = 2Zn o(z 3) = o 6;+21(z

3)". Durch Addieren von %5 erhalten wir:

z— —~ 6
_ 0 b by 2 g 2 g 2 g
=-"373 18(z 3) 63(z 3) 64(,2 3)° — 65(2 3) —...

Konvergenzgebiet: 0 < |z — 3| < 6.

Wegen 0 < |0 — 3| = 3 < 6 ist das die Lésung von b). Diese Laurentreihe ist
zum Feststellen welche Art von Singularitit in 3 vorliegt und zum Berechnen
des Residuums in 3 geeignet, Weil das Konvergenzgebiet 0 < |z — 3| < 6 ist.

2. 25 ﬁ =2 71 — Aus der geometrischen Reihe erhalten wir
fir |5l <1 2<:> |212_ 3 >7S dass4§ N gsggzzn ()" = o2
6" = 3)n+1 = o tear T e T s T s T oo Durch Addieren
von 2%3 erhalten wir:

f(z) = (z—3)" =
7 12 72 432 2592

T 3 T3 T3P T G—3r o3y

Konvergenzgebiet: 6 < |z — 3|.

Wegen 6 < [10—3| = 7 ist das die Losung von a). Diese Laurentreihe ist nicht
zum Feststellen welche Art von Singularitdt in 3 vorliegt und zum Berechnen
des Residuums in 3 geeignet, weil das Konvergenzgebiet 6 < |z — 3| ist!

c) Die Laurentreihe aus b) besitzt die Potenz —1 und sonst nur hohere
Potenzen, daher ist 3 ein Pol 1. Ordnung von f.

d) Wegen c) gilt ll_I)I(l) f(z) = .

e) Aus der Laurentreihe in b) sicht man Res(f,3) =5. O
322 + 212z — 8740

Beispiel 7: Die Funktion f sei durch f(2) := — 3827 — 5272 1 23064 de-
23 — 3822 — 527z

finiert.

a) Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 31, bei der 0 im Kon-
vergenzgebiet liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.
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b) Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 31, bei der 100 im

Konvergenzgebiet liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet
an.

c) Was fiir eine Singularitét besitzt f im Punkt 317
d) Bestimme lim f(z).

z—31
e) Berechne Res(f,31).

LOSUNG: Die Partialbruchzerlegung von f liefert

7 13 4

IO =it sy v

Man schreibt
—4 —4

2+24 (2—31)+55"

Jetzt kann man auf zwei Arten weiterrechnen:

1. erg‘ 1= (z—3:1§ 5 = —;—5 ﬁ:—fl) Aus der geometrischen Reihe erhalten
wir fiir }—E%} <1 <= [z —31] <55, dass =53 = —2 Do (—52)" =
Yo %(z — 31)". Durch Addieren von Z_—731 + ﬁ erhalten wir:

13 7 L 4(—1)n ! .
1@ = T +2 g (3" =
n=0
13 7 4 4 4
= — — 4+ ——(2—=31) — — (2 — 31)?
Go3F T zo31 3 amc oY sl

1 , 4 A

Konvergenzgebiet: 0 < |z — 31| < 55.

Wegen 0 < [0—31| = 31 < 55 ist das die Losung von a). Diese Laurentreihe ist
zum Feststellen welche Art von Singularitét in 31 vorliegt und zum Berechnen
des Residuums in 31 geeignet, weil das Konvergenzgebiet 0 < |z — 31| < 55
ist.

9 =4 _ —4 —4 1

i S e e e T e Wegen der geometrischen Reihe

erhalten wir dann fiir |[—--2-| < 1 <= |z — 31| > 55, dass 5 =

—4 oo (55 \M _ 0 ( 1\yn+l . 4 . EEN 1 _ 4 220
2—31 n:O( 2—31) - Zn:O( ]') 4-55 (z=31)nt1 T 231 + (z—31)2
12100 4-553 4.554 4.55°

. 7 13
Gos® T st T GesF T GoaE Durch Addieren von —%; + e
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erhalten wir:

3
z—31
3 233 12100
-3l (=312 (z—31p "
4 - 553 4 - 55 4 - 55°
(z—31)*  (z—31)p * (z—31)6
Konvergenzgebiet: 55 < |z — 31|.

F2) = o7 + g + A e =)

Wegen 55 < 100 — 31| = 69 ist das die Losung von b). Diese Laurentreihe
ist nicht zum Feststellen welche Art von Singularitdt in 31 vorliegt und
zum Berechnen des Residuums in 31 geeignet, weil das Konvergenzgebiet
55 < |z — 31| ist!

c) Die Laurentreihe aus a) besitzt die Potenz —2 und sonst nur héhere
Potenzen, daher ist 31 ein Pol 2. Ordnung von f.

d) Wegen c) gilt ll_I)I(l) f(z) = .

e) Aus der Laurentreihe in b) sieht man Res(f,31) =7. O



