Der Satz von Taylor

Wir wollen eine Funktion f durch ein Polynom p ,approximieren®. Da-
bei sollen an der Stelle xy der Funktionswert, sowie alle Ableitungen bis zur
n-ten mit denjenigen der Funktion iibereinstimmen. Man kann sich iiberle-
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gen, dass p(z) = f(z0) + L (110)(93 —x9) + %(m — )2 4 L) (g
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zo)" = Y1, ! (])j(!lo) (r — x0)’ gelten muss. Den entstehenden Fehler definie-

ren wir als Ry, (z,z0) = f(z) — > 7 f(j)j(!mo) (x — x)?, und daher erhalten

wir f(z) = >0, W(QZ — x9)? + Rn(w,20). Es ist jetzt wichtig fiir dieses
sogenannte Restglied R, (z, () eine Darstellung anzugeben, mit deren Hil-
fe es abgeschétzt werden kann. Diese Resultate werden der Satz von Taylor
genannt.

Fiir drei reelle Zahlen x¢, x5 und y sagen wir, dass y zwischen x; und -
liegt, falls 1 < y < x5 im Fall 1 < x5, x93 < y < 27 im Fall x5 < 27 und
Yy = x1 = To im Fall 1y = x4 gilt.

Proposition 1. Sein € N, sei f : (a,b) — R eine (n+1)-mal differenzierbare
Funktion, und sei xg € (a,b). Dann gibt es fir jedes x € (a,b) ein & zwischen
x und xg, sodass
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gilt (also R, (x,xq) = f((nt:i)(?) (x — o))

Beweis. Fiir x = x ist die behauptete Formel offensichtlich richtig. Deshalb
nehmen wir im Folgenden z # z( an. Fixiere x € (a,b) mit = # xy. Definiere
fir y € (a,b) die Funktionen g und h durch g(y) := Ru(z,y) = f(z) —
> o %(m —y)? und h(y) := (z — y)"*'. Die Funktionen g und h sind
stetig. Es gelten g(z¢) = R, (z,x¢) und g(z) = 0. Weiters ist
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Aufterdem gelten h(zg) = (@ — x9)" ™ # 0, h(z) =0 und 2'(y) = (n+1)(z —
y)"(—1) = —(n+1)(x —y)™ # 0 fur alle y # x. Nach dem Verallgemeinerten

Mittelwertsatz gibt es ein £ zwischen x und zy mit zgg:i(é‘;)) = h, 5) Es ist

g(x) —g(zo) _ 0= Ru(z,20) _ Ru(z, o)
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und 1
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Daraus erhalten wir R,,(x, z¢) = f((:;rll))(f) (z — 20)"*. -

Eine andere Darstellung des Restgliedes erhédlt man mit Integralen. Wir
formulieren und beweisen dieses Resultat der Vollstédndigkeit halber an dieser
Stelle, obwohl Integrale eigentlich erst spater besprochen werden.
Proposition 2. Sei n € Ny, sei f : (a,b) — R eine (n + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion, und sei xoy € (a,b). Fir jedes x € (a,b) gilt dann,

dass ") o)
J x n
j=0 ' o '

(also Ry(z,20) = [7 M(w —t)"dt).
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Beweis. Wir beweisen dieses Resultat durch Induktion nach n. Im Falln =0
gilt nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung, dass

F(x) — f(ao) /f £ dt = @< — 0t

womit die gewlinschte Formel in diesem Fall gezeigt ist.
Jetzt sei n > 0. Nach Induktionsvoraussetzung ist
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Durch partielle Integratlon erhalt man
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Somit ist f(z) =" 1 (o o) (3 — 20)7 + fm M(az —t)"dt. O
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