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Ideale in Matrizenalgebren

Fir n € N und j,k € {1,2,...,n} definiere die n x n-Matrix 1, :=
(@p,q)p =1 durch

0, falls (p,q) # (J, k).

Es ist also 1 die Matrix, die 1 als (j, k)-te Eintragung und sonst nur die
Eintragungen 0 hat.

1, falls (p,q) = (4,k),
D T

Proposition 1. Sei (K, +,-) ein Kérper und n € N. Weiters sei I ein Ideal
im Ring M,(K) der n x n-Matrizen iber K. Dann ist [ = {0} oder I =

M, (K).

Beweis. Es sei I C M,(K) ein Ideal mit I # {0}. Daher gibt es ein A :=
(Apg)pg=1 € I mit A #£ 0. Weil A # 0 ist, gibt es eine Eintragung von A, die
nicht 0 ist, also es gibt j, k € {1,2,...,n} mit A;x # 0.

Sei r € {1,2,...,n}. Setze C; := 1,5 und Cs := ﬁ;lk,r. Nachdem [ ein
Ideal ist, ist C1AC, € I. Es ist C1ACy = 1,, und somit ist 1, € I. Weil 1
ein Ideal ist, ist S."_, 1., € I. Offensichtlich ist > ", 1., = id und deshalb
ist id € 1.

Jetzt sei B € M, (K) beliebig. Da I ein Ideal ist und id € I gilt, ergibt
sich, dass B = id-B € I. Daher ist I = M,(K). O

Bemerkung. Fiir n > 2 ist M, (K) kein Schiefkérper. Um das zu zeigen be-
trachte N := 1;,. Dann ist N # 0 und N - N = N? = 0. Deswegen ist IV
ein Nullteiler. Nachdem es in einem Schiefkérper keine Nullteiler gibt, kann
M, (K) kein Schiefkorper sein.

Bemerkung. Wenn (S, +,-) ein Schiefkérper ist, dann sind {0} und S die
einzigen Ideale in S. Nach Proposition 1 ist die Umkehrung im Allgemeinen
nicht richtig, also es gibt Ringe (R, +,-) mit Eins, die nur {0} und R als
Ideale haben, aber keine Schiefkérper sind.

Bemerkung. Anders ist die Situation im kommutativen Fall. Ein kommutati-
ver Ring (R, +, -) mit nichttrivialer Multiplikation ist genau dann ein Korper,
wenn {0} und R die einzigen Ideale in R sind. Dabei heift die Multiplikation
nichttrivial, falls es a,b € R gibt, sodass ab # 0. Aus dieser Definition ergibt
sich, dass ein kommutativer Ring mit nichttrivialer Multiplikation mindes-
tens zwei Elemente enthalten muss.

Bemerkung. Insbesondere ist ein kommutativer Ring (R, +, -) mit Eins genau
dann ein Korper, wenn {0} und R die einzigen Ideale in R sind.

AD



2 IDEALE IN MATRIZENALGEBREN

Bemerkung. Jetzt zeigen wir, dass ein kommutativer Ring (R, +, -) mit nicht-

trivialer Multiplikation, der nur {0} und R als Ideale hat, ein Einselement

besitzt, also ein kommutativer Ring mit Eins ist. Weil die Multiplikation

nichttrivial ist, gibt es a,b € R mit ab # 0. Deshalb ist a # 0. Betrachte jetzt

die Menge aR. Falls z,y € aR, dann gibt es 7,7 € R mit z = a7 und y = ay.

Dann ist 2 —y = a(Z —y) € aR. Wenn z € aR und y € R, dann gibt es ein
€R

T € R mit = aZ. Es ist dann yz = ya% = a yZ € aR. Daher ist aR ein
~

€R
Ideal in R. Nachdem ab # 0 und ab € aR, ist aR # {0}. Somit muss aR = R
gelten. Da a € R = aR, gibt esein 1 € R mit @ = al = 1a. Sei z € R.
Dann ist € aR und deshalb gibt es ein y € R mit z = ay. Deshalb gilt
lg=1 Z_= \12/y = ay = z und wegen der Kommutativitit auch z1 = z.

=qay =aqa
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