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Gleichn@ﬁige Konvergenz und Riemann-Integral

Sel ( [L) netreine Folge von Riemann-it t(=g1'i(‘7"r)z'11'('11 Junktionen o [a, bl — R, Weiters sei
t:[a, bl — R und (f,) konvergicre gleic

e A D

S

L

Coundd .
Z f(x)dx = limy o [, fa(x)dx
RTINS TID

. Leicht umgeschrieben steht hier
Coeb . ; ) b
! j“ il e TrlX)dx = limMaeo J'a ful(x)dx

- Man kann also (:Immxut e Inturml Vet iaubcnen.
LMW S e oty SRS

Beweis

Behauptung:

f ist Riemann-integrierbar.

Beweis der Behauptung:

Sei € > 0. Gleichmiifige Konvergenz ist qulVdIE’Ilt zur I\omeI genz beziig l(h Suplenumh-

Y— R e TR R A

norm, es gibt also ein n mit [|[f — fullo < 55545

Weil f,, Riemann-integrierbar ist,gibt es eine Partition P € P mit S(f,,, P) — S(f,, P) < o
Das ist dquivalent zur Riemann-integrierbarkeit und wurde frither schon bewiesen.

S(f,P) = (nach Definition von S(f,P)) Z” M;(x; = x51) =

(Definition von M;) = 4\:;1—»1 SUD ¢ elx; 1 x; ()% — x5-1).

Nach der Ungleichung oben ist f(x) < f Ax) + m. Im Intervall [x;_y, x;] ist nattirlich
fal(x) £ SUPxelx; 1.x;] fufx).

[nsgesamt steht hier also:

n n
SIEPY< > | sup fulx) ) (=5 ) Farpimay (% =% ) =S(f. P+ £,

-1 l"(E:\‘j l-“‘j-‘ i

. Nttt —— ettt e

-C;(fnfl‘,) b a .
; Y v (' ' \ . ) . )i

Analog betrachien wit dic Untersinuie: U?'- lastopratre [rig 2 v
S(F.P) =it il — x5 ).

Fs ist my = Illf~(::;<i o [’nl‘() T i ar: also Tnsgesart

S(F.P) > S(f,.P) - .
,‘)il’ll(.‘!":
S(F,P) - S(F,P) < §(Fn.P) + &= (S(Fn. P) = ) = 5(Fn, P) = S(F. P) 425 < €.

ko gegen f, Dann ist f Ricmann-integrierbar

R e

"



Somit ist f Riemann-integrierbar.

2_Selitt;

Zu zeigen ist noch, dass ma,n Integral und Grenzwert vertauschen kann, also dass die

Differenz von [7 f(x) )dx und [°f(x)dx dx gegen 0 konvergiert.

DL IRE

Sei € > 0. Weil f Riemann- mtegnerbdr ist gibt es eine Partition P1, sodass fiir rLlIe Verfei-
nerungen Q von Py und fiir alle Zwischenwerte Q von Q: II“ f— S(f,Q, Q)}

Weil f,, gleichméRig gegen f konvergiert IN: Vn > N:||f,, — ], < ooy

Su n > N. Weil die f,, alle Riemann-integrierbar sind 3Py: VQ DO P,V Q:

Yy —S(f0,Q,Q)| < &

Setze Q := Py UP,, also Q ist die gemeinsame Verfeinerung. Seien Q Zwischenwerte zu Q.

lS(f, Q’ Q) - S(fn’ Qv Q)I = IZ)nzl f(ii)(x)’ - X)'“1) - Z?:l fn(i]')(xj - Xj *,l)’ =
= ‘Zi“:l(f(fq) — falx;)) (x5 — thl)l < (Dreiecksungleichung) <

SEr, ) —fa) (4 —%-1) < giay 306 — X)) < £

j=

~
< j\rge_‘—aywegen” fn— f”oo<ﬁbc‘,—07

=b—a
Jetzt die entscheidende Ungleichung;:

|12 f(x)dx — [ fn(x)dx! -
“Zf(x)dx—S(f,Q,Q)+S(f,Q,Q)_g(me’Q)+ (. Q. 0) f fx

b
|| fo0ax—(,Q,Q)| +[8(1,Q Q) = 510, Q. Q| + [, @, Q) - f Fulx)dx

a

1

Q

< < €.

™
~ LT
<% 3

Also limy, o, J':fn(x)dx ———J‘Z f(x)dx.

e

A

A
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

5tet1ff Dann gelten:

(1) f ist Riemann-integrierbar. e T fd

| (2) Firz € [a, b] definiere FO( ) j: f( )(lt Dann ist Fy : [, b] — R stetig und Fy|a,n)
‘ differenzierbar und es gilt F{ = LT VI € (a,b 2

{

* (3) Sei F : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf (a,b) und es gelte
' F'(x) = f )V &€ ((L b) Dann ollt‘!‘f gldE = % F(@

(1) f ist als stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall definiert und ist daher
nach dem Satz vom Minimum und Maximum beschrénkt. Weil f : [a,b] — R stetig

ist, ist f gleichmakig stetig.

il 5%‘.5’5.@ » Sei e > 0. Weil f gleichmiifig stetig ist 3 6 > 0, sodass Y .,y € [a,b] mit

lz—y| <6 :|f(x)=Fy)l < 35y Das ist direkt in die Definition der gleichméRigen
Stetigkeit eingesetzt.

v Wihle zg:= @ < z1 < ... < gy = b so, dass lz; —xj—1| < 6V je{l,...,n}. Das
Intervall wird also entsprechend fein unterteilt.

Setze P := {&g, Z1, .., Ln}. Dann ist FreH

% vausf Seij € {1;2,...,n}. Seien £, E (Ljmiaiz;] Deliebig. . und y liegen also in einem

Telhnterv'xll de1 Lange 4, das heift |z — y| < 9. Dax aus folgt aber wegen oben |f(x)
fy)l < - e AuBerdem gilt natiirlich f (x)— f(y) < |f(x)— f(y)]- Insgesamt haben

wir f(x) — f(y) < If( fW < 5= Bringen wir f(y) auf die andere Seite
= f(x) < fly) + J(b_u Y x € [¢j_1,2;]. Die Ungleichung gilt fiir alle x im Intervall,

also auch fiir das Supremum: M; = Sup,ci,_, .« flx) < fly) + o)
= Mj — 5555 < f(y) ¥ y € [rj_1,x;]. Diese Ungleichung gilt fiir alle y im Intervall,
also auch fur das Infimum; A; — 55= e = inf e, .o, f(y) = my, also insgesamt:

1\[ III) S m

S(f.P) = S(f, P)'= Y0, Mj(ej —wjm1) = 2fey myly — wjm) =

n

= Z;’?—l (\[] — II’).}‘)(\!I,'_}' s .I'J‘_I) S —-——:5“)6_“) Z(.l'.}‘ - .’I'j_l) — 55 < €

J=1

<7

—a)
=h—a

Daher ist f Riemann-integrierbar.



(2)

Fo(x) b= /1: f()dt, Fy : [a,b] — R ist stetig (das wurde in einer eigenen Proposition
hewiesen). A

Sei .t € (a,b). Sei € > 0. Wegen der Stetigkeit von f existiert ein § > 0: V y'€ [a, )]
mit lq—— x] <O fly)=f@)l <5 Seiy € [a,D], 0 < |y — x| <.

Es ist f(‘ ) = —(E—;'—’——— Ietzt betra(htet man f(x) als Konstante und integriert nach
der Variable ¢: f( ) : J . o .’%@
Diese GIEI(‘hhelLt \rrerwenden wir etzt
[ f(Ddt 2 [ ryde Y ﬁz dt |f"j Yt~ f"f(r)drl
y— f(L)l :l y—r ’b’ L U [y—z|
u (lf| < ,)|y/—1>‘[~ —
ly— 7| = ly=a| — ;<&

[\ommen wir no(h einmal auf die Voraussetzungen fur chese UntrlelfhumI zuriick: Sel
|y—;1:| & (5 : ]f y) — ( flz)] < % Sei y € [(L, b], 0< ly — x| < 4. Fiir ein klemeles € muss
man im Allgemeinen ein kleineres § wéahlen. Macht man e immer kleiner, nédhern sich
2 und y also auch immer weiter an.

Fiir die gerade gezeigte Ungleichung bedeutet das lim,_., Iﬂ—f_(—i—d—t f(z) = 0, also

Iimy_,m J2f(t)dt "f(t)(lt L )
Damit konnen wir jetzt sehr schnell die Differenzierbarkeit beweisen und zeigen, dass
Fy Stammfunktion von f ist: 3
T Fy(y) - Fol. e f(&)dt= [ f(t)dt ; t)dt
Fy(z) = lunJ.*r—l(J—g——cﬁ(—”— li mJ_.x 3 s = lz'm/_,riv—uf—(—r)— = .f(z). Da

wir direkt f(x) als Ableitung von Fy(x) ausgerechnet haben, ist natiirlich insheson-
dere Fy differenzierbar.

F: [a,b] — R ist stetig, differenzierbar auf (a,b) und F" (x) =f ,,(,f,). Vx € (a,b).

Nach (2) ist Fp : [a,b] — R stetig, differenzierbar auf («, b) and F(j(z) = fla).

Setze G : [a, bl = R, G(x) := F(x) — Fy(x).

G ist stetig, G differenzierbar auf (a b) und V rx € (a,b): G'(x) = F'(x) — Fy(x) = 0.
N S

—f)  =f(o)
Nach dem Mittelwertsatz 3 ¢ € R mit G(x) = ¢V« € [a,b].
Also ¢ = G(x) = F(x) — Fy(x) = F(x) = Fy(x) + ¢
FO) = Fla) = Ro)+ e~ (Rl) +0) = Fib) ~ o) =
=Fy(h)+e  =Fy(a)+c
= [P ()t~ [* f(t)dt = [ F(e)dt, o
® .
a Frio. , i
) ), ;

A
~
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Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Die Aussage des Mittelwertsatzes der Integralrechnung (Proposition 1)
ist, dass es fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R ein £ € (a,b) gibt,
sodass fab f(z)dz = f(€)(b — a). Letztere Eigenschaft ist offensichtlich zu

b
L i(xa) 2 — f(€) i.-iquivalent

B e e

Pr0p051t10n 1. Sei f [a b] SR stetzg "Dann gzbt es. eznf e (a b) mzt{
f( ydz = f fE)(b—a). |

oo mesmaro S S k.

1. Bewezs Nach dem Satz vom Mlmmum und Max1mum glbt es m, M €

[a,b] mit f(m) < f(z) < f(M) fiir alle z € [a, b].
1. Fall: f(m) = f(M). In diesem Fall gilt f(z) = f(m) fiir alle z € [a, d)].
Waihle irgendein & € (a,b). Dann ist

/f ) do = f )(b—a)=f(§)(b—a)-

=f(m)

2. Fall: f(m) < f(M). Es ist f(z) > f(m) fiir alle z € [a,b] und es gibt
ein z € [a,b] (ndmlich £ = M) mit f(z) > f(m). Deshalb ist fbf(a:) dz >
J? f(m)dz = f(m)(b—a), also f(m) < L f(z)dz . AuRerdem ist f(z) < f(M)
fiir alle z € [a, b] und es gibt ein = € [a, ] (namhch z = m) mit f(x) < f(M).
Dabher ist fa f(z)dz < fa f(M)dz = f(M)(b— a), und somit I“M <
f(M).

Die Zahl I“f—(zliz- liegt also zwischen f(m) und f(M). Nach dem Zwi-
schenwertsatz gibt es ein & € [a, b], das zwischen m und M liegt, mit f(£) =

W Da f(m) < L2 f(z) dz < f(M) muss £ #m und § # M gelten. Nach-
dem & zwischen m und M hegt ist daher &€ # a und & # b. Somit ist £ € (a, b)

und wegen f(£) = LM gilt f f(z)dz = f(&)(b— a). a

2. Beweis. Wegen des 2. Punktes des Hauptsatzes der Differenzial- und In-
tegralrechnung besitzt f eine Stammfunktion, also es gibt eine stetige Funk-
tion 'F : [a,b] — R, die auf (a,b) differenzierbar ist und F'(z) = f(z) fir
alle z € [a,b] erfiillt. Nach dem Mittelwertsatz (der Differenzialrechnung)
gibt es ein £ € (a,b) mit

F(b) - F(a) = F'(§)(b—a) = f(§)(b—a) .

S e
=f(¢)




2 MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG

Der 3. Punkt des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung besagt,
dass fabf(x) dx = F(b) — F(a) gilt. Daher ist fabf(:v) dz = F(b) — F(a) =
f(&)(b— a). _ O

Im 1. Beweis wurde nur der 1. Punkt des Hauptsatzes der Differenzial-
und Integralrechnung verwendet, wihrend im 2. Beweis alle 3 Punkte des
Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung verwendet wurden. Im
Zuge des hier gegebenen Beweises des Hauptsatzes der Differenzial- und In-
tegralrechnung sind beide Beweise des Mittelwertsatzes der Integralrechnung
korrekt. Ein anderer Beweis des 2. Punktes des Hauptsatzes der Differenzial-
und Integralrechnung kénnte unter Verwendung des Mittelwertsatzes der In-
tegralrechnung gegeben werden. In diesem Fall miisste der 1. Beweis des Mit-
telwertsatzes verwendet werden — der 2. Beweis wire dann ein Zirkelschluss.

e,
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1623 + 60z2 + 88z + 108
Berechne
o4 + 423 + 1422 + 20z + 25

Wir versuchen zuerst mit dem Horner-Schema die Nullstellen des Poly-
noms z* + 4z3 + 1422 + 20z + 25 zu berechnen. Leider hat dieses Polynom
keine ganzzahligen Nullstellen. Falls man auch Nullstellen der Form a+bi mit
a,b € Z,b+# 0 und a®+b? teilt 25 sucht, erhilt man, dass —1+2i und —1—2¢
jeweils zweifache Nullstellen sind. Das kann man auch mit Mathematica durch

den Befehl
Solve[x~4+4 x~3+14 x~2+20 x+25==0,x]

erhalten. Daher ist
2t + 42 + 142 + 200 + 25 = (z — (1 +23))’(z — (-1 — 20))" =
= (@ - (-1+2))(z - (-1 - 20)))" = (x> + 2z + 5)* .

Auch mit dem Befehl
Factor[x~4+4 x~3+14 x~2+20 x+25]

mit Mathematica erhilt man dieses Ergebnis. Daher ist der Ansatz fiir die
Partialbruchzerlegung

1623 +60z? + 88z +108 Az + B N Cz+ D
o+ 423 + 1422 + 202+ 25 12 +2x+5 (22 + 2z +5)?

Wenn man mit Mathematica den Befehl
Apart[(16 x~3+60 x~2+88 x+108)/(x"4+4 x~3+14 x~2+20 x+25)]

verwendet, so erhdlt man

162° + 6022 + 88z + 108 16z +28 48z 32
T4+ 423 + 1422 + 202+ 25 22 +2x+5 (22 + 2z +5)2

Um diese Integrale zu berechnen, kann man zunéchst die Substitution u =
z? + 2z + 5 probieren. Dann wire du = (2z + 2)dz, und wir erhalten

160 +28 25+2

= 12— d
T2 +2r+35 Piowt5 @2t 2w+s
—48x — 32 2x + 2
= (—24) +16
(x2+2x+5)2 (.’I:2+2x+5)2 ($2+2$+5)2
Es ist
2 2 1
/Wz;ﬁda::/—du:logwl:log(:v2+2x+5) und

/ 2 + 2 /du 1 1
(22 + 2z + 5)2 T 22+2245°



Weiters ist 22 + 22+ 5= (z +1)2+4 =4 ((%1)2 + 1). Dabher ist

1 1 . il 1
12 =3 und 16 = .
242z +5 z+1)2 2 427+ 5)2 okl X2 2
() +1 (z? + 2z +5) ((_;L_l) +1)

2

Wenn man hier ¢t = £f! substituiert, dann ist dz = 2dt,

1 1 z+1
—————dr =2 [ ——dt = 2arctant = 2 arctan
S + 1 2 +1 2
2

und unter Verwendung der Formel

/ 1, 1 t +2n—3/ 1 -
B+ 2n—-2@+1)m1  2m—-2) (L241)1

firn=2

1 1 1 ¢ 1 1
dr =2 | ————=dt=2 ————+—/ dt | =
/((z_+1)2+1)2 ‘ /(1,‘2+1)2 <2t2+1 2/ 2+1 )
2
= L + arctant = 2 2 + arctan el
241 22 +2z+5 2 )

Setzen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir, dass

/ 16z° + 6022 + 88z + 108 .
4 + 423 + 1422 + 202 + 25

2 2 1
= 8log(z® + 2z + 5) + ﬁ%_—?—g)-&?arctaﬂ ($; ) :

P
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1.
(/ Sein > 1. Dann ist -

Die Gamma-Funktion, das Produkt von Wallis
und die Stirling’sche Formel

Zuerst wollen wir die Gamma.Funktion definieren, die eine Verallgemei-

nerung_von n! ist. Dazu benétigen wir einige Resultate.

R e —

o0 !

jLemma 1. Fir ]edes n € N konvergiert das Integral t" et dt und es ;
| (SN S i

: gzlt lim t"le7t=0. {
L t‘_"d'QQ-«A.m..«M- o 8 e e e e e e e e H

Beweis. Wir beweisen dieses Resultat durch Induktion nach n. Fiir n.= 1 ist
; limy 10 e”t = 0 und [ et dt = lim, 4o fo et dt — hmr_hLoo (1- e") =

Pal
(

WL A

a
(AR

), ) . = 1
| lim " le~t = lim ( )
t—+o00 t—+o00 e
n— 1)t*2 2
= lim (=D _ =(n—1) li =1{.
t—+00 et t—+oo et
=0

Weiters erhalten wir durch partielle Integration, dass

i, P
n—1i,— T 5 n— ] _—
/0 t" e 'dt = lim t e dt =

T—+00 0 —(-e"‘)'

T =1l -7 n—1_0 _ rn—2 -t —
—Tginoo(r e"+0" e’ + (n 1)/0t e dt)

=0

= lim (—r™! "’) +(n—1) lim t"‘ze“dt =(n- 1)/ *2e=t i
0

r—+00 r—+00
g o

—

=0

gilt. Weil nach Induktionsvoraussetzung [;°¢"~2e~*dt konvergiert, konver-
giert daher auch fo le—tdi, O

B -

. . I - |
Prop051t10n 1. Fir ]edes:c € R mit x > 0 konvergiert / t* e tdt und |

Y. Q._..-_u._ S——

jes gilt th:rkn tx ! _t-—O
oo RO e

Beweis. Seiz € R, z > 0. Nach dem Archimedischen Axiom gibt eseinn € N
mit z < n. Fiirt > 1 gilt dann 0 < *~le~t < "~ le~t. Weil limy , o t" le~t =
0 nach Lemma 1 gilt, erhalten wir rlfi\rnt_wooﬂrt?:‘,le“.:: 0. Wegen Lemma 1

1



2 GAMMA-FUNKTION, PRODUKT VON WALLIS, STIRLING’SCHE FORMEL

konvergiert [;° ¢t"~'e~*dt und daher konvergiert auch [~ ¢"~'e~! dt, Deshalb
konvergiert auch [ t*~'e~! dt nach dem Majorantentest.

Falls z > 1 ist, dann ist t r—) 1" tet stetig auf [0, 1]. Nach dem Hauptsatz_
der Differenzial- und Integralrechnung existiert daher f t*"le~tdt. Im Fall
0<z<1list0 < ¢ 1\1 < t*71. Weil danp z — 1 > -1, konvergiert

P Homwwfw@n(um
Ji t#=1dt. Nach dem Majorantentest konvergiert daher [ t==1e~ dt.

Somit existieren sowohl [ t*~e~*dt als ‘auch J° t*" et dt. Daher kon-
vergiert auch [i* t*" ‘e dt. , a

Definition 1. Sei z € R, z > 0. Dann setze

‘F(m) = /Ooo t*le~t dt |

Man nennt I': {z € R:z > 0} - R die Gamma-Funktion.

Wegen Proposition 1 ist I'(z) in Definition 1 wohldefiniert. Man konnte
z! :=I['(z + 1) definieren.

Lemma 2. Fiir jedes x € R mit x > 0 konvergiert / It”“le’tlog t| dt.
a0 —~

Beweis. Es ist t*"le~tlogt = (t*!logt)e*. Nachdem

1 1
T L (f) = lim £= lm ==0
t—a+oco0 ¢ “\" 00 t—+oo 1 t—+oo t

o =

gibt es ein R > 0 mit R > 1, sodass l—°§£ < 1 fiir alle t > R gilt. Somit gilt
logt <t fiir alle ¢ > R. Daher ist fiirt > R

0 < t*letlogt < t%e!
<t

Nach Proposition 1 konvergiert ofgw t®e~tdt, und deshalb konvergiert auch
[& tPetdt. Daher konvergiert [p°t“ etlogtdt = [ [t et logt|dt we-
gen des Majorantentests.

Jetzt betrachten wir den Fall z > 1. Weil

logt ['s)
-1
= lim - (n—“) =
hm t* " logt = 10 s =
p 1
= lim : = — lim #*~1 =0

0+ (1 — z)t— T — Lo+
=0



GAMMA-FUNKTION, PRODUKT VON WALLIS, STIRLING’SCHE FORMEL 3

kann die Funktion ¢ — [t*~!e~*logt| zu einer stetigen Funktion auf [0, R]
fortgesetzt werden. Deshalb existiert fo [t*~1e~tlogt| dt nach dem Hauptsatz
der Differenzial- und Integralrechnung. Somit konvergiert f [t*~le~tlogt| dt
im Fall z > 1.

SchlieRlich nehmen wir an, dass 0 < z < 1. Wegen

; z . logt 0, . 2. .z
lim (—¢2 logt) = lim = (,,5 ) = lim = tl =—limtz=0

t—0+ t—0+ _?1{ 0% s D0t

gibt es ein r € (0,1) mit r < R, sodass —tZ logt < 1 fiir alle ¢t € (0, 7). Daher
ist —logt < ;1? fiir alle t € (0,7), und deshalb gilt

-1

(MY

0< —t*tetlogt =t e7t (—logt) < ¢

NS e —
<1 1
—_— ST
t2

fiirallet € (0,r). Weil £—1 > —1, konvergiert f; ¢2~! d¢. Nach dem Majoran-
tentest konvergiert daher Jy (== le"tlogt) dt = [ |t*"'e~tlogt| dt. Wegen
der Stetigkeit von t — [t*~!e~tlogt| auf [r, R] existiert fr [t*~le~tlogt| dt
nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung. Somit konver-
glert j;) [t=—1 “Iogtl dt auch im Fall 0 <z<l. O

Prop051t10n 2 Dze Gamma Funktzon zst stetzg !
+.. A

Beweis. Sei td> 0. Betrachte dle Funktlon z— t*1auf {zr € R:z > 0}.
Dann gilt

(eY) =eleDlotlogt = 7 1]ogt

—e(z—1)logt

}(\’ b

Seiz € Rmit z > 0. Weiters sei y € R mit y > 0 und |z—y| < min {1, 2}.
Dann gilt nach dem Mittelwertsatz, dass es ein £ zwischen z und y gibt, sodass
27—l =t (logt)(x —y). Bsist £ —1=2-1-2<€—-1<g, weil £
zwischen z und y liegt, und |z — y| < min {1, £

Fiir t > 1 ist dann #~! < #*, und wegen logt > 0 ist deshalb 0 <
t*"llogt < t*logt. Somit ist

Itz—l e JUL I — tf‘l(logt)Ix - yI < t‘”(logt)lx - y, :

=t¢~1(log t)(z—y) <t=logt

Daher ist |(t*~! — t¥~!)e~!| < t*e~'(logt)|z — y|. Nach Lemma 2 konvergiert



4 GAMMA-FUNKTION, PRODUKT VON WALLIS, STIRLING’SCHE FORMEL
J5” [t%e~tlogt| dt, und daher konvergiert auch [ [t%et log t| dt. Somit ist

o0 o0
/ =ty / v let dt
1 1

o0 o0
< [lEt - e <oy [ et g .
;™ = 1

-
<t?et(logt)|z—y|

<

(1)

Falls hingegen ¢ < 1, dann ist ¢~! < ¢2~!, und wegen logt < 0 ist somit
0 < —tfllogt < —t7logt. In diesem Fall ist deshalb

|7 =t | = —t*"(logt)|e — y| < |t3 logt||z — y| .

—4€—1 =
=t~ 1(log t)(z—y) o

Also ist |(t*~! —t¥~1)e™?| < [t3~te "t log ||z —y|. Wegen Lemma 2 konvergiert
Jo" 1t37 e " log | dt, und deshalb konvergiert auch [} [t3~'e~*log#| dt. Daher

ist
1 1
/ = la=% df — / tﬂ“‘e“dt’ <
0 0

1 1
! / |t =t e < |z — yl/ [tz et logt| dt .
0 ~ o - 0

<[t¥ e~ logtlja—y|

(2)

Setze C':= [ [ti ‘e tlogt|dt+ [ [t®e~tlogt| dt. Dann ist C' > 0. Es ist

|

U - M I=|[ e -em)etas

=[oot=letdt  =[°tv-le~tdt
1 o
/ (S ) e-‘dt' + / (=t —tv ) et dt
0 1
Wegen (1) und (2) ist daher

1 fors]
/ (=) etdt / ("=t e tdt| <
0 Lo JY 1 1,

<lo—y| [} |tFTe-tlogt|dt <lz-y| [{° |tze~tlogt| dt

1 00
e (/ [t2~le "t logt| dt —I—/ [t*e"tlogt|dt ||z — y| = C|z — y] .
Jo 1

=C nach Definition von C

<

IT(z) - T(y)| < 2
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Es gilt also
(3) IT'(z) —T(y)| < Clz -y

fir alle z,y € Rmit z > 0, y > 0 und |z — y| <min{1,§ .
Sei z € R mit z > 0 und sei € > 0. Setze § := min {£,1,%}. Sei jetzt
y € R mit y > 0 und |y — z| < 4. Dann gilt wegen (3), dass

IT(z) -T(y)| <Clz—y| <e.
S’

Deshalb ist die Gamma-Funktion stetig. g

Jetzt bewelsen wir d1e Funktzonalglezchung, der Gamma-Funktlon B

Eod bt 2 B

,_‘.-_« e e

Prop051t10n 3 Fur allez €R mit z >0 gzltm_(g - 1) = :L’FK.’L’) E

l A am—

Beweis. Rargelles Integneren erglbt

/t’c et dt= —t’”e"t—i-/xtx_le_tdt: —t“’e't+x/t$“le_t dt .

. =(—e7t)

xt4

Wegen Proposition 1 ist lim, ;. 7%¢™" = 0. Da z > 0 ist 0%¢~° = 0 und
daher ist

o0 o0
Ltl)= / t'e”"dt = — lim (r"e™")+Q% 0 +a / t*" e dt = 2l(z) ,,
0 N , 0

r—+400
=o
=0 =I'(z)

also l"(x + 1) = zI‘( ) O

e s 1

Q Korollar. Fur alle n € N() gzlt I‘(n + 1) = n' ,5

A it s i st 0 i S

Beweis. W1r bewelsen das Korollar durch Induktlon nach n, Fir n =0 ist

o0
= = 4 g% =-—1 —F =1=0!
ro+1)=r( /0 fle dt rlgg)e +1=1=0!.
B =0
Sei n > 0. Dann ist nach Proposition 3
I'n+1)=nT(n) =n(n-1)=n!,
~—

=(n—1)!

also'(n+1) =n!. O
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Als néchstes wollen wir das Produkt von Wallis, also Z2e2.dsa8:04,,,
berechnen.

[P

Pr OPOSItlon 4. Es ngt / Csin"zdz = 2 / " sin" 2z dp fiir allen € N
0 n__Jo

| mit n > 2. Weiters gelten / sinfzdz = = und / sinfrdzx=1.
!

£

TR

Beweis. Es ist fof sin®zdr = T

5 und nach dem Hauptsatz der Differenzial-
=1 7

und Integralrechnung ff §in1 z, dr = —cos§ +cos0=1. Sei n > 2. Unter
=(-cosz)’

partiellen Integ atlon erhalten wir

/Oﬂsm xd:z;—/ (sm" 12:) (w) dx—-

=(—cosz) -

§1n 0cos0 + / (n —1)(sin 2 z)(cos z)(cos z) dx =

=cos? r=1—sin?z
s

=(n—1)/2sinn_2xdx—(n—l)/2sin":cd:c.
0 0

Deshalb ist n fol‘f sin® z dx

Verwendung der

= —sin™! ’zrcos

=0

= (n — 1) f? sin" %z dz, woraus sofort das ge-
wiinschte Resultat folgt. O
Proposition 5. Fir alle n € N gelten
2 B1 3 2n—1
/OzsinQ"'a:dx=g:£§-Z-...- n2n und
%;2n+1 dzz.é. . 2n
/Lsm m’xaz 38 el
Beweis. Wir beweisen das Resultat durch Induktion nach n, Im Fall n = 1
ist nach Proposition 4 ‘

3 ¥ pE: 1

/Qsinzrcdmz—/sinoxda::E-— und
A 2/, 22
ﬁf——/

= o JLn
- Annaw hng an o

o,
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Sei n > 1. Dann gilt nach Proposition 4

i m—1[7% 13 om —1
/ sin?zdr = / sin?2pdp="_.-.5. - und
0 2n Jo 2 2 4 2n
_x.1.3, .2n-3
2 2 4" 2n-2
z on [2 2 4 on
2n+1 . |
sin rdr = sin zdr=—-+-—=+...-
/0 o + 1 j, 3°5 m+1’
2.4, 2n-2
—3 5 " 2n—-1
womit unser Resultat bewiesen ist. O

Damit kénnen wir jetzt das Produkt von Wallis berechnen. Beachte, dass

T (Gmen) 22446688
(2n-1)(2n+1) 1

n=1
n

H @OEN _ _2.2.4.4.6.6. . 202 2. 2. 2
: 2n+1 °
k=1 i

CE-1)(2k+1) 1 3°3°5°5°7 """ 2n=3 2n-1 2n-1

et P B e e A I

! Pr0p051t10n 6 Fur alle neN gelten

’

i o0

| H 12 1=imH21c(21;2k1 2
| pi 2n—D@nt1) noe (2k-1)(2E+1) 2

)

Beweis. Setze an ‘:ﬁ wHk -1 @5(?—'3%%3 Sei n > 2. Auf [0, ’2’] ist z — sinz

stetig, es gilt 0 < sinz < 1 und sin I = 1. Daher ist 0 < sin”*'z < sin?® z <
sin?! z und sin?"+! 2 = 1. Somit gilt nach Proposition 5, dass

| e

us s X
2 2 2
(4) O</ sin®*'zd 5/ sm2"xdx§/ sin* zdz
— ~ ~~
_2.4. . 2n _x.1.3 21 _2.4, 2n-2
3 5 " 2n+1 =2 24" 2n —3 5 " 2n-1

?,géil_ 2n 2n <_7_T_
1 3 3 5 nm—1 2n+1- 2"

also an, < 7. Aus der dritten Unglexchung in (4) erhalten wir durch Umfor-
men, dass T < 2.2.4.2. .22, s2n_ Durch Multiplizieren mit e
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ergibt sich

2n E<g 2 4 4 2n 2n
2n+12‘L3 3 5 ';Qn—l 2n+L’
:1—;1—25 =an

also =7 < a,. Wegen lim,,_,o, i = 1 gilt deshalb
2n

n

1 «
— < <
1+L2=-%5%

™
n \2,./
N e’
~%

N)l._.

woraus sich lim,,_, a, = % ergibt, und unser Resultat bewiesen ist. |

Schlielich wollen wir die Stizling’sche Formel beweisen, die eine N#he-

rungsformel fiir n! liefert. Salopp gesagt gilt n! ~ (2)" v27n. Zuvor miissen
wir dazu einige Hilfsresultate beweisen.

i

g

Lemma 3. Es seien a,u € R mit u > 0. Weiters sei fila-v,a+u] 5 R
} eine konkave Riemann-integrierbare Funktion. Dann gilt

a+u
/_ f(z)dz < 2uf(a) .

i

Beweis. Sei ¢ € [0,u]. Dann ist a = L(a — t) + 3(a+1t). Weil f konkay ist,
gilt f(a) > 5f(a—t) + Lf(a+1). Daher ist

/Ouf(a)dtz %/Ouf(a—t)dt+%/()uf(a+t)dt.

=uf(a)

Durch die Substitution s = a — ¢ erhalten wir

| ta-na= | soas=- / ™ e

und die Substitutionﬂsm:m a +t liefert

/Ouf(a+t)dt=/aa+uf(s)ds.

Deshalb ist uf(a) > 3 [;*, f(s)ds+ 1 [*** f(s)ds = L [27 £(s) ds, woraus

sich 2uf(a) > [ f(s) ds ergibt. a

B s

i
=

ds= [ f(s)ds,

a

W2 o
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s o s -

‘Lemma 4. FurxGRmzta:>nglt(x+ )log( )—il_ ?
‘ s ,_..-’1? -

PO -

Bewezs “Betrachte die Funktion f (x) (x ‘+~2) log (1 + 1) als eine Funktion
f:{reR:z>0} - R Dann gilt

'(z) = 1 1\ 1 1\
1‘(£3€2,—10g(1+x to+3) (o) =
S’

—_1
- :r2+:

=log |1+ By T+ ! :
=k & 2) x2+zx
Daraus ergibt sich

2@ =51 (-5) - s - (04 3) (VgD -

1 1 3
= - 9% 42 = —2i 50,
2+ +($2+$)2(:1: + $+2) (z%2 + )2
N—— —
T (~2%-20)

Weil f"(z) > 0 fiir alle z > 0, ist_f’ streng monoton wachsend, und daher ist

AT L T DI

Fle) < llmy_++00f (y) fiir alle z > 0. Wegen f'(y) =log (1 + y) %21/- und

1 1
y+1 _ yt5T .
vy = 1t 1St

y

14 L
/ . ' _ < y 2y? — _
fl(z) < y_lgnoof (y) = ykgloo (Iogw 5 logl+0=0.

Es ist daher f'(z) < O fiir alle z > 0, und deshalb ist f streng monoton
fallend. Somit ist f(z) > limy_, 4+ f(y) fiir alle z > 0. Wir erhalten

l l ) log (142 l log(Hi)
y.li”oof(y)“ylinm( yt3 °g< e )‘yJi"m——_lr——

y+3

o\ gr(=d) ey (1+3)
B (v—“) = : lim ~——*=— = lim —* =

y—+00 —(———IT_,— y——>+oo yz +y - y—=+oo 1 + 5
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—— e

n—oo

Satz 1. Es gilt lim ———=—o '§
5 (2)" y/2rn \/ i

 Beweis. Betrachte die Funktlon f(z) :=logz auf {z € R: z > 0}. Dann ist
f(z) =1 und f"(z) = —% < 0. Deshalb ist z_— logz konkay. Fiir k € N

T
ist daher nach Lemma 3 f\oive 0§ ) aqy

4 {
,l‘ (x) :/ o u ,’qv:\

i
G-u

k+% 1
/ loga:dz§2§logk=logk.
_1

Sei n € N. Dann ist

n+% n k+% n n

ﬁ logxdz=2/ 1 logxdxsZlogk:long:logn!.

z k=17 53 k=1 k=1
<logk

Durch partielle Integration erhélt man

1
/log:rda:=/ 1 log:z:dx=xlogx—/a:; dr =zlogz — x .

N~

=g/
=1

Wegen des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung ist daher

n+%
logn!z/ logzdz =
—(n+l)log<n+l>—<n+l) llogl‘l-l—
2 2 2 2 "2 2

=(n+ ! log { n+ 1 + log 2
- 2) B\"Tz) T
Es gilt daher

1 1 log 2
1> = = - L
(5) logn! > (n+ 2) log (n+ 2) n+ =

N
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Setze by, := log n! — (n e ) logn + n fiir n € N. Dann ist

1
by, — byt = logn! — <n+ —) logn+n— log(n+1)! +
2 et
=logn!+log(n+1)
1
+ <n+§+l) log(n+1)—(n+1) =

7

—;— log(n+1)+log(n+1)

= logn! — ( ) logn +n —logn! —log(n+1) +

+ ( 2)log(n—i—l)—i—log(n+1) (n+1) =

= (n+%)\(log(n+1)—logn)l—lz (n—l—%)log(l%-%) -1>0.

=log “tl=log(1+1 h =
€ g( +n) >1 wegen Lemma 4

Somit ist byyy < by fiir alle n € N, also (bp)nen ist s streng monoton fallend.
Weiters ist wegen (5)

=145 >0 >1

Also (bp)nen ist streng monoton fallend und nach unten beschrénkt. Daher
, konvergiert (b, )nen-

Setze ﬂ = hmn_,oob und o :=_ eﬁ Dann ist o > 0. Weiters definiere

11
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n! . ..
@n = ——7—— . Wir erhalten nach der Definition von b,, dass
(2)"vn

RS AR T S DT A TR

ebr — elogn!—(n+%)10gn+n = glogn! e(n+%)logn

. en —
=n! n“"_ézn—ﬂ n i’
=nl-n™.p"7. ¢ n! a
— ' : == 7 = Qn
T T ®)ve =
=& =) =%
gilt. Wegen der,Stetigkeit von z > e” ergibt sich daraus
li = lim eb» = liMnoobn — B _
o, g, = lm e Lo
=eb‘n =
5 e 1. n2 2 i
Da‘ a Zé m(&)%gllt, erhalten wir lim,,_, ZTn = ‘fg = o. Es ist
2
n!

an® ( 2 x/f_z) _ (nl)2e2r220p27\ /2, _

. - (2n)! - 2n)In2npe2n -
nl)22%n [9 2" . n! 2
(2n)! n (2n)! S il n

S—— =2-4-6-...(2n—2)-(2n)
—_2 4 6-....(2n-2)- (2n)
T 1.2.3.48:6-...-(2n—2)-(2n—1)-(2n)

_ 2:4:6-...-(2n—-2)-(2n) /2
1-3-5-...-(2n-3)-2n—1)Vn"

) . 2:4-6-...-(2n—2) - (2n) 2 .
= —. Nach
Wir setzen jetzt c: 1-3-5-...-(2n—3)-(2n—1) - Nac den obigen

Uberlegungen ist daher limp o0 € = lim,, 40 “% = a. Deshalb ergibt sich,

T P
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13
i ? = gl Bai
dass limy,_,o c,* = o, Es ist

r_ (246 -@n-2.00) [2\°

“ _(1-3-5-...-(2n—3)-(2n—1)\/;) -

B 2-2-4-4»6-6-...-(271—2)-(2n—2)-(2n)-(2n) 2

" 1-1-3-3-5-5-. (2n—3)-(2n—3)-2n-1)-2n—1)n
2:2:4-4.6-6-....

_ (2n—=2)-(2n—-2) - (2n) - (2n) 2
S 1:3:3-5-5-7-...-(2n-3)-(2n—-1)-2n-1) n_
_2:2:4-4:.6-6-...-(2n) - (2n) 2
‘1-3-3-5-5-7-.‘.-(27;—1)-(2n+1)(2"+1)}2‘

=4+2

__2:2:4-4.6-6-...-(2n—2)-(2n—2) - (2n) - (2n)

~1-3-3.5-5-7-..

2
.-(2n—3)-(2n—1)-(2n—1)-(2n+1) (4+_) '

n
Nach Proposition 6 ist lim,_,., 132325‘;4766(271 (373}3%1) = I (Proposition 6 ist
das Produkt von Wallis). Daher ist

&= lime.? = Jim —2'24°4:6-6-...-(2n) - (2n) AN
= nSe _n—>ool 3:3:5-5-7-...-(2n—1)-(2n+1) n)
H 4

I
_}% —4
™
=g cas=2E

Daraus ergibt sich o = V2m. Somit gilt
n!

L n!
li
:::.03.‘,() \/277'—" \/2_7?11—13.10 (%)n\/f_l

1
lim a, = — o = 1,
\/27rn—>°° Vo winanlm

=an _.a=v27r
womit unser gewiinschtes Resultat bewiesen ist



Stirling’sche Formel

o n! -

lim,, v 1

Beweis

f(z) == logz, fl(z) =1, f'(z) = —-% <0, also ist log konkav und wir kénnen log in unser

erstes Lemma einsetzen.
Sei n € N. Sei k € N.

. b+l
Aus dem ersten Lemma folgt jetzt fk_j%" log zda < 2% log k = log k.
1 - (Integral wird aufgeteilt in n Integrale mit Schrittlange 1)
2

=3 f:jf logade <377 | logk = log H = lognl.
’ k=1
=n!
; 1
Bsist [logade = [ 1 _logzdx = (partielle Integration) — z loge— [ - de = wlogs ~

= S~~~
1
@&.

Das setzen wir jetzt oben ein:

Al ntl 1 1
logn! > f%Jr?l()g:.vdx = xlogz — ;L']%’Z = (n+ 3) log (n+ 1) - (n+ 1) - —2-log§+-;- =

(n + -;:) log (n+ -’2-) —n 4 1"%.

Wir definieren die Folge b, als b, := logn! — (n + %) logn + n.
Fir n € N ist
1
by —bpy1 = lognl — (n ) logn+n— log(n + ! + (n + 5 + 1) log(n +1)—(n+1) =
=log n!-tHog(n+1) = ~~ <
= (n—f—%) log(n +1)+log(n +1)
=—(n-t 2) logn + (n + Dlog(n + 1) =1 = (n + 1) (log(n + 1) —logn) — 1 =

= (n+ 1 log . i 1 —1.
. n
S’

=11l

Nach dem zweiten Lemma ist (n + %) log (1 b %) > 1, also (n b s

b2 -

)Jlog 2 — 1 >,

Wir haben insgesamt b,, — b, i1 > 0= b, <b, und somit, ist b, streng monoton fallend.

Oben haben wir ausgerechnet, dass log n! > (n ¥ -

Das setzen wir jetzt in die Definition von b, cin:

. 5
)lng (n, | —')-) —n !Q—f,’*—‘

[



b, = logn! — (r %) logn +n > (n F % log (n F %) —n 10;:,2 -~ (n ¥ %) logn + n =

0*717 og 2
(/z t —i) log( + 21) 22 (rz + —) logn + [—,—2 = (n f %) log —= + '—;—)
15 ' Z L L
s ist P—E—l = ] ,” > 1, damit log—2 > 0. Da auch (n ol %) > 0 ist insgesamnt

(n %) log ("—:ﬁ) > 0 und es folgt:
(n + 1) log ™ 092 > 0+ 82 = Llog?2 = log2

b, ist also nicht nur streng monoton fallend, sondern auch nach unten beschrankt = (b,),>1

(S

= log v/2.

konvergiert.

Setze 3 == limp_,e0 b und setze @ := e > 0 (sogar a > /2, weil 3 > log v/2).

n!

Setze a, = 7n—.
(&) vn

ebn — elogn!—(n-{»%)logn+n s iyl 2 g B n_% . _nln_ . _1_ .
(e)
limy, 00 @n = lim,_,e0 € = (weil x — e® stetig darf man lim hinein ziehen) = elimn—cbn —
? = a.
2 2
Betrachte ff‘— — 2 = q.
#0
2
(=)
2 . &)".m .
Also a = lim,,— o ;" = lim, o zén) iy~ (Doppelbruch auflésen)
V2n
(%)
T ; !Q,eZn.22n, 211.\/2_ e !222n 2
- hm"_'oo - (Zn)!-nz":.e‘m == llmn""x’ n(?.n)l ) n
T nl2.92n _ 2:4.6-...-(2n)-2-4-6-...-(2n)
Ausmultipliziert ist *55 = 15315 s G Z)(in)
Kiirzt man jetzt aus dem Nenner die geraden Zahlen mit einer Halfte der geraden Zahlen

im Zéhler, bleibt 1—%—?—-—(5(3%—)1) ibrig.

Wir haben also a = lim,,_, IH—G(—% 2 ynd diese Folge definieren wir als c,,.

Quadriert und der Bruch mit (2n + 1) erweitert:

a9 2.2.4-4-6-6-...-(2n)(2n) i (2n ia 1)
“n 77 133557 (2n-1)(2n—D)@nF1) n '
b2

Lassen wir in dicser Folge n gegen oo gehen, sehen wir, dass ein Teil davon dem Produkt
von Wallis entspricht und somit gegen % konvergiert:
2:2:4-4-6-6-...-(2n)(2n 2
- ~ 4 ( ( )( ) . 4 +_ - o 27r
1-3-3:5:6-7T-...-(2n—=1)(2n-+1)

{153

1
w3y

(SN



n!
Daraus folgt o = 27 = lim,,_,, W = == 0,
2V n
L/__/
'—':an
Somit ist
n!

o 1 . —_—
hln”"“(—p?__ﬁ?n“ﬁ; lim,_, o (’)n-\/r—z 1.

Was haben wir gemacht?

Wir haben die Folge b, definiert, bewiesen dass sie konvergiert (streng monoton und be-

schrankt) und den Grenzwert 3 genannt,

Dann haben wir a := €? definiert und bewiesen, dass fiir die Folge a, (ebenfalls passend

definiert) a—l — a.
Wir bekommen a=lim, ;o ....
e,

¢ geht aber gegen 2w, damit o = v/27 und it s

n!

871 2rn
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Satz 1. Bs sei ) ay eine absolut konvergente Reihe, und seig:N 5N |

=l
eine_bijektive Funktion. Dann konvergiert 30 | Ag(n) und es gilt

o0 oo
=

E aa(n)/=}§ Qn .

n=1 n=1

Beweis. Setze Ap := Y0 ax, A := Y02 an, By := 30_, |ax| und B :=
> net [an|. Sei & > 0. Dann gibt es ein Ny, sodass

]A—An|<§ und |B—B,.l<§

fiir alle n > N gilt. Setze N := max{o~'(1),57}(2),.. 07 (Np)}. Sei n >
N. Definiere r := max{c(1),0(2),...,o(n)}. Dann gilt
n n
A D o I SA-Anl+ D lawl <
k=1 e k=1
| S — <3 a(k)>Np
= No a n &
Hhm AR gt e <o o
€ - €
<z+ Y la|<Z+|B-B,|+|B-By|<e.
3 S Y
k=No+1 <_s_ <5_
S 3 3
=BT—BN0
¥ 00 .
Daher st 3 21 6o = 4. Licwainn s he Umanfmm\,?'im}b -

B oo
! . . . . . .
Satz 2. Fs sei an, eine_bedingt konvergente Reihe, und weiters sei r €
et e PERE-ivatot B e L S ) Ty

A=l . 53 .z .
R U {—00,00}. "Dann gibt es eine bijektive Funktion o : N — N, sodass
P ] A bt N e A

Z Ao(n) =T gilt.
11— DO ——— - o
Beweisidee. Sei J, := {n € N:a, >0} und J; := {n € N: a, < 0}. Dann ist
ZZO:I an = ZnEh an+2n€J2 Gn und ZZ.;I ,a’"l = ZneJl an — ZnEJz Q. Wé-
ren sowohl 3, ; a, alsauch )~ ., a, konvergent, dann wire auch >0 an|
konvergent. Falls eine dieser Reihen konvergent und die andere divergent wi-
re, dann wiére auch ) > | a, divergent. Also miissen sowohl 2 neJ, Gn als auch
Y ne, @n divergent sein. Weiters ist lim,,_, o a, = 0, weil )™ | a, konvergent
ist.

Wiihle jetzt so lange Indizes aus J;, bis die Summe grofer als r ist (bzw.
grfier als 1 im Fall » = +00, bzw. 0 im Fall » = —co). Dann wihle so lange

i



2 REIHEN

Indizes aus J, bis die Summe kleiner als r ist (bzw. 0, bzw. —2), dann wieder
so lange aus J; bis die Summe groRer als r ist (bzw. 3, bzw. —1), und so
weiter. Damit erhalten wir eine Umordnung, die gegen r konvergiert. a

o0} [0 0]
Satz 3. Seien Zan und Zb,, absolut konvergente Reihen. Dann ist das

n;} n=1 -
Cauchyprodukt ch it &, t= Zakbn_k absolut konvergent, und es gilt
n=1 k=0
o0 (e} [oe]
3t (Z) . (zb,,) |
n=1 n=1 n=1

Beweis. Setze An =3 % yap und A:= 3% an, By = Y"_ b und B :=
2neobny B i= 30 g lax| und R := neo |0nl, Sn = 2 k=0 |bk] und S :=
o bal, Cni=Y"p_ocx und D, := > i Z;.“:O la;||bx—;|. Sei n € N. Dann

ist .
leal = D arbai| < lasllbas|
k=0 j=0
und
n n n n n—k n
Dp=) || < lalba-sl = > lar] Y 16| < S lax| < RS.
k=0 k=0 j=0 k=0 =0 k=0

———
=8Sp_k<S =Rn<R

Daher ist (Dp)nen monoton wachsend und nach oben beschriankt, und deshalb
konvergiert diese Folge. Setze D := lim,_,, D, Wegen [c,| < Z?:o la;|bn—;]
konvergiert > |c,| nach dem Majorantentest, also Y oo oCn konvergiert
absolut. Setze C := "> c,.

Sei € > 0. Wegen lim,,_,o, A, B, = AB gibt es ein NV € N, sodass

|C—cn|<§, |AB — 4,8, < S, und jD—Dn|<Z

=] 0

e
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fiir alle n > V. Sei n > N. Dann ist

€ — AB| < |C ~ Ca| + [Co — AuB,| + |4, B, — AB| <
N—— N —

5 <i
n k n n n n
£ 3
S [ETen - (Sa) (S0)=5+[5 5 anf<
k=0 §=0 L \k=0 =0 / k=0 j=n—k+1
=3 F=0 170 arbj =Y k=0 LJ—oakb
n n
€ €
<5+ Z Z lax][b;] S5+ |Dwm—D|+|D-D,|<c.
2 k=0 j=n—k+1 2 T T
— - 4 4
Z Z,a.’lnbk—J,
I;: n+1 j=0
“D2:“Dn

Somit ist C = AB.






SO S-S .
i i | | i
{
N i t
SR [ NS S - ool
!
i i | ¢ x
= = R, | | RIS
i i i
;
i
, L
i |

Sy
|

]

.

AR . YUY T !_.l%pr.ll.ll..,» llwv!nl

|

i
i

|

g ,H¥‘ i ': x]
foduit | |
SO S T :
|
S
L
¥
|
|
i
|
=
|

S .

i fros el
'
i 1
5 S - st
i, e w1
SR e ) S k.|
| i i .
i | §

- i e T S ¢ S E—

o

¥ R
W S S

i
N NN NN S

i
. i | H
TS S T 1 _ &
; i , B e o e s WIS SRS SO SSRGS N SORd S
i ' . : T i T 1 =y
i ¢ - i ¢ | { : |
; { ! 1 ! | ! ;
! NI, SN SRR O ! i i ta
- L S N O ORI O SO U U5 N (O .

i i ,4

e S SRS

i i | i
! i

O E Rt N S
|

I
(I

- =t =7

.
{ | |
¥ SUSNUURES I YA S S -
i |
1 | !
S ) L |
T |
Lot
!

|
L
-
!

eiRiMT
EST

|
-

Ay

o

-t 1;.,_ niu. . ”‘-&”JI - “ S O
- Lz w
- , [ S L- 106 SN 1 NN S S
BT - ' 9| L o
s _ o S E S SR X N N N
e & 188 = T
| e | S NI D e SN e S 31 6 SRS .Y NS S UL S O
. D & A Ty =l
T e o S S NUNE RS SN A8 1 S S U S 9~ — 8 i,
< |l i L& 3 LS ] T e
N [Tk e R e
» S TS = o T = -
R ih i F=ond - s el e {8
o

, i ~ ¢ - i
! ] > I ~{ . |
vw Vo L Fulurimwa.nl-.l I S DN . | “w.oy ) . e e N ! Q !
sVNJe | AR E I _ > P s | =
,,ll. T i _‘r}i et docada | e S St N T L.,wl..»_ -‘j | mr i S I_ s . ks i ! U
T e b L i , e V.. e H\ T T w ]
“ u ! _ | 1 J L W k,u’u\‘_, —— “a : i _ﬂa g m _ “ “, H
i | i i i | | i ! ] : T 1 T * t
' i ! \ | | i 1 . : 3 1
4 I S . S I 1 | (N I L | L , : L :
. . | SN S, SN, S W . . e NS SN NN (NN S SN [N SR MU B el ) ]
" | | | ! : H : i i i . N
- L R PUSUES: SO S S H S| TS } s ! # ) ,f | :
! | i

I
i
{
|
i




=TT T 7 T T 1
HEEEEENEEED | | HEERGEEERNERN |
1 . T e i 5 H T — — —
ol A P . i Py | ol
ey b g pmm - e : — et
EEhaEEl ERNEN T — - T
SIS M AP S — NEEELAN SN B R
[ - Nt.- S S S __ ] ﬁ ~ L4 | | | | | o _ Lo
; { | -8 i ! | ] i i b5 % | | | | L
i i | 2 | i | i i ; ! i ! | i | _ s
= ’ N { N W | - S — 1 : e
| R i , [ | W N k_ ! M B 2 h
i , < | ! ,, , N U TR U N . P _
; A A L i A ™ |
. e i ik L L ! i i 1 i
= =) e o T =t R T —
| i | : :~ i i | ] 4 o { | i { H . | | i
NG 0000 L D
- L ! . N i | _ b B — i ,
o, , ! ! i i i , i | i _ { ¥z | | |
T W T SR AR ST B B
i A T 5 8 T _ L , _ | L n B W m
I I U T - [ Lo ~ _ ! M | L _ _
: EE A < T f i -~ = _
T t
! i

|
t
4
™l
|
i
|
|
r
|
{
|
I

HR
ey

SENS. SRR U, || 1. U N

n, .
9
4%

ST RE
|

!
‘ ‘_S)Vh
|

’i‘b
An)
|
5
i

|
@
Egl
4
! -
fekies
i
i
i

L -l ! L N =
g = HEN I-EEEEE«N BERIEF-ERVIEEEANE
S _ i RN RIINEFEEEEREDR
e - ST N e e R T s = ”
B I R I £ IR « B AT o IR PSR E
Q = | = oL lgm Y v da | ds
B e T T T Br-ERE N RN S
R R Y S O STV I A B
SSUPIE... S SR B | A S L ” - mr\/ ! | ! ! X< | Lol ] !
Tt , ; i : i | L ] i AN Ww | i A“ i [P ; r..lr _
g e . I B S S SR S S | ” P R B S S R _
o _ - N | ! , A ] TS =S
e AR N RIS -, 3 N N D Y P DO | e o w.@p!:\.wa% =
2 e e 1 1 O Rl o <L
e {0 .rﬁzwmé | = 5 ORI O B - K. . w.um.. 1 3ey
2 m YN A T = 3
i e <1

g



'

i
'
! !

oy G, K

monoton faligadt | ba

1

o) 9 R

o

-l

R
t

wot

i

I = e

i
i

ut

o
h

s zd

kit

i
!

i {
i e

‘f ?[54

3

- dann,

RO

!
|

W
L]

e, 1S

R, LT




I S i T [
T m I P L i R S
B s _ T * I T | | * i | i 1 i + - t
” - ey 1 j 1 i | | - 1 i i i i ! | ! e e
I _r Lol ! ﬂ et _ P a_ : m» s % i i P || , LI . g
i i { i } — ] | ! H o T I i | i | | | { i
T ' < | | ! | : T Mgt ! ! ! | ) ! 1 . F o
Pl IR ! 3 —t N ! BN U S O S o
e e e ¥ N = | i < . : ﬁ R P o
BEheal 1! el : v i I ; —
W : I B »_!»l.ﬁvl ._ ! | | “ t _ ,‘ | ! ; | ' ; e
N S S T : i e _ P - P . o :
R —t T , o A i ! s sl . 1 —-
« : i . - 1 | | { i I I _. N } t + i
...-, L ; : . : il | ! i : b - i v | [ | * A, { ' '
T i : i ¢ - ” s 3 . i o ! | { i i ! SR RO 2
L m -~ o Ll - - b ! ;
¥ O A e A b ol | o L —
Ty S HEEEEEN R e e R
=y P ; T & i _, b b | Loxsh ¢ - -
wm { i Ao Eo [ I : i et
S S | ) : + i | | : i + i ; i ! i i i ! i i -
e M ,, I R P L] _ | | “ — R
U P 1 T [ . £ S : - B
EEIR IR S L2 N S . | [ N T N LoF Ryt — ! ' oo [y
st ! i ﬂ : + t T ] i | | | | | ! - e
eI | N | R w | S N S S e ]
B e S w _ e N R R B A A b ! _ -
i [ I ' w I | i _ | “ ” ,T | | Mx ! | e
L, -;J.Dmr!i.. o nu.,.h.. : i i V b !
e . 9 l* 1 | [ | |
w ] bl
s R

Ty
b
1

[
4

l

TR,

: i i {
e e ; : i ; :
K- IR | m RRE
e R o, S | L |
‘ E] M il m [
£ e et ' ﬂﬂ‘ 7 E 1 ! S S ' t
R -~ | ||
. RN RN _ m
BRIV ; | |
1 1

BAL L6 it

L2

‘
,‘,Q,.,f
i

Iy

| ; | T
! : , ! i | S
| — | | | | i H ; i ! T | | i
:,!1.,“-.1,“‘ e S BN S S S S ! i < | i ! ! o
: i i i i I i i S ot T i ,
. h & S ST NV N SO N S N . |
e T i L - : < S S R e
lomm 1 (4 s il I N SRS S B i | b <|
| ™ S S0 SO I U I R R =
1 ; i i ; s | ! ! 1 , b f T o]
RN IR RN
T , o A P ; ; ! =
] | i : ! Pl | o ml-‘ 0 __ N + - _ t | i
S B A e T Y b e Lo - =_Lc
LS A | L B P | e B S ] < N
e RS e RS FVN] e | | LSl el
Py = = by H S v ! m ﬁ = oS- |
| = - - = : P Lob | I |
DE NP _ .l—. S LI N : I~ N
“Ll | 1 i ,hmv_ i i | ] h — i J
el TR 1 i LI . ; e =1
. S i T ; REE-e.
Lo SO A . - : w =
: i o . | i { i | i
Sc e g | el -
| i = e | | A_ Ny
i I o
,,ﬁ Ny s
| i |




-
et
IO - -
1 O
1
AR

4
+
|
|
1
|
|
+
i

i P i
| folearred
IR

vLM. - ——b e
- n& . s S S | ~ }Hr‘r{ S | SU; . ha s |
- e i L ,,..WU s (.LIA, p .y L r,' | S S =
RN, < L S [ L L -]
_ “U H il T 1 S RS e s = T ¢ »a..:a& T =
s .M» L = m - _ . | i : [
T i : s \ : M ~ ,.v.w il a . _-w —- R " “
i ‘ Q | = I Sy T . MIL B ,
-~ xa:/,_m.., -1 T ST T
=5 . B S g s ““‘ . .\n.,l : o - S . ,_awm',, . S— L
A I~ N S |
-f L ) o A
M N e L S
Lo i N ! , 8L _1
_ = ’ S ~ :,MWII .
L L [ L - 0 SR . A A § : |
- , 5 — . ! N
T b ,

{
- i
i 1 HE S S I A
i | i 1 ! i
] i 1 [

|

|

+

(Biaa 4 Q) |

i n |

|
o
|
,

d.
Al
B
&

an
A
A monof

e )
|

!
|
;\
ol
1}
|
|

|
f
S o
|
{

ferk
N
el
ot

i

i

|

|

i

|

+

! ;.8
i,,;A!), . e =
w0 L !
' |

e
i

an
N

R
/

|
i

QA

i
i
1
|
[
|



T e T T T T il T T 1T T T 1 g
! L T T T T T T I I T a7 [ ] L HEREN |
s = 4 — + | ! ; + 4 i USROS SRS SN SO S S SN SO SO
| _ | i i | i : [ ] 1 i i ]
A . | ! | | Lo | BB | ,
! i | i i w ! h . Sonr® | | | i i : | i — w H o R T BT
SOV S SHGOR SN RS T = - S SV S e e = (SO N S G S g ; e 1o S
3 | . | i ! ; | ! g : i
“ | _ ! | |-t I : ! V i | | | "ﬂ mlw &y | “ “ | | i | ﬁ
i i T i i i = i T T T T
! ' I | oo : v |
———il S (e S . - o ] - = | = < - - R i s s e
| V,...Jll.....l,!«.ﬁ.l' | |
- - S E . SRR NN 3. L LN SO . .
[

7)Y

Ly

S (R S | S D L B R

s

Al
| G
&

" Wonversaeet |
i
|
|

i.t ~%o) .k

upTioal =

n

0n

o
AN
A
e T
i | i
i -
7R

=) =Q

i
~tol

g

h

)
ol [

ase

§
o (2 Fio)

—t -

1¢m

e

; \Luf f _ﬂl
: »

|

. :
.Mnr . ”
AN . - N | | , L Lol w
R I | KENNE BENEE: N | s
— ll.L..:-...ix i . “E | I0) 4IQ00.IL,_III,_KM ; ‘,. 1w S ot B A
Lole IR EEEEENIE - — g i i le @ 18 -
= SEEEEENEIET: T [ AN LD o
L s (S S N N N O SO N RS~ - raaEn _ i B~ = N N
, Lo i | o e bbb | I lepd i .
e SO SR a2y oo s e i s i P-r + : 4 4 \ s 15 s - l,u, s DR, (R —. s rﬂ‘ -~
_ T TS T z BER-ECEN 3~
b - B R ; ; ] o . ST ..o S = S o i
L ] | I f(— = e T e T B
I S A Y SO S | _ : o | i | ] Lot Lo Aok o |‘uW‘4
“ > | 124 | (o Bk i i Ses | L >
o > S R B i B
e 19 Y ' ..INW.M
v E = T T
o i Sl

|

t

|

L

|

i

foassa b
]
R 2

Mj poeg e

- 2ol €

[;

¢
fﬂ@ﬁ

1

|

|

|
I

el

2

) i
= bl
| "

L

-

H .
-

P |
1

[

1

Vol
ASI: SR, SO /8
' 1 H H

! i |
Iy J?,W,Mfm.‘._ N —

|

i
|

)
0| bapnlahed. |
|
|
el < @

ann s
ﬂ;;w;ﬁn
i

b€
K

Ry
3
B
=

i
.EA,E.
o
'R
il
{

;

|
t

oy
i
]

LR

|

| AR

W



= = = === SR - = D e SRRNEEE NGENE, SRR - = v e S e T e e T = =3 ST
e
i i { i H oo N
T R S S SR TR N I ! ] .
‘ ; i - i e 2 il
- b il : ) ;
- okl - - B e O Rk A | — 2. iy = . —— . 3 S . i sl G !
' ] | _ _ | A -~ - =
e S 4 e _ | KD NI RO
| w ! ! ! | i H -
Y S YT s I J— :
" ! d H ] i ] ! 1 B i ' N
S o TR 8. SRR RS | 1!»_|, St BT SRS : !
L, | ,w. ,. m m e B A 4 B - b
- =S . | S SRS WO S ;
: ﬂ i ! # i : :L.L — e N 3 S 4 — S —
{ i ' ! i | | i
e, o SN S THNEN SO SR 'SUONS  ( . ; . ) |
T T = 5 S A e e
B S S SN A (N S N S ! 4 :
: ! =} S - { i ]
i i | ! T | | |
..... i S SR N ™ S :
| ! | _, | ﬁ».Wr.o,lJi T [ e L S
BN wd R
S - lvﬁ SO ¥ Lﬂ. o g b S SRS U TN A 4o D—
! R Lol ; :
4 4 i R L — | ) ; :
, , . - R SO S SO SRR O R )
| H ! | _ i I | !
R B I | , , , , _
,_ , : _ , | , , SRR (5. | RS VSO S - .. i "
L i | '

RO
|

L
|

|
‘? -

L
TuTURG
REREN
i
I

L
|
RuEE
JJ_
?"_\

9 el 7

] ¥ o v_—
- : ” e tl..wreL_, B il -
‘ L R = | A
BN | | R S S T T~ — e s sy e v e R
e L EELHEE N RS
AL , A | ! _ R T e , R -
S CURUNS o5 0% T | S SRS O _ ! : | : i ,
T T ] .
.Wf.:.{u._.-» S .
) " N = -
, o i |
WAL ~ |
| O i o ]
iAllsI.\\mr\ IS S | N B
} )y H
- ! i . e ! | E
m,la. LA }m!%. NS : = = =8 i , Ld
= A . A . T =
,.,f« s k- e i‘ﬂ..i.v
Q. | | { —_ i
3 I | <
o I ' TR |
o : AN i _iﬂ .
33 o Ty
=2 A ]
- . ;!w w-i 4 |“ u._“
i | i
— ! i i i
; —_ (e K. A ]
N 4T TN
- e L
P
i |
—7 o ﬁ :
) ] 1 | Pl
- | M M ) A_ G




?

o e i

|

L

|

-
A

i | L
P

L
|

i

Lo

|

A

L
|
|
-
%
)

S
!

i
i

| | b o R TYTTT T UTTTTTY T T T i T
I O S B IO 0 N T T O O O R L N
: ! T 1 : 1 ﬂ : T T , T F
i R L S T S T O 0 ' I _ L) | || - |
S T O R B R B . T T T~ | 1
R | e e SRR SR S | i : | !
T T T — L T T O U -
i ! | | i i { ! | | | i i \ i | ! i | ; i i
” i T T T 1 + - - i
; i ' ! | ! | N | i i Km ! i i P R A RS S
] ” I ; ) s o ; " i i ! - . )
2 h | ' i | | i i 7 i e
k1 e - chen i o el - i i 1 Al.r....HM, ! ! — (P
{ " R N : j 1 I _« ! ") i AT - -
— PP | " < I, X - + 4,!L, 4 | w 1 + i m ik 3 e B N et =
S I T S N R - [ | e | i
| | A S~ T I Ty v e = TS BN Y L e
SN N S . el e .m» 4 T ' N I S | - i m - -3 '
! “ F ., T I W | = IR P 3 T S
R 3 — o d ; ‘wl i L7 ” _ <ol I O i b ; ! B _ i ]| <
| A P | et | R M L £ . 83 R R
NS SEE - A k! . S A i I I i -, i ; ! b o] e : IR adi ;
| | I - | L m T M TS I —— A
el R R < i - ! - w - _ . N T S O ) 15 N SO TS S ! l,..aLH.,_el. BN 5 SN S
,. : | Tall _ i . I A S : s > ;
N L T A Y | i _ . T A 2 L T R L
ANEEEER' RN ~ EREEEEEE e e e
BRI o el ol ds " L ; ; : : ; A 4 - Moo . S Rl ST S .- U SR J -
SN T I S L BN R S | ! S| | |l < Rsudi B 13 uu ; I <
. m ; w i oo | - i _ o | B N DA .
s . - = S L W | i b | i | —° i H 7] I i mMN i ;...h..‘
s P B _ HEERRAN IS e o h T Ne :
R (e 4 4 ::fr\.w,w‘ ; ; ey At M LS. ﬁ “nu 1 nvw ‘,ant S JUNE . NN N SRR N SO S -4 <
R | m ! R Lo {=3 | = . | -y e
N T ... SO S e f . H S A — SR i~ A I B~ N et 2 P
! T 1 W i ,, ! i 1 : i | ; ek o= a7
IR YRR Rt Lo " L HoenBEEEIN =R MR- 2 e
! &«w ; : ¢t|w3 M | + - : 1 i _ < m ra— %u ) A .m; il S— e rni z«rm& R e
ot 5 I - L T ! i - , w. 7. S - 2 : ﬁ-.
— W ; : . - . - L L : - s H i ; ; 1 24 i 2 gy O -
| o | [ i S i i CAT T 31 =5 ! = ' =
R - SR g V, A sl RNy L8 = 4 < @ <
! , : TToT T ™~ ol T -—— TR Y T gy A g
TR -~ L JUANG A . Ly il ! - A I~
D E T e R T e el -
1.,.4,ﬂ i L ~gll J\J'l— - 5 | SR TN S, Pt i€ . -y 4 ] o1 te i <, ,i..Luiilw i = : .i.\“uul.l
g AL Nty [T e N A B X &
e s [ , A, - 1 ! a , M= AT = =4
, ! i r . i 1 ! u | n o | Y [ Y | w{ ° =
ML ST T . - | i SERRY- SV I} " L L. A AU N WO Nt OO 5~ S
P W - s} b i = < b L - . VI _ L =
D 0 U .| N, . - i | I i ; : h - . 4 s § =
= | | NP I B P e e B T ] » o
SR T Ao, ISR DU © ST A ; H 0. N W HE I, L lew! | ..u Y
. W " i M.u_ lL i =Yy T ¥ i =
K ) I ad 4 ; | 2 ! S !
P - | i ad
BE z s l
b , ~ |

|
|

a.
[

{
e

\CQ
youn

3

* ba)

W
(
LS

]
4
'
t
|

;
A=)
-
|

o ?

4
I

i1 .

P
|

NMUESTHMER /RN (32

!
L Wdp |

) Coudpy - P

-

A
ﬁ
\

WM A
(L
we |
wls
=Gl

|

i (251 8]
Y L P
A

I

L
PR A,

[ 2
L2
Ad

N

i
5

\
k4
i
)+ AL
e
N
lo
gl 2 lall

-
)

)

)
H)

)



H

l
N1 |

N =
i1 -

3
|

i?j\
i__r e
12
S S
T

L..,__*__ o] 12
dfd
N B |
radtus K
':Y‘oj

1
1
|
|
SO [ .
1
I S B 7_-
a
Z
[4

) N (NP EUSUN SRS SRS NS 21

-
o
o

id

)

all
lans

f
T lans4l

”
-
J

5] f e N ENPIOT.
| i 3 i | - | i f
| i A | i Pl P =5 _ |
Ay .-t . S ‘J i e & S - _ i ! ! | e B |
- . Celd | J R BERR Lo =3 RN
— SN SR S S A SSS . | s ! &L —— — t | - 4_ I g _l\.i.l_q e thu‘l
, | L= ] - | al Lo W Hil b = s
— T/ == T 2 I et T 2
AL e Ry \ [~ || S | un SR
—f et L i Pt 1 ﬁ I ¥ T | w i
| § . |
h |
{ |

.
) S S S

la Wi

of 4
N\
|
4
|
{

Vo gant: IEEEREE

|
oo ¢

BN Y]
v A
LS

2:(
+ Kones ey

!
0 Lo €
A

1=
|
Lo

l |
|
Lo
ad
a
e
n-uygi)
] —-),_,Ai'-,j S 8
o
o
YY)

=)0

__F‘_
N S A N
|
L
1
|
+
K,
g
.& i e o
.
L
'L i
|
l
|
aid
4"

N3

Jl
RN

ot
"
(]
g
YA

Wux qu

-Xo
jn
A
-

A

[eippefen AU

l

Gerxad™ 1

T
I
Bara

)| Olads Uﬁ -R0) |
|
¢
I
g

g

r
p}»\

i ) |
sday s _J — B S|

=

.
=
—+
]
Af
N (n+4
|
:
B
A\l
HRY)
[

L}

¢

¢
P~P
!

RN

3
=
%)

(IR
S
an
|
|
|
}
s
-
L
L
YURLY
i
AU )Y -
A"
|
|
|
Lo
|
D) a\x?
|
I
S
Lo
1L
e
I 1
¥
: I
P
Ll
t |
Far
-

kw2, |

“o
|
8

4) 1Qa4
)
o erheen |
(t ra
Lo
e ]
Nt 4
)
U

=4
i
i
e Adin
M

{
+g—-

r

/

|
|
|
i
1
|
1
}
|
..1“
4
|
—

el oo

m
it

ey
=3 K <

Shep 5

xpf'\;:i g

|

.
So.
5 g ‘
SNSRI
1
)

4
|
I
L
i
|
|
I



—
i | : i

B S SN SO PR SO A i

bt e T

| |
N S - S 4 T U, VSN W SO B —
: A w A i : + W A ﬁ : , A. = e DN, WSS WVUS oy S P S S = i
| ,, ” ~ e
e U S R S S 4 ——— i : { = | ;
_ w ‘ — b Sl —d S-S S v o) o N !
. , , : _ - - sk SO s A -

SRR S e = ST SESRSST SN U (R s oo SN S O ; } : i t ) i : . i
, ! : . ' : ey iy SRS SO T O S N SRR, S SN S | D |
, ~ | i i : i ; | ! ! : i , : ¢ 4 = SRS (I WS S | | S (o N

H 1} -
| i i ; |

|
TN , e e e e e : .
L..ii,...y call J P »(}iu - T Al , o N . 4 - 4 | | ;I W _, ¢ “ 5 M. | . _
i , , ” . ; U ‘ B R B TI!.WI-, e R NSNS (SO SP: ——, S
A .

!
0 N

et 3 .ILAIm,xiz e cmealle J,f'!.wt.!.h ;ILH ,-IWyWV‘ .

T T

S RS SO S S 1_,_ T SO B N )

el . o H . &;(f .Y.m —M‘.}p maive.




s S e
1!. klf?'r Ql.r-.li(l]l.Lr;:,

\ny !
l
i
[

» i i - e
e ST SR P IS S | =i 9 ,
: T i
4 { ! \rnt - — &
| X
] : A
s R S S |
; . , =i T g
] ] B Y i |..J_ ! | L e
i H | i i s> : - . £
S SSLA S SR e T i | i
N o ! | B - i ~ .(er S -
, et RN 1] 2 o
M . D e SR e (P
s e _— Y i ¢ 1 | i “N
¥ b e t— 1 o
SRR | R T e B
- oo — | : = i
i | _ L L)
o = SRR AR ;
o oad . 30
o d ] el
I | KR
- I SN, O 4
] | "
- L_l .Jd -

T
— _l|¢+.&hilx
] I.n.‘uﬂ._.

T T e I&!L.F Iwmw-lwwfui ‘ff
_ i,,n.u*!,i.” ,_lf ‘w L_I .L lL:\ , .,.! _.RA 0. _I:AA .

amd _ ~ |

FA ! |l ! ﬁ m
1 . “ ) g B S ) lc‘ln_rw‘ul‘ S S S [L.]Illl&l“
SASTR & AN PSS NN N O S I e B A T ! A

— 3 dscis

A.,. L., ] ,y /, H m m
|
|

o _ 1o
122 | .Q/léf%l» LY.\
= T N=i ¢ N<

|

- ,.* ‘ S N S, I Tr! rliL!ITJrLIi ilrlL — lL|lJIJ|||1

S SR SO s i RS I T | : ! | i ' i i ! ! ! i ! i
T P A S B e : B B | N i | P
- | | | i i i i | ) i i . i i I i T i 1 i T H 1 i -+ l s L S S
i i i | |

IS S T < | ! L |




e | g5 T T i1 ENRE T
I 7 T T | _ T 1 i 1 | W
w ') N | ‘ ‘ / | A N N . . , _ L _ - [ S
P b | R i ! T _ i | T
el doges e d S | ! } - ; I b — ! I ! oy A =
— S , i _ ~ | i l.t\ i ! i ” i i ! ~ i
= e W SSURNPOR USSR SR H , L E e —+ e - . (- - . A e
. | ! Jﬂ : | | ,ﬂ | i _ ! | ! | | ﬁ | i i
| L _ L P . L | L ,
! | i | s | ® m | | i | P | | s
) | | - L ! | | i ! ) ; | - bl i _
, RN | T o | |
_ PR B 2 4 i | . ! ! .m i | | ltxp,!«;_ SN I - I i H ol o oyt sy O
Eo i : i e , : , . & A i : [
e /B - LI N t" i i H T 4 i ; " i - i H ) e | i ,
A M RN EEEEEFEEEEEEEEEE | |
PRSIPTPN. S (O TOO (R S SV P . 4 S : by — -t | — : Lol — SR SRR SN | VRS, B IS ut
HENEERRERE. BEEEEENERNEEEEEEEEENENEEEN 1]
- S SR SRS S NN T SRS S + 4 ; N : ; N ' - i s e -
T P | Y o o X TR | RN L
" i ! } | ! | ! | | | | i I j ; J ol S ST, S I
BT UME TN SN S S Mk A I e S T T 1 Al I W | I ,
i ) ! i | | ! Q | < “ M A _ m n T., | | ¥ : i ! ” | { ; ¢ | ' ) :
N T S S S A me ,, | T - — I_| 1 g P T e " -
| RER | @~ HEE HENERENE NN
e S B st T e B i _, , A_ T bﬂ i = I I R A T R o
, # T ey B | el | L e~ L N - L 5 2
e PSRN SN S - - : e : * + ,.IJ?‘.I. ..|‘m|,.|.?!. “+ . —_ i 1 , ; .,
o ERREENE: b rd B IR i< 4 A P3N IS R
= T ey i wl»H\| }Ll( | | AW { | | M i i — | J | _um | | Eﬂ ! ”, ! ,
¥ .WA SO Y T - . % oy N T o cp” ‘L/N | ﬂ_ . - AU S
i 4 oM< . ,
.

b »‘ =
5

L Ase !
e d

, ,,A i | ; | i i |
Elha NN Lt . — pe. + LA L 1 !
Bl L “ | d | L < | e N R
- - EETEEEG RN .
e T - [ W« 2 »Q_: | e ,a fccal M ..é., | j = SO PO .
! _U A Pt Hem T o LRt LT | Pl Lo r4 I
it ; 1 : ﬂ LJ_ ,, - 4, by H , \4— 5 iy _ ] ; 2 i 11% R - +
QIS R m. b BN S [ S N , e iR NI . .
tt . e (— : TR Y A =
TRl A EEREREFYERENEE I EEEL RN
S-S - T R e R e e T
e N s R - - , , _I.«i.‘ﬂ,ls““ ‘, AU H T %.. N N B
e ] BEE BEEEENERNC-EENE IR
TP S— N “Scl + S B e t ¢ . ._- : + > . m.nwﬂk' i L + — B
TE =INNNL | HEESEERNEEAS RN | _
Bt S S oo S S B A T T _ 1o —— i 4 =
L = N I T R ST N R A 7.\ SR o SRS SN ST,
& = : TR (T ! T el e 7 IN=a Kl = m b =
. l\ : I i ; | i .| ! I N L!LQvllliL,i{ ot e gl e
— | BEERANE | ” N = - N > ] , Qn
B et essurmeence AR ANE HE N S | 8 NSRS U PG S SRS IO UM .3 .-+ B t i Lt 4O B S e S—
d i I 1 11 | 1 | _,WL_, - i : : | m : -
" ; , .2 . | - b le) | | e . Ly I W N WY,  H—
e : : aaad + &gz = o — z =
. i i e 1 O\ | i ! | ] | | ! : C) | ! 2 a
" Lt ekl | . Bt BT o ¢ 1 : el S
- R~ 41 B : 5 T U N OO I B e P i =1
i i ) il i : \ .; | )
P v 3 ! \,Im.uo.{,f T GV — = WL, L,,,..MVL e i < | e l...us\i,f ) 0w — L ﬁ& - T
: : | ; i , v e | t ; i | | i i | i : i | N ] :
2 LA L LSt 52 Ll 1L . LECIN -
Sy %4 ‘ TN ‘ |
SR x M | ..!m i .
n'qu¢\‘ ¥ -

<
Fex
I
(L
Y
—
3
t
{w



ny |

[ 1 40

|

Lo
|

JUA T
| i
|

]
Le

LL .
:
Ll_

VAN
.
[

‘t]w

J

!
)

Uy up

I
L

Ny |

.
-
P e
=
1.._\/” S
i
i~ N
P W
o~ o
—— ~ o
—t,
F o
T

e e
e g 5 [—— S N
< ﬁx&mw mMM L_,mm. b e
S A O Bis TR B
BERENER <) —
R e




i i
i i |
5 VOSSO SOV [VBVROOR RO IOV UM SUMOOE SOV SN SO U S
= U e i e <
. , \
ek TS I |
i ! i
i i
[
.
|
1
i i

|

A

3

1

A @al

foates

.
Lo L
onGran

N W

M
7
)




)
® S| . 4

. _.:.L-Irfﬁxsil.-;l!JTi

Lo

VT

AL+
e

o HANG D

l

£

NS O

\

]
f{.

ﬁ..4’$ !
bl

.

R

|

- ‘T‘“‘ -

i

P Sy

e Lol




-~ N
S

L - SN
o T~ B . )
= Dol b
b i i S tl\L_ B o

- | ' )
M. Y-~ WQ_W Bl
E R
W - U R ,

b 2 _— .
& < s o i
ot LAY
3 Raat
2 N )
M‘ . . .
S K ‘
W & =
2 i




N
e S
!
S

E S

N,




? T " - T T T T T T Y T e N e
| C BN B B |
. - . - L : :
1 N A I R bbb | | m ,
; b e dll o i o Y S S N | i N
e 0 T B R R ¥ T i - -
! , oo i i b
S~ B! et e i S SRR SO S stz ey ot I
[ : ! H
i ks ,ﬁ i | i
N |
N
s -
<

o

l
|

Jhae Al 1t

.

o,

S

£

- _,a '7:*

|
|
|

L | (bowris)

L
|

3

lenx




Afur o € No
(Ava
A0

nomwue  Keuw

] e S

L - - N_— - E [ | = 5 - -
1 B P i oot : A , R
,, : ,
S 1 - - 4 — ,n;
T — - g . - e - =
of - ,‘.:v ! {
e it - 4 d : ARy, e o NE s | -
LA , : , , a
. Sy -y . e 1 e o + i e = . ;
i o : e t T
< AN o T U N T O O O £~
= P | . . K.
- m o A s - . = ..M.!l. ity IL_” - - - il o B B B b ‘Q s
e - . A% < = . J— . - el - " R "
i | | | .l-(
##1 - 3 VI S, - - \W. - - i = = ¥ H - =
: - 5 S . N , 1 SN O T N A UK SOV N S SSPON S R P SO VA
= \-’ o ol ILW i i %\', | H i H i §
X " = B R <4 L . . S S S,
N p>
=3 =
e V—



R

BB B

a
|

nnt

. S~

|

( |

S S ST S
. e RN S

o

G, :

|

SR S S (U SO T

ol

] 1 D
! I vy ! { h |
4SSN & o IS SN T S

I
i

BEREE
T Bt S LS|

|
} ! i i ool i ! Vo | !

.Li.mxwh.ll l,l:?i»‘ — ._v L

,_
j

e

i Jicriecls
! P JE
Ly i s i
i : | |

: e

i

B,

i,

( . .!_,Muxh - gy S

= b

FE S

N S N

e et e

S e S S

e SRS NSRS S S S



