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Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

Proposition 1. Fir alleqe Q ist 19=1.

Beweis. Sei ¢ = = mit m € Z und n € N. Wir erhalten dann, dass 19 =
n m _ n —

==t :
Proposition 2. Seien a,b € R, a > 0, b > 0 und seien g,7 € Q. Dann
gelten:

(1) a%"" = a%a’ .

al

2) a7 = —.

@) e =2

(3) (a)" =a”.

(4) (ab)? = a%0?.

0 (-3

Beweis. Es seien g = ™ und r = ’1’:—22 mit m;,me € Z und ny,ny; € N. Die
Funktionen z — z™"2 und z + 2™ sind bijektive Funktionen (0, +00) —

(0, +00).
(1) Hierist ¢ +r = murztmm. Wir erhalten
adtr nin2 . pminztmeny _ am™nzgmine
( &7 )
= "1 gmingFtman]
= ( a™ )nz( a™2 )‘n1 — ( "‘1/am1)n1n2( "e/amg)mnz s (aan)mnz .
=("Ya™1 )1 =( "Q/amz)"z =a9 =aT
Nachdem z — z™"2 bijektiv ist, ergibt sich daraus, dass a9 = a9’ gilt.
(2) Daa?"a” = a%"*" = a9, ergibt sich, dass a9 " = 2 gilt.
wegen (1) 4

(3) Es ist gr = 732 und deshalb

(@)™ =( @), )™ =((%/@m™)")" = (@) =

Y N ———
=" (a,q)mZ :(aq)m2
s g\many __ q ni\mz __ n/ ama " mz_ my\mz __
= (a)™™ = (( &? )")™ = (("Va = (a™)™ =
=" e
nin2
= g™ m2 — ( "1ﬂ,€/am1m2) — (aqr)nmz '
S—— N,
(nln?/a_"{sz)nln2 :a”r:l:]? =T

Weil z — ™" bijektiv ist, folgt daraus, dass (a9)" = a?" gilt.

1



2 POTENZFUNKTIONEN

(4) Wir erhalten

( (ab)? )" = (" (ab)ml)n =lal)f= g™ pm _
="\/\%l‘ =("?a:%)"l z(rq/\(:n—/l)"l
= (@)"l (l\/ér_"__l/) " = (aq)nl (bQ)nl — (aqbq)’” )
=qd —ba

Da z — 2™ bijektiv ist, ergibt sich, dass (ab)? = a%? gilt.
(5) Wegen (£)'p7 = (20)? = a? erhalten wir (2)" = o O

wegen (4)
Proposition 3. Seien a,b € R mit 0 < a < b und sei g € Q.
(1) Falls ¢ > 0 ist, dann gilt 0 < a7 < b7
(2) Falls ¢ <0 ist, dann gilt a? > b7 > 0.

Beweis. (1) Es sei ¢ = 2 mit m € Z und n € N. Wegen g > 0 ist m > 0.
Daher ist 0 < a™ < b™, und deshalb 0 < /a™ < ¥/b™. Somit ist 0 < a? < b9,

=ad =be
2) Da q¢ < 0 ist, gilt —g > 0. Wegen (1) gilt daher 0 < a~9 < b~9. Es ist
e8!
a9 =q"¢ .. N a7 = a5 und deshalb auch 5= = . Also ist
0 < -; < &, woraus sich a? > 0, b > 0 und ¥? < a? ergeben. O

Proposition 4. Seia € R, a > 0, und seien ¢, € Q mit g<r.
(1) Falls a > 1 ist, dann gilt a? < a" .
(2) Falls a <1 ist, dann gilt a? > a” .

Beweis. (1) Da ¢ < r gilt, ist 7 — g > 0. Aus a > 1 folgt wegen (1) von
Proposition 3, dass 1”79 < a" 9. Nach Proposition 1 ist 179 = 1, und aus (2)
von Proposition 2 folgt, dass ™9 = %} gilt. Somit erhalten wir 1 = 1779 <
a’"~9 = % woraus sich a? < a” ergibt.

(2) Aus 0 < a <1 folgt, dass 1 > 1 gilt. Wegen (1) erhiilt man (3)* < (%)T
Es ist

14 1

1 q
(a) nach (5) von Proposition 2 a9 wegen Proposition 1 9 ’

und daher auch (1)" = 1. Das ergibt 4 <X unddaa?>0unda" >0
gelten, erhalten wir daraus a” < af. ]



POTENZFUNKTIONEN 3

Potenzfunktionen mit reellen Exponenten

Proposition 5. Seien a,b € R, a > 0, b > 0 und seien z,y € R. Dann
gelten.:

(1) & =ag%a¥.

(3) (ab)® = a®® .

0 (-5

Beweis. Es seien (g,)nen und (Tn)nen Folgen in Q mit lim,,_,., ¢n = z und
lim, ,o 7, = y. Dann ist auch (@n + Tn)nen eine Folge in Q und es gilt
lim, ,00(gn +7m) = z + y.

(1) Weil (g, + r,) — x + y erhalten wir

Tty __ 13 gn+Tn — 1 an Tn __ T, Y
e’ = lim a = lim @ a™ = a%aY.
n—00 S~ n—00 ~~
=a%ma’ (wegen (1) von Proposition 2) —a® —a¥
(2) Aus a® V@Y = @ ¥t = g% erhalten wir a®Y — o,
wegen (1) a
(3) Es ist
(ab)® = lim (ab)i = lim a% ™" = a%b".
n—00 N e n—00 S~~~
z
=ambin (wegen (4) von Proposition 2) —a* ob®
’ z T ; ; z z
(4) Weil ($)"b® = (2b)" = a® ergibt sich (8)" =£. O
wegen (3)

Lemma 1. Seiena,z € R. Wenna>1 undz > 0 gelten, dann ist a® > 1.

Beweis. Nachdem z > 0 und Q dicht in R liegt, gibt es ein ¢ € Q mit
0 < g < z. Wegen (1) von Proposition 3 ist a? > 19 = 1. Da

nach Proposition 1
a” =sup{a” : 7 € Q,q < z} ist a® > a? > 1. a
Proposition 6. Seien a,b€ R mit 0 < a < b und sei z € R.
(1) Falls z > 0 ist, dann gilt 0 < a® < b* .
(2) Falls x <0 ist, dann gilt a® > b* > 0.



4 POTENZFUNKTIONEN

Beweis. (1) Wegen 0 < a < b ist %> 1. Nach Lemma 1 ist

b\* b*
I = =
a nach (4) von Proposition 5 q%

Weil a® > 0 ist, erhdlt man daraus, dass a® < b* gilt.
(2) Da = < 0 ist, erhalten wir —z > 0. Nach (1) gilt 0 < a™® < b~*. Es ist
0

% = g2 = & = L und somit auch p* = &. Daher
wegen (2) aus Proposition 5 ¢ a
ist 0 < ;& < . Wegen a® > 0, b* > 0 erhalten wir daraus b° < g O

Proposition 7. Seia € R, a > 0, und seien z,y€E R mitz <y.
(1) Falls a > 1 ist, dann gilt a® < o¥ .
(2) Falls a < 1 ist, dann gilt a® > a¥ .

Beweis. (1) Ausz < yfolgty —z > 0. Weil @ > 1 ist, gilt nach Lemma 1,

dass 1 < q¥~* = | 2% Daraus erhilt man wegen a® > 0, dass
a® )
nach (2) von Proposition 5

a® < a¥ gilt.
(2) Nachdem 0 < a < 1 ist, gilt 2 > 1. Wegen (1) ergibt sich (2)° < ()~
Es ist .
=~
1\° B !
a nach (4) von—Proposition 5 a% a®

und deshalb auch (1)¥ = L. Also ist &+ < . Weil a® > 0 und a¥ > 0, erhilt
man daraus a? < aZ. O
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Gleichmiéfiige Stetigkeit

Definition. Sei A C R® nichtleer und sei f : A — R eine Funktion. Dann
heiflt f gleichméafig stetig, wenn Ve > 03§ > 0Vz,y € M mit |z —y| < § :

[f(z) — fy)] <e.

Es hingt ¢ also nur von f und ¢ ab, wiahrend es bei der Stetigkeit noch
zusétzlich von z abhéngt.
Beispiel. Die Funktion f : R = R, f(z) := az + b ist gleichméaRig stetig.

Sei € > 0. Wahle 6 := —=~. Seien z,y € R so, dass |z — y| < 6. Dann ist

Jal+1°
_ a2 — ) = lallz — la|
1f(z) = f(9)] = |(az +b) — (ay +B)| = |a(z — )| = |a||z — y| < TS i
<& \—?T-/

Beispiel. Definiere f : R — R durch f(z) := z2. Dann ist f nicht gleichmiRig
stetig.
Setze €9 := 1. Sei 6 > 0. Wiahle z := % und y = %+ g. Dann gelten
e —yl=§ <dund|f(s) - fly) |=2+F21=c0
~~ ~~
=%  =F+2+8
Beispiel. Es sei f : (0,1] = R durch f(z) := sin 1 definiert. Dann ist f nicht
gleichmégRig stetig.
Setze € := 1. Fiir n € N definiere a, := 35— und b, := z—5—. Dann
2 3 mn
gilt a, — b, - 0—0=0. Sei 6 > 0. Es gibt dann ein n mit |a, — b,| < 9.
Wegen f(an) = sin(§ + 27n) = 1 und f(b,) = sin(3 + 27n) = —1 ist
|f(an) = f(ba)| =11 — (-1)| =2 > 1 =¢o.
P'roposition 1. Es sei A C R® nichtleer, f1, fo : A = R" seien gleichmdfiig
stetige Funktionen, und o3, a2 € R. Dann ist a; fi + az fo gleichmdfig stetig.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es ein § > 0, sodass

|/1(z) — ()l < und | f2(z) — f2(y)]

€

E
i ———— < R R S
|a1|+|a2|+1 |01l+|02|+1

fiir alle z,y € A mit |z — y| < J gelten. Seien z,y € A so, dass |z — y| < 4.
Dann gilt

(e fi + a2fa)(z) — (e fr + a2 fo)(y)] <

. o + [z
< lenllfale) = 0] + loal o) — faw)] < e
N e N, i e
<aTlazFt SEWe
Deshalb ist o4 f1 + a2 fo gleichmiRig stetig. ' ]

1



2 GLEICHMASSIGE STETIGKEIT

Proposition 2. Es sei A C R** und B C R*2. Weiters seien f: A — B und
g : B = R*® gleichmdfig stetig. Dann ist g o f gleichmafsig stetig.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es ein 7 > 0, sodass fiir u,,u; € B mit
|uy — ug| < n die Eigenschaft |g(u;) — g(u2)| < € gilt. Auferdem gibt es ein
d > 0, sodass |f(v1) — f(v2)| < n fiir alle v;,v2 € A mit |v; — v,] < 7 gilt.
Seien z,y € A mit |z — y| < 4. Dann ist |f(z) — f(y)|] < 7. Deshalb ist
[(go f)(z) = (g0 /)Y = l9(f(z)) - 9(F (W)l <e. O

Proposition 3. Seien I,J C R Intervalle mit INJ # . Weiters sei f :
TUJ = R® eine Funktion. Wenn f l ; und f I ; gleichmdpig stetig sind, dann

ist f gleichmdfig stetig.

Beweis. Sei € > 0. Dann gibt es d,,d, > 0, sodass |f(z) — f(y)| < § fiir
alle z,y € I mit |z — y| < 6 und |f(z) — f(y)| < § fiir alle z,y € J mit
|z — y| < 0, gelten. Setze § := min{é,,d,}>0. Seien z,y € I U J so, dass
|z —y| < 4.

1. Fall: z,y € I. Dann ist |f(z) — f(y)| < § <e.

2. Foll: z,y € J. Dann ist |f(z) — f(y)| < § <e.

3. Fall. x € I und y € J, bzw. z € J und y € I. Wir kénnen ohne
Beschrankung der Allgemeinheit z € I, y € J und z < y annehmen. Dann
gibteseinu € INJmitz <u<y Esistz,u€l,|z—u| <|z—y| <4, und
daher |f(z)— f(u)| < §. Ebenso ist u,y € I, [u—y| < |z—y| < 4, und deshalb
|(u) = F(5)] < & Somit ist |£(z) — (u)] < |£(z) — F(w)] + | (w) - 1(¥)] <

N

<% <

[0

E. [l
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Der Satz von Taylor

Wir wollen eine Funktion f durch ein Polynom p ,approximieren“. Da-
bei sollen an der Stelle 2y der Funktionswert, sowie alle Ableitungen bis zur
n-ten mit denjenigen der Funktion iibereinstimmen. Man kann sich iiberle-

gen, dass p(z) = f(z0) + L8 (¢ — z0) + LE(z — 20)? + -+ + L5 (z -

To)" = D i ﬂJ—)J(,—””Q(x — 7o)’ gelten muss. Den entstehenden Fehler definie-

ren wir als Ry(z,20) = f(z) — Y7 %‘Q(:p — 1p)?, und daher erhalten

wir f(z) = 377, f—(%(,—@(:v — 30)? + R, (z,z0). Es ist jetzt wichtig fiir dieses
sogenannte Restglied R,(z,7o) eine Darstellung anzugeben, mit deren Hil-
fe es abgeschitzt werden kann. Diese Resultate werden der Satz von Taylor
genannt.

Fiir drei reelle Zahlen z;, x> und y sagen wir, dass y zwischen z; und z,
liegt, falls 17 <y < zo im Fall z; < 25, 2o <y <z —11im Fall zo < z; und
Yy = 1 = Z im Fall z; = z, gilt.

Proposition 1. Sein € N, sei f : (a,b) = R eine (n+1)-mal differenzierbare
Funktion, und sei o € (a,b). Dann gibt es fir jedes x € (a,b) ein £ zwischen
z und g, sodass

n L 6) (2,  f) 1
s@) =3 gy EE ) o et

=0
gilt (also R, (z,z0) = %,Q(x — 3o)" ).

Beweis. Fiir z = z, ist die behauptete Formel offensichtlich richtig. Deshalb
nehmen wir im Folgenden = # x4 an. Fixiere z € (a,b) mit z # zo. Definiere
fir y € (a,b) die Funktionen g und h durch g(y) := Rn(z,y) = f(z) —
D LJ;,QQ(z — y)J und h(y) := (z — y)"*'. Die Funktionen g und h sind
stetig. Es gelten g(zo) = Ra(z,xo) und g(z) = 0. Weiters ist

/ n (G+1) ) (9) .
9 @y) = —fé;g) = Z(f—@(x -y) + f—.,@j(x - y)]”1(~1)) =

g! g!

(7) ;

i=1

-1 : .
« U () ) R e WAUC), -1 _
1 19y
(n+1) ‘



2 SATZ VON TAYLOR

Auferdem gelten h(zg) = (z — o)™ # 0, h(z) = 0 und A'(y) = (n+1)(z —
y)"(—1) = —=(n+1)(z — y)" # 0 fiir alle y # z. Nach dem Verallgemeinerten

Mittelwertsatz gibt es ein & zwischen z und z, mit %%% hJ’(Z% Es ist

9(z) —g(z0) _ 0= Rn(z,20) _ Rn(z, )

h(z) — h(zo) 0 — (z — zo)"+! ~ (z — zp)+!

und -
g€ -THl@-or  fng e

W(E)  —(n+1)(z—&m (n+Dnl (n+1)

Daraus erhalten wir R, (z,zo) = £ 2::1))('0 (z — xo)}zﬂ. o

Eine andere Darstellung des restgliedes erhilt man mit Integralen. Wir
formulieren und beweisen dieses Resultat der Vollstindigkeit halber an dieser
Stelle, obwohl Integrale eigentlich erst spiter besprochen werden.

Proposition 2. Sein € Ny, sei f : (a,b) — R eine (n + 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion, und sei zo € (a,b). Fiir jedes = € (a,b) gilt dann,

dass
2L @ (g _ ¢ £(n+1)
f(;z):zf___(i_)(a;_xo)]_'_/ ‘fn—!(t)(x—t)ndt

(also Ry (z,20) = [ M —t)"dt).
Beweis. Wir beweisen dleses Resultat durch Induktion nach n. Im Falln = 0
gilt nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung, dass

f(zo) /f t)dt = M( —t)%dt

womit die gewiinschte Formel in diesem Fall gezelgt ist.
Jetzt sei n > 0. Nach Induktionsvoraussetzung ist

m1 £0) (g, or 1
i) = Zf%( - /(f (i( gy,

7=0

Durch partielle Integration erhilt man

L ety 00,

(n+1)
/ 70 (g =

zo (n—1)! e
—0- < f(";(,”‘"")(x—xo)"> +/mi(nL')()(:r—t)"dt:
(")(900) 20)" + / f("“) ot
Somit ist f(z) = 37 Oﬂj!ﬂl( —mo) + [ M( £)™ dt. O
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