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Bezeichnet man die zum Zeitpunkt ¢ vorhandene Stoffmenge eines radioaktiven Stoffes

mit z(t), so lautet das radioaktive Zerfallsgesetz & = —kx , wobei k eine vom Stoff abhén-

gige Konstante ist (siehe Vorlesung). Die zum Zeitpunkt 0 vorhandene Stoffmenge sei x.

Als Halbwertszeit T des Stoffes wird jene Zeit bezeichnet, zu der nur mehr die Hélfte der

urspriinglich vorhandenen Stoffmenge vorhanden ist, also z(T') = % gilt.

a)  Wie sieht die Losung der obigen Differenzialgleichung aus (siehe Vorlesung)?

b)  Zeige, dass x(t+T) = % fiir alle ¢t € R gilt. Wie kann man dieses Ergebnis inter-
pretieren?

¢)  Finde eine Formel fiir die Halbwertszeit T, falls man k als bekannt voraussetzt.

d)  Wenn die Halbwertszeit T' bekannt ist, wie kann man k berechnen?

e)  Wird man praktisch (also durch Messungen) eher k oder T feststellen kénnen?

Ein (zu) einfaches Modell zum Populationswachstum: Mit x(t) werde die Bevolkerungszahl
zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Man nimmt an, dass die Bevolkerungszunahme proportional
zur vorhandenen Bevolkerung ist, also dass & = ax gilt. Berechne die Funktion x(t). Was
ergibt t£+moox(t)?

Lose die Differenzialgleichung: & = —6x + 15y, y = 15z + 10y, 2(0) = 19 und y(0) = 9.

Bestimme alle Funktionen z(t) und y(t) fiir die & = 172 — 4y, y = 40z — 9y, x(0) = 0 und
y(0) =9 gilt.
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Es seien A und B zwei reelle n x n-Matrizen, und v € R". Auf einem Computer soll ABv

ausgerechnet werden (die Eintragungen von A, B und v seien bereits auf dem Computer

abgespeichert). Da die notwendigen Additionen in Vergleich zu den Multiplikationen einen

extrem geringen Zeitaufwand bendtigen, vernachléssigen wir sie, das heifst wir tun so, als

ob die fiir eine Addition notwendige Zeit 0 wire. In den folgenden Fallen bestimme den

(ungefahren) Zeitaufwand um (AB)v, sowie um A(Bv) zu berechnen (suche jeweils dem

Ergebnis angepasste Einheiten, um das Ergebnis auszudriicken).

a)  Zunichst sei n = 10000 (also n = 10*) und unser Computer schaffe 10° Multiplika-
tionen (also 1 Milliarde) pro Sekunde.

b)  Jetzt sei n = 10° (also 1 Million) und die Computerkapazitit betrage 10 Multipli-
kationen pro Sekunde.

¢)  Schlieklich sei n = 10° und der Computer schaffe 10'° Multiplikationen pro Sekunde.

Betrachte einen Computer, der Zahlen (Dezimalzahlen) auf 4 Stellen (Gleitkommadarstel-
lung) darstellen kann. Beim Durchfiihren einer Rechenoperation rechnet der Computer
zunéchst intern das genaue Ergebnis aus, und rundet dieses (nach den iiblichen Regeln)
auf 4 Stellen (dieses vierstellige Ergebnis wird dann abgespeichert). Nun sei a = 24.73,
b= 4.678 und ¢ = 7.131. Welche Ergebnisse liefert unser Computer fiir (ab)c und a(bc)?

Nehmen wir wieder unseren Computer aus Beispiel 6). Es sei a = 36.72, b = 8.528 und
¢ = 4.238. Bestimme die Werte, die der Computer fiir (a + b)c und ac + be liefert (dabei ist
wie {iblich ac + bc als (ac) + (bc) zu lesen).

Noch einmal betrachten wir den Computer aus Beispiel 6). Es sei a = 81.57 und b =

6.874 x 1076,

a)  Berechne den Wert, den der Computer fiir a + b erhilt.

b)  Welche x € R erfiillen die Gleichung a + = = a?

¢)  Finde eine Zahl ¢ (im Computer darstellbar), sodass der Computer ein Ergebnis ¢+ b
liefert, das ungleich c ist.

d)  Suche eine (im Computer darstellbare) Zahl d, sodass der Computer fiir a+d denselben
Wert wie d erhélt.

51 2
Die auf {x € R : 2 > 0} definierte Funktion f(z):= :z:((3 + ) - 9) werde ausgewertet,
x

indem man zunéchst w; := %, dann ws := 3+ w;, dann ws := wy?, dann wy = w3 — 9, und

schlieklich f(z) = zw, berechnet. Wir beniitzen einen Computer, der Zahlen auf 5 Stellen

(Gleitkommadarstellung) darstellen kann, und der analog wie in Beispiel 6) beschrieben

rechnet.

a)  Welche Werte liefert unser Computer fiir f(100), f(10000) und f(1000000)? Verglei-
che diese Werte mit den tatsdchlichen Funktionswerten.

b) Finde den Wert fiir mggloo f(x), den wir erhalten, wenn wir mit diesem Computer

versuchen diesen Grenzwert auszurechnen.
¢) Berechne lim f(z).
r——+00
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10) Betrachte die auf {z € R: x > 1} definierte Funktion f(x):= \/x + - - \/x - —.
T

11)

12)

13)

a)
b)

c)
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x
Kann die direkte Auswertung dieser Ausdriicke fiir grofe x zu ,,Ausléschung” fithren?

Finde einen zu f(x) dquivalenten Ausdruck, der fiir groke z nicht zu ,,Ausléschung®
fiihrt.

Ein Computer kann Zahlen auf 8 Stellen (Gleitkommadarstellung) darstellen, und
rechnet analog wie in Beispiel 6) beschrieben (auch die Quadratwurzel wird zunéchst
auf mehr Stellen genau ausgerechnet, und dann gerundet). Bestimme die Werte, die
dieser Computer fiir f(1000) liefert, und zwar sowohl mit der direkten Methode (wie
in Beispiel a)), als auch mit der in Beispiel b) gefundenen Methode. Weiters vergleiche
diese Ergebnisse mit dem tatsdchlichen Wert von f(1000).

Mit einem Computer, der Zahlen auf 3 Stellen (Gleitkommadarstellung) darstellen

kann, und der analog wie in Beispiel 6) beschrieben rechnet, wird Z — berechnet.

n=1
Finde den Wert, den man dabei erhélt.

<1

Welchen exakten Wert erhélt man fiir Z — 7 Vergleiche den numerischen Wert dieser
n=1 n

Losung mit dem Ergebnis von Beispiel a).

Hinweis: Wenn man das Ergebnis dieser Reihe nicht weift, dann kann man es mit
einem Computer, etwa unter Verwendung von Mathematica, bestimmen.

Lose das folgende lineare Gleichungssystem mit dem Gauf-Verfahren:

$1+3JI2— T3+ Ty = 7,
2[L‘1+7I2+ JZ3+3ZL’4: 217
Ty + 4wy + 3x3 + 44 = 3,
3$1+7$2—7$3+41‘4:—8.

Mit Hilfe des Gaufs-Verfahrens 16se das Gleichungssystem
I1+3$2+2ZL‘3+ ZL‘4-21’5:3,
201 + Txo +4x3 + dry — 25 =17,
r1 + 519 + 323 + 624 + 325 =4,
2I1 +6$2+3$3+4l’4—21}5:5,
3x1+8x2+91‘3+6x4+2x5:7.

1 3 2 1 =2
2 7 4 5 -1
Zu der Matrix A:=|1 5 3 6 3 bestimme eine untere Dreiecksmatrix L
2 6 3 4 =2
3 8 9 6 2
und eine obere Dreiecksmatrix R, sodass A = LR gilt.
1 3 2 1 =2
2 7 4 5 -1
Berechne det |1 5 3 6 3
2 6 3 4 -2
3 8 9 6 2
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Uns steht wieder der in Beispiel 6) beschriebene Computer zur Verfiigung. Unter ,Zuhilfe-

nahme“ dieses Computers 16se das folgende Gleichungssystem:
6.541 x 10732y + 4.147 x 1073 25 + 0.6871 x5 = 15.27 ,

31.28 21 + 197729 + 7.29523 = 1385,
8.257xy + 4.086 x9 + 4.439z3 = 378.3.

a)  Bestimme die Losungen des Gleichungssystems
T1 + 229 + 43 + 624 — 5 — 206 =4,
2x1 + 5x9 + 523 + 814 — 225 — 36 =5,
$1+3$2+2$3+5!L’4+ 1'5—2$6:5,
] + $2+5$3+5£L’4—41‘5+ .’136:9,
3x1 + Txo + 63 + 61y — 7205 — 2204 = 4,
201 + dxo + 43 + 44 — X5 — DTg =17 .

1 2 4 6 -1 -2
2 5 5 8 -2 -3
1 3 2 5 1 =2
b)  Berechne det L1 5 5 -4 1
3 7 6 6 =7 =2
2 5 4 4 -1 -5

a) Lose das Gleichungssystem
$1-3ZE2+2]I3+3!E4+2$5:6,
2$1—5$2+3I3+4$4+35E5:6,
3[171—7332—|-7ZE3+2{E4—|—3$5:7,
T1 + 229 — 63 — 314 + 325 = 2,
4xy — Txg + 623 — 224 + 45 =3 .

1 -3 2 3 2
2 =5 3 4 3
b) Berechne det (3 -7 7 2 3
1 2 -6 -3 3
4 -7 6 =2 4

Unter ,Zuhilfenahme* des in Beispiel 6) beschriebenen Computers bestimme die Losungen

des Gleichungssystems
17.83 21 + 10.64 x5 + 12.39 23 = 1729 ,

231821 + 1.39229 + 9.476 x5 = 883.6 ,
8.631x; +4.978 x5 + 15.79 23 = 1655 .

n
Es sei A = (a;x)}), eine diagonaldominante n x n-Matrix (d.h.: [a;;| > Y |a;x| fiir alle

k=1
k#j

j € {1,2,...,n}). Beweise, dass dann auch fiir r € {1,2,...,n} die im Gaufk-Verfahren
auftretenden Matrizen A, diagonaldominant sind.
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Betrachte die Matrix
57.93 8427 12.84 5.904
e 2.813 31.75 18.62 2.356
' 9.726 1.891 28.27 7.082

2.836 8.241 1.993 14.83
Fiir die Rechnungen in diesem Beispiel ,verwende* wieder den in Beispiel 6) beschriebenen

Computer.

a)  Untersuche, ob A diagonaldominant ist.

b)  Ist es sinnvoll fiir diese Matrix A das Gauf-Verfahren ohne Pivotsuche zu verwenden?

¢)  Berechne det A.

3581

2094

2659

793.5

e)  Mit einem Computer (etwa unter Verwendung von Mathematica) berechne genauere
numerische Werte fiir die Beispiele ¢) und d) und vergleiche diese mit den bei diesen
Beispielen bestimmten Ergebnissen.

d) Finde die Losung des Gleichungssystems Az =

Untersuche die folgenden Fragen fiir das Gleichungssystem
21 4+ 3z = 31,
332'1 — T9 = 39 s
31’1 + 52152 =—12 s
51’1 + 45172 = 1.
a)  Besitzt dieses Gleichungssystem eine (exakte) Losung?
b)  Was versteht man unter einer ,besten Losung” eines Gleichungssystems?
¢)  Finde die ,beste Losung” dieses Gleichungssystems.

Suche die ,beste Losung” des Gleichungssystems
r1+ To+ x3=12,
2$1+ l’2+3$3:20,
41’1+7l’2— ZE3=24,
3$1+4ZL’2+ ZL‘3:25

Fiir das Gleichungssystem

T+ To = 12 s
2331 + X9 = 15 s
Ty — X9 = 13 s
2.%1 — X9 = 16 s
4.751 — X2 = 20 y
31‘1 - 21’2 =1 s
bestimme die ,beste Losung®.
Von einer Funktion sind die Funktionswerte y; an den Stellen z; fiir j € {1,2,...,n} be-

kannt, wobein > 3 (das bedeuted: f(z;) = y; fiir j = 1,2,...,n). Wir wollen diese Funktion
durch ein Polynom vom Grad < 2 approximieren. Dabei suchen wir ein Polynom p(x) vom

Grad < 2, sodass Z(p(:vj) — yj>2 so klein wie moglich ist.
j=1

3
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a)  Beschreibe, wie man dabei vorgeht.
b) In der folgenden Tabelle findet man die Daten fiir eine Funktion, die an den Stellen
—1, 0, 1, 3 und 7 bekannt ist.

il1l2]3]4]5
ZL‘]‘ -1 0 1 3 7
y; |-33] 15| 37 |-72] 28

Finde in diesem konkreten Beispiel das oben beschriebene Polynom p(zx).

Finde die ,beste Losung” des linearen Gleichungssystems
T1+ To 4+ 2x3 =32,
r1 + 219 + 43 = 28,
201 + X9+ 2x3= T,
2131+ $2+2$3: 3.

Bestimme die ,beste Losung” des Gleichungssystems
T+ 2x9 + 13 =22,
2.131+ l’2+31’3:16,
51’1 + 51‘2 + 71’3 = 67,
4x1 + 629 + Dx3 =61 .

Berechne die ,beste Losung” des Gleichungssystems

x| + 172+2ZL‘3+ $4+4ZE5: 43,
21‘14—3[[24— $3—|—25L‘4 = 9,
611 + Tro + 2203 + 204 + 5= 25,
5r1 + 69 + 423 + S24 + 425 = 63
2I1+3$2+ T3+ X4+ x5= 32,
4x1 + 229 — x3 — 314 — 225 = —23

21‘2+2$3+5$4+ T5 = 65 .

Betrachte das Polynom p(z) := 2° — 132 4+ 12. Verwende das Horner-Schema um folgende
Aufgaben zu l6sen.

a)  Berechne p(2).

b)  Finde ein Polynom ¢(x) und eine Zahl a, sodass p(x) = (x - 2)q(x) + a gilt.

¢)  Bestimme die Nullstellen von p.

Fiir das Polynom p(z) := 22" — 72° — 92% + 82 + 3 berechne den Funktionswert p(7), so-
wie die Werte p™(7) der Ableitungen fiir n > 1. Weiters fiihre die Division mit Rest
von p(x) durch (x — 7) durch.

Es sei p(r) := 52° — 422* + 542* + 1282% — 992 — 126.
a)  Fiir n € Ny bestimme p™(1). b)  Finde die Nullstellen von p.
¢)  Fiihre die Division mit Rest von p durch (z — 1) durch.
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Bestimme die Nullstellen der folgenden Polynome.

a)  p(x):= 2"+ 31a* — 8242% + 2224z — 1680.

b)  p(z) = 22"+ 92° + 112% — 4. ¢) p(x) =242 — 502% — 232 + 21.
d)  p(z) :=32* — 172> — 2* + 652 — 50.

Definiere p(x) := 2% — 2° — 2822 + 10962° 4 322% — 4368z + 4320 .
a)  Bestimme die Werte p™(3) fiir n € No.

b)  Fiihre die Division mit Rest von p durch (z — 3) durch.

¢)  Berechne die Nullstellen von p.

Bestimme die allgemeine Losung von & = —3z + 4te”*' sint mit Hilfe eines passenden An-
satzes.

D . . . 32 2 2t (12
Betrachte die Differenzialgleichung @ = (2 3) x+te (15)

a) Zeige, dass die Funktion z(t) = t?e* (:g) + te* (_06) + 2t (_24) eine Losung dieser
Differenzialgleichung ist.
b)  Bestimme die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung.

¢)  Finde alle Losungen dieser Differenzialgleichung, die x(0) = (g) erfiillen.

Mit Hilfe eines passenden Ansatzes bestimme die allgemeine Losung der Differenzialglei-
chung & = 6z + 8t*e*.

Verwende einen passenden Ansatz um die allgemeine Losung von @ = 42 + (2t + 5)e* zu
bestimmen.
Sei a € R, und fy, fo, ..., f, selen Funktionen. Fiir j € {1,2,...,n} sei x; eine Losung

von & = ax + f;. Beweise, dass fiir A\;, A9, ..., A, € R die Funktion Z Ajz; eine Losung
j=1

n
von & = ax + Z)\jfj ist.
j=1

-6 28 8
Berechne die allgemeine Losung von & = (—4 11 —1) x.
4 —14 =2

Berechne die Losung von 4 = ((15 _64) x + t2e (_51232) , (0) = (g) )

Lose die Differenzialgleichung & = (é _64) x + t2ed (_3535) , (0) = (g) .

Bestimme die Losung der Differenzialgleichung
6 0 0 0 0

-6 3 6 13 -11 2

=] 1 06 4 —6 |z, z0)=][c¢
—-16 0 0 18 -10 ‘
—28 0 0 20 —10
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Lose das Differenzialgleichungssystem
[tl :5J}1+ZEQ, i‘g :5172+ZL‘37 i’g :5[E3—|—l’47 j34 :51‘47
21(0) =1, 22(0) = o, 23(0) =c3, 24(0) = ¢4.
Wie sieht diese Differenzialgleichung in Vektorform aus?
Anleitung: Lose zuerst die letzte Gleichung, verwende diese Losung um die vorletzte Glei-
chung zu 16sen, und setze dieses Verfahren so lange fort, bis alle Gleichungen gel6st sind.

Finde alle Losungen der Differenzialgleichung
9 —52 4 —38 3
m':<1—112>x+te3t<—2>, x(o):(_1>,
4-7215 8 -9
Finde alle Losungen der Differenzialgleichung
9 —52 4 -8 3
x':<1—112>x+t63t(4>, a:(())z(—1>.
4-7215 32 -9

Berechne die Losung der Differenzialgleichung

8 0 —6 11 3
= (48 21 —39>x+63tcos(2t) (14)7 z(0) = <1>

18 5 —13 2

Lose die Differenzialgleichung & = (:g 134) z+e M (;1) , x(0)

Il
—
o
~

Berechne die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
i= (0 ) e+ e sin(2) (7).
Bestimme die Losung der Differenzialgleichung
i= () e+esin@) (V) 2(0)=(]).
Lose die Differenzialgleichung

16 -8 —6 0 2
x‘:(29—112>x+e_6t<19)7 x(0)2<4>.
-9 4 1 —4 2

Berechne die Losung der Differenzialgleichung & = (;f Ig) T+ <6:ft) , 2(0) = (_61> .

Bestimme die Losung der Differenzialgleichung & = (2 g) z+ e (‘é) , 2(0) = (_78) )

Finde alle Losungen der Differenzialgleichung
31 -7 18 6
9'0:(04—8>x+t62t(4>, x(O):<8>.
10 -1 4 1
Finde alle Losungen der Differenzialgleichung
31 -7 12 5
i’:<04—8>1’+t62t(12>7 :13(()):(6).
10 -1 6 3
Bestimme die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
. —9 —1 . 14 -1
:1:+(12 9 ):1:+(_24 1 )x:().
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Finde die allgemeine Losung der Differenzialgleichung ® + 8% + & — 422 = 0.

Berechne die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
@ + 42® 4 237 — 62 + 342 = 0.

Betrachte die Differenzialgleichung & +x = 0.

a)  Finde die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung.

b)  Lose diese Differenzialgleichung unter der Anfangsbedingung #(0) = 0 und (0) = 1.
¢)  Welche Losung dieser Differenzialgleichung erfiillt z(0) = 1 und #(0) = 07

Fiir die Differenzialgleichung & — x = 0 16se folgende Aufgaben.

a)  Bestimme die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung.

b)  Lose diese Differenzialgleichung unter der Anfangsbedingung x(0) = 0 und #(0) = 1.

¢)  Finde diejenige Losung dieser Differenzialgleichung, fiir die x(0) = 1 und #(0) = 0
erfiillt sind.

Berechne die allgemeine Losung der folgenden Differenzialgleichungen.

a) &+ 4d + 29z = 1258 €3 sin(2t) . by  2® — & — 444 4 84z = 60e™ .

¢) i —3&— 10z = 14 — 10 . d)  2® — 197 + 1354 — 3252 = 40> .
e) W —2® 185 + 52i — 40z = 20580 t2e* .

Lose die folgenden Differenzialgleichungen.

a) & —11i4 28z = 578te* sint, z(0) =4, #(0) = 3.

) 2® —17F + 1164 — 2222 =0, 2(0) =2, #(0) =13, #(0) = —7.

) 2® — & —40& + 1120 = 726 te™ | 2(0) =2, (0) = =9, #(0) = 11.
) i44i—br=Te*", 2(0)=7, (0) =2.

o

o0

In gewissen physikalischen Systemen (Feder; Saite, die zum Schwingen gebracht werden
soll; Briicke; ... ) wirkt auf einen Massenpunkt, der aus der Ruhelage ausgelenkt wird, eine
Kraft, die proportional zur Auslenkung ist und versucht ihn wieder in die Ruhelage zu
bringen. Dadurch erfihrt dieser Punkt eine Beschleunigung in Richtung der Ruhelage, die
proportional zur Auslenkung ist (und umgekehrt proportional zur Masse). Ein eindimen-
sionales Modell fiir den obigen Vorgang kann man folgendermafen erhalten. Die Ruhelage
sei in 0, die Position unseres Punktes zur Zeit t sei z(t). Dann erhalten wir Z(t) = —ax(t),
wobei a > 0 eine Konstante ist. Finde eine Formel fiir z(¢).

Nehmen wir an auf das System aus Beispiel 60) wirkt eine dufere Schwingung ein. Um
moglichst einfach zu bleiben sagen wir, es sei b > 0 und unsere Differenzialgleichung lautet
jetzt &(t) = —ax(t) + sin(bt) . Lose diese Differenzialgleichung. Gibt es gewisse Werte von b,
bei denen sich die Losung ,,dramatisch” von den Losungen fiir andere b unterscheidet? Was
bedeutet das in der Praxis? Andert sich prinzipiell etwas an der Losung, wenn man die
Storfunktion sin(bt) durch «; cos(bt) 4+ aqsin(bt) ersetzt?

Bei dem System in Beispiel 60) haben wir die Reibung nicht beriicksichtigt. Diese Kraft
wirkt proportional zur Geschwindigkeit und in die entgegengesetzte Richtung. Man erhilt
die Differenzialgleichung #(t) = —ax(t) — r&(t), wobei auch r > 0 eine Konstante ist. Lose
diese Differenzialgleichung.
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Ahnlich wie in Beispiel 61) untersuchen wir jetzt das System aus Beispiel 62) unter einer
dukeren Schwingung, also Z(t) = —ax(t) — ri(t) 4 sin(bt) . Was ldsst sich iiber die Losung
sagen? Schliefslich untersuche den Fall, dass es sich bei dem dufleren Einfluss um eine ,,ge-
diampfte Schwingung® handelt, das heifit #(t) = —az(t) — r@(t) + e *sin(bt) fiir ein d > 0.

Finde die Lésung der Differenzialgleichung i = 28z cos(4t), z(0) = & .
Betrachte die Differenzialgleich ’ 36¢™ (0) =2
r ie Differenzialgleichung & = ———, z(0) = 2.
& 8 622+ 1’

a) Bestimme die Losung dieser Differenzialgleichung.
2t

b)  Zeige, dass < 36e' < 795000 fiir alle t € R mit |t < 5 und alle z € R gilt.

622 + 1

c)  Verwende die Menge B(2,100000000) x [—5,5] um zu beweisen, dass diese Differen-
zialgleichung eine eindeutige Losung auf [—5, 5] besitzt.

d)  Zeige, dass die Losung ’$(5)’ < 4000000 erfiillt. Ist es moglich diese Abschitzung zu
beweisen ohne die Losung dieser Differenzialgleichung zu kennen?

3t sin t?
Fiir die Differenzialgleichung = = — S

3tsint*| 9 — 33
s;n < 5 fiir alle (x,t) € B(2,1) x 5 5] gilt.

b)  Finde ein Intervall I, sodass die Differenzialgleichung auf I eine eindeutige Losung
hat (exakte Begriindungen!).

, (0) =2 16se die folgenden Aufgaben.

a)  Zeige, dass

Finde eine Losung der Differenzialgleichung aus Beispiel 66).

Zwei Armeen kiimpfen miteinander. Die Anzahl der KampferInnen der ersten Armee zum
Zeitpunkt ¢ sei 4 (t), jene der KémpferInnen der zweiten Armee zum Zeitpunkt ¢ sei xo(t).
Zum Zeitpunkt 0 habe die erste Armee & KampferInnen und die zweite Armee £ Kamp-
ferInnen, wobei & > 0 und & > 0 seien. Weiters seien a; > 0 und s > 0, und es gelten
Z1(t) = —agxo(t) und 29(t) = —aqzy(t), soferne x1(t) > 0 und x(t) > 0. Lose diese Dif-
ferenzialgleichung. Interpretiere das Ergebnis.

Berechne die Losungen der Differenzialgleichung & = 62°1%" .
Lose die Differenzialgleichung z = 1 —ftQ .
: D : : : . Ttsint
Bestimme die Losung der Differenzialgleichung & = ———, z(0) =3
x

Finde die Lisung der Differenzialgleichung 4 T (1) =3

inde die Losung der Differenzialgleichung © = —————, z(1) =

s & ST e yat—10’

Lise die Differenzialgleichung i — — ¢

ose die Differenzialgleichung & = —————.

8 8T 2 6t 113
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Berechne die Losungen der Differenzialgleichung (152° sint — )i = 3ze® — 52° cost .

124 — ote”

Bestimme die Losungen der Differenzialgleichung & = 2
ezr

Finde die orthogonalen Trajektorien zur Kurvenschar y = cx (Geradenschar durch 0, die
Gleichung kann man als ¥ = ¢ schreiben).

7t5e!” — Gsina

3tcosx
Anleitung: Suche einen von x unabhingigen integrierenden Faktor.

Lose die Differenzialgleichung & =

Bestimme die Losungen der Differenzialgleichung (3 — 7t*)i = 32°t* .
Anleitung: Suche einen von ¢ unabhéangigen integrierenden Faktor.

Berechne die Lésungen der Differenzialgleichung & = 32t* — 18t*sint®.

3
Finde die Losungen der Differenzialgleichung & = —73: +sint.

Berechne die Lésungen der Differenzialgleichung 4 — 5z = 2250t%27 , 2(0) = 1.
Hinweis: Bernoullische Differenzialgleichung.

Finde die Losungen der Differenzialgleichung & = 122 + 9¢* /x .
Hinweis: Bernoullische Differenzialgleichung.

Bestimme die Losung der Differenzialgleichung 4 = 14 cos(2t) + 25t%7() | 2(0) = 3.

Lose die Differenzialgleichung @ + t*x = 7t°z*, 2(0) =
Hinweis: Bernoullische Differenzialgleichung.

1
5 -

Finde die Fixpunkte der Differenzialgleichung

ZL:l = 101’22 — 2[E1.I22 s

152 11’12 — 16I2+7
Auflerdem untersuche das Verhalten der Losungen dieser Differenzialgleichung in der Néhe
der Fixpunkte.

Bestimme die Fixpunkte der Differenzialgleichung

Ty = 226" — 1,

To=131° — 1729 4 155.
Weiters untersuche das Verhalten der Losungen dieser Differenzialgleichung in der Néhe
der Fixpunkte.

Von der Differenzialgleichung
Ty = 4a1® — 29> — 9921 + 706,

],:222%14‘1’2—19,
berechne die Fixpunkte und untersuche das Verhalten der Lésungen dieser Differenzialglei-
chung in der Nahe der Fixpunkte.

11



88)

89)

90)

91)

92)
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Betrachte die Differenzialgleichung

2y = 27z + 97?2712 — 2025 4 97,

Ty =6 — 229,

T3 = 48x1 + 3lxs® — 3bw3 + 62.
Berechne die Fixpunkte dieser Differenzialgleichung und untersuche das Verhalten der Lo-
sungen dieser Differenzialgleichung in der Nahe der Fixpunkte.

Es sei (fu)nen eine Folge in L% f € L? und es gelte f, — f in L? (also beziiglich ||.||2).
Weiters sei ag + Y _ aj, cos(2mkz) 4+ Y by sin(2rkz) die Fourierreihe von f und fiir n € N

k=1 k=1
sel ag(n) + Y _ a(n) cos(2rkz) + Z bp(n)sin(2rkx) die Fourierreihe von f,,. Beweise, dass
k=1 k=1
Jim. ak( ) = ay fir k € Ny und Jim bp(n) = by fir k € N gelten.
Anleitung: Ist Y cxe*™** die Fourierreihe von f und > ¢(n)e*™** die Fourierreihe
k=—o00 k=—0o0

von f,, dann ist die zu beweisende Aussage zu nh_)r{)lo cp(n) = ¢ fiir k € Z dquivalent. Jetzt

kann man ¢, = (f, e***) und cp(n) = (f,, e2"**) verwenden.

Die Reihe ag+ Y _ a,cos(2mnz) 4+ Y _ b, sin(2rnz) konvergiere in L? (das bedeutet be-
n=1 n=1
ziiglich ||.||2). Es gibt also ein f € L? mit f =ag+ Y_ a,cos(2mnz) + Y b,sin(2rnz).
n=1 n=1

Bestimme die Fourierreihe von f.

Anleitung: Fiir n € N definiere f, :=ag+ Y _ ajcos(2mkz) + > by sin(2wkz) . Berechne
k=1 k=1
die Fourierreihe von f,, und verwende Beispiel 89).

Es konvergiere die Reihe ag+ Y a, cos(2mnz) + > b, sin(2rnz) in L? (das bedeutet be-
n=1 n=1

ziiglich ||.||2). Beweise, dass es ein f € L? gibt, deren Fourierreihe gleich

ap+ Y aycos(2rnx) + Y _ b, sin(27nx)
n=1 n=1
ist.
Anleitung: Verwende Beispiel 90).

Betrachte die Funktion f(z):=z.

a)  Berechne die Fourierreihe von f.

b)  Konvergiert die Fourierreihe in L? (also beziiglich ||.||2)? Wenn sie (in L?) konvergiert,
gib ihren Grenzwert an.

¢)  Untersuche fiir welche x die Fourierreihe (punktweise) konvergiert.

d)  Fiir welche x konvergiert die Fourierreihe (punktweise) gegen f(x)? Gegen welchen
Wert konvergiert die Fourierreihe in jenen Punkten, in denen sie zwar konvergiert,
aber der Grenzwert ungleich f(z) ist?

e)  Konvergiert die Fourierreihe gleichméifig? Soferne sie (gleichméfig) konvergiert be-
stimme ihren Grenzwert.

12



93)

94)

95)

96)

97)
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Definiere f : [0,1] — R durch f(z) := 2 —2°.

a)  Bestimme die Fourierreihe von f.

b)  Untersuche die Konvergenz der Fourierreihe in L? (also beziiglich ||.||2). Gib ihren
Grenzwert an, falls sie (in L?) konvergiert.

¢)  Fiir welche = konvergiert die Fourierreihe (punktweise)?

d)  Gib an fiir welche z die Fourierreihe (punktweise) gegen f(z) konvergiert. Weiters
finde jene Werte, gegen die die Fourierreihe in den Punkten konvergiert, in denen sie
zwar konvergiert, aber der Grenzwert ungleich f(z) ist.

e)  Ist die Fourierreihe sogar gleichmékig konvergent? Im Falle der (gleichméfigen) Kon-
vergenz bestimme den Grenzwert.

> 1 0 —J,n_l
a) Berechne ) —. b)  Bestimme »_ %
n=1 n=1 n

Anleitung: Verwende Beispiel 93).

Fiir die folgenden Reihen untersuche, ob sie in L? (das bedeutet beziiglich ||.||2) konvergie-
ren. Weiters gib jeweils an, ob es eine Funktion f in L? gibt, die diese Reihe als Fourierreihe
hat.

1 &1 1 &1
a) iz 20 cos(2mnz) . b) P B sin(2mnz) .
¢) Y cos(2mnz). d) > n’sin(dmnz).
n=1 n=1

Betrachte die Funktion f(z):=sinz.

a)  Finde die Fourierreihe von f.

b)  Ist die Fourierreihe in L? (also beziiglich ||.||2) konvergent? Soferne sie (in L?) kon-
vergiert bestimme ihren Grenzwert.

¢)  Fiir welche x konvergiert die Fourierreihe (punktweise) gegen f(x)? Weiters gib fiir
jene Punkte x, in denen die Fourierreihe zwar konvergiert, aber nicht gegen f(z), den
Grenzwert der Fourierreihe an.

d)  Erhalten wir sogar gleichméfige Konvergenz der Fourierreihe? Finde den Grenzwert,
falls gleichmakige Konvergenz vorliegt.

Definiere die Funktion f: [0,1] — R durch f(z) =z — 3.

a)  Berechne die Fourierreihe von f.

b)  Erhalten wir Konvergenz der Fourierreihe in L? (also beziiglich ||.||2)? Finde ihren
Grenzwert, falls sie (in L?) konvergiert.

¢)  Fiir welche x konvergiert die Fourierreihe (punktweise) gegen f(z)? Weiters gib fiir
jene Punkte z, in denen die Fourierreihe zwar konvergiert, aber der Grenzwert nicht
f(zx) ist, an, gegen welchen Wert die Fourierreihe konvergiert.

d)  Untersuche die gleichméfkige Konvergenz der Fourierreihe. Soferne sie (gleichmifig)
konvergiert bestimme ihren Grenzwert.

13



98)

99)

100)

101)
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o
a) Zeige, dass L cos(2mnx) in L* (also beziiglich ||.||2) konvergiert.
n=1
b)  Definiere f € L? durch
o0
f=>_ Lcos(2mna) .
—1

Wegen Beispiel a) gibt es so ein f € L?. Bestimme die Fourierreihe von f.
Hinweis: Verwende Beispiel 90).

¢)  Betrachte die Fourierreihe von f aus Beispiel b). Untersuche die Konvergenz dieser
Fourierreihe an den Stellen 0 und % Gib auch jeweils die Werte an, gegen die die
Fourierreihe konvergiert.

Finde die Fourierreihen der folgenden Funktionen.

a) sin(2mx). b)  3cos(8mx). c)  17cos(7567x) .
d) 1+ 3cos(ldnz) + 2 cos(4rx). e) 2cos(2mx) + Tcos(4mzx).
f) 7. g) 314 24sin(8mx) cos(87x).

h)  8cos(2mx) + 15sin(4drx) + sin(247z) .

Lose folgende Aufgaben fiir die Funktion f(x):= ‘x — l‘ :

a)  Berechne die Fourierreihe von f.

b)  Konvergiert die Fourierreihe in L? (also beziiglich ||.||2)? Finde ihren Grenzwert, wenn
sie (in L?) konvergiert.

c)  Bestimme diejenigen z, fiir die die Fourierreihe (punktweise) gegen f(x) konvergiert.
Fiir die Werte x, in denen die Fourierreihe zwar konvergiert, aber der Grenzwert nicht
f(z) ist, gib an, gegen welchen Wert die Fourierreihe konvergiert.

d)  Untersuche die gleichméfige Konvergenz der Fourierreihe (dabei ist der Grenzwert
anzugeben, falls sie (gleichméfig) konvergiert).

falls 0 < x <1
T als 1_1’_2, definiert.
0, falls 53 <z <1,

Die Funktion f: [0,1] — R sei durch f(z):= {

a)  Bestimme die Fourierreihe von f.

b)  Untersuche die Konvergenz der Fourierreihe in L? (also beziiglich ||.||2). Weiters gib
ihren Grenzwert an, wenn sie (in L?) konvergiert.

¢)  Finde diejenigen Punkte x, in denen die Fourierreihe (punktweise) gegen f(x) konver-
giert. Bei denjenigen x, in denen die Fourierreihe zwar konvergiert, aber der Grenzwert
ungleich f(x) ist, gib an, gegen welchen Wert die Fourierreihe konvergiert.

d)  Konvergiert die Fourierreihe gleichméfig? Im Falle der (gleichméfigen) Konvergenz

bestimme ihren Grenzwert.
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105)

106)
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Betrachte die Reihe Z — sm(27mx)

n=1
Fiir die Losung dieses Belsplels verwende den folgenden Satz, der vielleicht in der Analysis

gemacht wurde:
Sei (an)nen eine monoton fallende Folge in R mit lim a,, = 0, und sei (b,),en eine Folge

n—oo
Z b

Jj=1

in R*. Es gebe ein C' € R, sodass fiir alle n € N die Eigenschaft < (' erfiillt ist.

Dann konvergiert Z anby,

a)  Zeige, dass dine ll%eihe fiir alle z € [0,1] (punktweise) konvergiert.
Anleitung: Um zu zeigen, dass es eine Konstante C' mit ‘2?21 sin(27rjx)‘ < C gibt,
verwende, dass sinz = Im(e™®) (Im z ist der Imaginérteil der komplexen Zahl z) und
| Im z| < |z|.

b)  Konvergiert diese Reihe in L??

a) Es sei (f,)nen eine Folge in L? (eigentlich: Reprisentanten von Elementen aus L?),
f :]0,1] — R eine Funktion, und (f,).en konvergiere gleichméfig gegen f. Zeige,
dass f, — fin L? (also beziiglich ||.||2) gilt.

b)  Die Reihe ag + Y _ a, cos(2mnz) 4+ Y _ b, sin(27nz) konvergiere gleichmifig. Konver-
n=1 n=1
giert sie auch in L? (also bezughch I|.112)7?

¢) Konvergiert die Reihe ag+ Zan cos(2mnx) + Zb sin(2rnz) in L? (also beziig-
n=1 n=1
lich ||.||2), wenn sie punktweise konvergiert?

Fiir das Polynom aus Beispiel 27) fiihre das Newton-Verfahren durch.

a)  Gib eine moglichst einfache Funktion an (bzw. gib eine moglichst einfache Rekursi-
onsformel an), die das Newton-Verfahren fiir dieses Polynom beschreibt.

b)  Fiihre einen Schritt des Newton-Verfahrens fiir den Startwert 0 durch (exakte Rech-
nung). Kann man bereits vermuten gegen welche Nullstelle das Newton-Verfahren fiir
den Startwert 0 konvergiert?

¢)  Verwende einen Computer (etwa mit Mathematica) um das Newton-Verfahren fiir
obiges Polynom mit dem Startwert 0 so lange durchzufiihren, bis man den Grenzwert
(die Nullstelle) auf 100 Stellen genau ,erhilt. Wie viele Iterationen benétigt man
dafiir?

Sei a € R, a > 0. Verwende das Newton-Verfahren um eine Methode zur ndherungsweisen
Berechnung von +/a anzugeben.

Finde Niherungswerte fiir v/7 mit der in Beispiel 105) gewonnenen Methode unter Zu-
hilfenahme eines Computers (etwa mit Mathematica). Wie viele Iterationsschritte benotigt
man, um das Ergebnis auf 10 Stellen, bzw. auf 100 Stellen genau zu erhalten?
Hinweis: Um unnotig lange Rechenzeiten zu vermeiden runde die Zwischenergebnisse auf
1000 Stellen, und um Platz zu sparen lass nicht mehr als 100 Stellen anzeigen.
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Bestimme nitherungsweise eine Nullstelle von f(z) := ™ + sinz — 23000. Verwende dazu
die Startwerte 1 und 2. Welcher der beiden Startwerte ist der ,Bessere*? Gib die Nullstelle
auf 10 Stellen genau an.

Die Funktion f: R — R sei durch f(z) :=e” 4+ 5z — cosx — 1 definiert.

f’(:v)’ > 4 und f”(x)‘ < 4 fiir alle x € [—1, 1] gelten.

b)  Beschreibe das Newton-Verfahren fiir f durch eine moglichst einfache Funktion (oder
durch eine moglichst einfache Rekursionsformel).

¢)  Fiihre (mit exakten Rechnungen!) einen Schritt des Newton-Verfahrens fiir f mit dem
Startwert 0 durch.

d)  Betrachte den Startwert 0 und § = 1. Gib eine Abschétzung fiir die Abweichung des
Wertes nach n Schritten des Newton-Verfahrens von der Nullstelle von f (ohne den
exakten Wert dieser Nullstelle zu kennen!).

e)  Unter Verwendung von Beispiel d) gib an, wieviele Schritte notwendig sind, um die
Nullstelle von f auf 10, bzw. 100, bzw. 1000 Stellen genau zu bestimmen.

f)  Verwende Beispiel d) und einen Computer (etwa mit Mathematica) um die Nullstelle
von f auf mindestens 100 Stellen genau zu bestimmen.

Hinweis: Runde die Zwischenergebnisse auf 1000 Stellen um unnétig lange Rechen-
zeiten zu vermeiden.

a)  Zeige, dass

Betrachte die Funktion f(z):= 13z* — 1132% 4 100. Wende das Newton-Verfahren mit
dem Startwert 2 auf diese Funktion an.

Analog zu Beispiel 105) gib ein Verfahren an, um V11 ndherungsweise zu bestimmen. Fiir
den Startwert 3 und 6 =  finde Abschiitzungen fiir den Fehler nach n Schritten (ohne den
exakten Wert zu kennen!). Wieviele Schritte sind notwendig, um v/11 auf 10, bzw. 100,
bzw. 1000 Stellen genau zu bestimmen? Bestimme /11 auf mindestens 10 Stellen.

6

t
Betrachte die Differenzialgleichung & = KLCO , (0) = 2. Es soll z(1) bestimmt werden. Um

dieses Beispiel zu losen soll ein Computer verwendet werden, der Zahlen auf 3 Stellen

(Gleitkommadarstellung) darstellen kann, und der analog wie in Beispiel 6) beschrieben

rechnet.

a)  Zunichst verwende das Eulerverfahren mit 5 Schritten (also Schrittweite 0.2).

b)  Dann verwende das Eulerverfahren mit 10 Schritten (also Schrittweite 0.1).

¢)  Schlieblich verwende das Eulerverfahren mit 40 Schritten (also Schrittweite 0.025).

d)  Bereits aus den oben durchgefiihrten Rechnungen kann man vermuten, welches der
drei Ergebnisse am besten mit dem tatséchlichen Wert iibereinstimmt. Welches? Ver-
suche zu erkldren, warum das so ist.

Es soll fiir die Differenzialgleichung & = 12t 2° — 2#* 2, 2(0) = ; der Wert z(1) nume-
risch bestimmt werden. Verwende dazu einen Computer, etwa mit Maxima, Mathematica
oder Maple.

Hinweis: Fiir die Zwischenergebnisse verwende numerische Werte und runde diese auf
1000 Stellen.

a)  Fiihre das Eulerverfahren mit 10, bzw. 100, bzw. 1000 Schritten durch.
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b)  Verwende das Heun-Verfahren mit 10, bzw. 100, bzw. 1000 Schritten.
¢)  Welchen Wert erhédlt man mit dem Runge-Kutta-Verfahren mit 10, bzw. 100, bzw.
1000 Schritten?

3 1 4
Fiir die Differenzialgleichung & = 3 Vix — 10 3+ g’ x(0) = 3 berechne numerisch den

Wert x(2). Dazu verwende einen Computer, etwa mit Maxima, Mathematica oder Maple.

Hinweis: Verwende numerische Werte fiir die Zwischenergebnisse und runde diese auf

1000 Stellen.

a)  Berechne den gesuchten Wert mit Hilfe des Eulerverfahrens mit 10, bzw. 100, bzw.
1000 Schritten.

b)  Fiihre das Heun-Verfahren mit 10, bzw. 100, bzw. 1000 Schritten durch.

¢)  Verwende das Runge-Kutta-Verfahren mit 10, bzw. 100, bzw. 1000 Schritten.
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