Proseminar zu
Analysis in einer Variablen
fur Lehramtskandidatinnen und -kandidaten

Wintersemester 2014,/2015

SEBASTIAN BANERT
CALIN IULIAN MARTIN
ARMIN RAINER
PETER RAITH

Fiir die Funktion e (als Funktion R — R) l6se die folgenden Aufgaben.

a) Bestimme das n-te Taylorpolynom von e (um 0) und eine Darstellung des entspre-
chenden Restglieds.

b)  Konvergiert fiir alle x € R die Taylorreihe gegen e® 7

Verwende Beispiel 1) um Naherungswerte fiir e* zu berechnen.

a)  Berechne zunichst e mit einem Fehler von hichstens 1071 (Taschenrechner oder
Computer).

b)  Dann bestimme e® mit einem Fehler von hochstens 107'% (Computer).

Hinweis: Um das Restglied abzuschétzen verwende, dass e < 3 ist (Vorlesung), und daher

ist e < 9.

Der cos werde als Funktion R — R betrachtet.

a)  Berechne das n-te Taylorpolynom von cosz (um 0) und eine Darstellung des ent-
sprechenden Restglieds.

b)  Fiir welche z € R konvergiert die Taylorreihe gegen cosz ?

Beweise durch Induktion nach n, dass fiir jede Menge A mit n Elementen die Potenzmen-
ge P(A) 2" Elemente besitzt.

Mittels vollstéandiger Induktion zeige, dass die folgenden Formeln fiir alle n € N gelten.

- 1
a) > k:2:12+22+---+n2zén(n+1)(2n+1).
k=1
n 2 2
: +1)
b 3134984 ...4ppo mEDT
) > +2° 4+ +n 1

=1
" 1

c) Zl{:4:14+24+---+n4:%n(n+1)(2n+1)(3n2+3n—1).
k=1
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Es seien My, M, und M3 Mengen, und es seien f : M; — Ms und g : My — M3 Funktionen.
Zeige, dass (go f) H(A) = f_l(g_l(A)) fiir alle Teilmengen A von Msj gilt.

Seien M; und M, Mengen und f : M; — M, sei eine Funktion. Weiters sei (A;);e; eine

Familie von Teilmengen von M,. Beweise, dass f~! (ﬂ Aj) = ﬂ fHA)) gilt.

jeJ jeJ

Es seien M; und My Mengen, f : M; — M, sei eine Funktion, und es sei A C M,.
a)  Zeige, dass f(f_l(A)) C A gilt.
b)  Finde ein Beispiel, bei dem f(f_l(A)) #+ A gilt.

Beweise den folgenden Satz:
Es seien M7 und M, Mengen und f : M; — M, sei eine Funktion. Dann ist f genau dann
surjektiv, wenn f ( f _1(A)% = A fiir alle Teilmengen A von M, gilt.

Bei den folgenden Funktionen f : R — R bestimme f’(x) fir alle z, in denen f differen-
zierbar ist. Weiters skizziere den Graphen von f.

422 — 242 + 43, falls v > 3,
2 fla) = {

7, falls x < 3.
2?2 +4x+ 8, fallsx > —3,
w1t

5, falls x < —3.

Beweise, dass v/31 eine reelle Zahl ist.

. . 1
Betrachte die Funktion f: R — R, f(z):= i1
a) Bestimme die Maxima und Minima von f.
b)  Untersuche Monotonieintervalle, Wendepunkte und Intervalle, auf denen f konvex,
bzw. konkav ist. Weiters skizziere den Graphen von f.

c) Ist f gleichméRig stetig (Beweis!)?

1 2 3
Berechne (bzw. zeige die Divergenz) lim <— + 5+ 5+t %) :
n? n n

n—o0 n2

Die Folge (ay,)nen sei durch a; := /2 und a, := (/2 + a,_; fiir n > 1 definiert. Berechne
(bzw. zeige die Divergenz) lim ay, .

Nachdem Q abzdhlbar ist, und daher auch Q N [0, 1] abzdhlbar ist, gibt es eine bijektive
Funktion f : N — QN [0, 1]. Definiere die Folge (a,)nen durch a, := f(n). Bestimme die

Menge aller Haufungswerte von (a,,),en . Weiters berechne lim sup a,, und liminf a,, .
n—00 n—00
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Bei einem radioaktiven Stoff sei die Abnahme zum Zeitpunkt ¢ das dreifache der vorhande-
nen Stoffmenge. Bezeichnet man mit z(t) die zum Zeitpunkt ¢ vorhandene Stoffmenge, so
gilt also @(t) = —3z(t). Zum Zeitpunkt 0 seien 24 Einheiten (eine ,,Einheit” ist eine sehr
sehr grofe Anzahl von Atomen dieses Stoffes) vorhanden.
a)  Bestimme z(t) (explizit).
b)  Berechne jenen Zeitpunkt 7', zu dem genau die Hélfte der urspriinglichen Stoffmenge
(Stoffmenge zum Zeitpunkt 0) vorhanden ist.
Bemerkung: Man nennt 1" die Halbwertszeit dieses Stoffes.

Betrachte einen radioaktiven Stoff. Es sei x(t) die zum Zeitpunkt ¢ vorhandene Stoffmenge.
Unser Stoff erfiille die Zerfallsgleichung #(t) = —kz(t), wobei & > 0 eine reelle Zahl ist.
Die zum Zeitpunkt 0 vorhandene Stoffmenge sei xg, wobei xy > 0. Weiters sei T' die

Halbwertszeit dieses Stoffes, also T ist so gewahlt, dass z(T") = % gilt (wir betrachten k

und xg als bekannt, 7" als vorldufig noch unbekannt).
a)  Berechne x(t). b)  Bestimme 7.
c)  Héngt T von zy ab?

(1)

d) Zeige, dass z(t+T) = - fiir alle ¢ gilt.

Die allgemeine Situation sei wie in Beispiel 17), jedoch betrachten wir jetzt zo und 7' als
bekannt, £ hingegen als vorldufig unbekannt.
a) Bestimme k.
Hinweis: Verwende Beispiel 17).
b)  Lésst sich in der Praxis eher k oder T" durch direkte Messungen bestimmen?

Bei einer physikalischen Schwingung (mit Reibung) eines Korpers der Masse 1 betrage
die Reibungskraft das 14-fache der Geschwindigkeit des Korpers, und die ,,zuriickziehende
Kraft* das 53-fache des Abstands des Kérpers von der Ruhelage. Bezeichnet man mit z(t)
den Abstand des Korpers von der Ruhelage, so gilt daher

Z(t) = —14@(t) — 53z(t) .
Bestimme xz(t).

Lose die folgenden Differenzialgleichungen.
a)  Z(t) +4z(t) + bx(t) = 0. b) () + 4i(t) — 21z(t) = 0.
c) &(t)— 11@(t) + 28z(t) = 0. d) @(t)—6z(t) =0.

Bestimme die Losungen der folgenden Differenzialgleichungen.
a) Z(t)—9z(t) =0. b)  &(t) +49z(t) =0. c) I(t)=0.
d)  @(t)+23z(t) =0, x(0) =42.

Finde die Losungen der folgenden Differenzialgleichungen.
a)  Z(t)+ 114(t) 4+ 24x(t) = 0.
b)  &(t) — 61(t) + 34x(t) =0, z(0) =6, £(0) = 3.
c) (t)— 162(t) + 48z(t) = 0.
d) &) =0,

() + 104(t) + 252(t) 2(0) =2, #(0) = —3.
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Berechne die Losungen der folgenden Differenzialgleichungen.
a)  Z(t) + 12&(t) + 40x(t) = 0. b)  &#(t) — 12@(t) 4+ 36z(t) = 0.
c) &(t)+ 12&(t) — 85x(t) =0, z(0) =9, #(0)=1.

Bestimme die Losungen der folgenden Differenzialgleichungen.

a)  (L+1)i(t) = 21:)3(t), 2(0) =7. b)  (1+8)i(t) = —57:17(15).
o (L+1i(t) = za(t). d) (L4 0i(t) = —7o(t), 2(0) = —2,

Welche zweimal differenzierbaren Funktionen f : R — R erfiillen folgende Bedingungen?
a) f"(z) = f(z) fir alle x € R.

b)  f'(z) = f(z) firallez € R, f(0)=0, f(0)=1.

¢c) f'(z)=f(z) firallez e R, f(0)=1, f(0)=0.

Finde alle zweimal differenzierbaren Funktionen f : R — R, die die folgenden Bedingungen
erfiillen.

a) f"(z)=—f(z) fir alle x € R.

b) f"(z)=—f(z) firallex e R, f(0)=0, f(0)=1.
¢c) f'(z)=—f(z) firallex e R, f(0)=1, f

11—
a)  Zeige, dass sing = % fir x € [0, 27] gilt.
: . - x 1+cosz .
b)  Beweise, dass fiir x € [—m, 7| die Eigenschaft cos 5=V "5 — gilt.

, 2+v3 1+43 2—-v3 V3-1
Beweise, dass = und = .
4 2v/2 4 2v/2

Berechne die exakten Werte von sin {5 und cos 5 ({5 ist 15°).

Anleitung: Verwende die Beispiele 27) und 28).

Fiir die Funktion f : [0,2] — R, f(z) = 2? finde einen konkreten Wert, der den Mittelwert-
satz erfiillt (also finde ¢ € (0,2) mit f(2) — f(0) = f(¢)(2 —0).

Finde konkrete Werte, an denen der Mittelwertsatz fiir die Funktion f : [0, 7] — R, f(z) :=
x + sinz gilt.

xsin% , falls x #0,

0, falls z = 0,
ist f differenzierbar (Beweise!)? Berechne f’(z) fiir alle x, in denen f differenzierbar ist.

Die Funktion f: R — R sei durch f(x) := definiert. Fiir welche z

Beweise mit Hilfe der Definition der Stetigkeit, dass die Funktion x — |z| stetig auf R ist.
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Es sei A C R nichtleer, und es seien f: A — R und g : A — R stetige Funktionen. Mit der
Definition der Stetigkeit zeige, dass die Funktionen

max(f,g) : A= R, max(f,g)(z) = max{f(z),g(x)}

min(f,g) : A— R, min(f,g)(z) := min{f(z), g(z)}

und

stetig sind.

a) Fiir a,b € R beweise, dass

a—l—b—|—2|a—b| und min{a,b}:a+b_2|a_b|

max{a,b} =
gelten.
b)  Verwende Beispiel a) um einen anderen Beweis fiir Beispiel 34) zu geben.

Es seien f : (a,+00) = Rund g : (a,+00) — R Funktionen. Weiters gebe es ein C' € R mit
f ()

|f(z)] < C fur alle z € (a,+00) und es gelte xl_l):ff{)(}g(:ﬁ) = 00. Zeige, dass :(:1—1>I—il:loo @) =

gilt.

COs T

Berechne lim .
z—+o0 r — 14

Hinweis: Verwende Beispiel 36).

Fiir cosh: R — R 16se folgende Aufgaben.

a) Bestimme das n-te Taylorpolynom von coshz (um 0) und eine Darstellung des ent-
sprechenden Restglieds.

b)  Gib alle z € R an, fiir die die Taylorreihe gegen coshz konvergiert.

Ein Leopard wird bei einer Wanderung in der Savanne beobachtet. Zwischen dem Zeit-
punkt 0 und dem Zeitpunkt 10 betrdgt zum Zeitpunkt ¢ die Entfernung des Leoparden
vom Beobachtungspunkt t* — 12t* + 45t + 17 . Zu welchem Zeitpunkt ist der Leopard dem
Beobachtungspunkt am néchsten, und wie grof ist dabei seine Entfernung vom Beobach-
tungspunkt?

Berechne die folgenden Grenzwerte.
7 —1
a) lim——. b)  lim _(;sz .
z—0 log(l + ZL’) =% "2 — =x
t — e=3 1
c) lim i : d) lim A
20 2 — 12 — 21 — 2 z=3  log 3
Bestimme die folgenden Grenzwerte.
. 1 . 7 X :
a) lim z=. b)  lim z% . c) lim 2™,
T—+00 . z—0t z—0t
d)  lim (1 + E) , wobei a € R.
r—r+00 x
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1
Betrachte die Funktion f : [0,1] — R, f(z) := 2?, die Partition P := {O, 2 Z, 1} und die
Zwischenwerte P := (1, g, 3) .
473710 _
a)  Berechne die Untersumme S(f, P) und die Obersumme S(f, P).
b)  Welchen Wert hat die Riemannsumme S(f, P, P)?

c¢)  Berechne eine weitere Riemannsumme von f beziiglich P.

Sei f:[0,1] — R durch f(z):=2* definiert. Fiir n € N definiere die Partition P, durch

Pn::{o,l,z,...,n_1,1}.
mn n n

a) Fixiere n € N und bestimme S(f, P,) und S(f, P,).
b)  Berechne lim S(f,P,) und nh—>nolo§(f7 P,).

Hinweis: Verwende Beispicl 5) a), also die Formel S°p_, k* = #n(n + 1)(2n + 1).
c¢) Firn € N seien P, beliebige Zwischenwerte von P,. Was kann man tiber

Jim S(f, Pu, )

aussagen?
d)  Folgt unmittelbar aus den Beispielen a)—c), dass z* auf [0, 1] Riemann-integrierbar

1
ist? Kann man die Beispiele a)—c) verwenden, um / 2% dr auszurechnen?
0

Fiir n € N definiere f, : [0,5] — R durch

0, falls 7 € 0,1 — 2| U[1,5],
fo(z) =% 4nx —4n® +4n, fallsz € [1 —-i1- ﬁ},
4n? — 4n’x | falls z € [1 -, 1}.

a)  Skizziere f,.
b)  Zeige, dass f, punktweise gegen 0 konvergiert.

5 5 5
c)  Berechne / fn(z)dx, 1im/ fn(z)dz und / Odx.

1
Fir x € [0, 1] beweise, dass arccos LU—2|— = 5 arccos gilt.

Leite eine explizite Formel fiir arcsinh z her.

Betrachte fiir n € N die durch
0, falls = € [1+2,3],
fo(z) :=<¢ ntz—nt, falls x € {1, 1+ ﬂ,
n* +2n3 — niz fallsz€[1+%,1+%},
definierte Funktion f, : [1,3] — R.

a)  Skizziere f,.
b)  Zeige, dass f, punktweise gegen 0 konvergiert.

3 3 3
c)  Bestimme / fo(x)dz, le/ fn(x)dz und / Odx.
1 n—o0 Ji 1
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Falls n € N, dann definiere f, : [0,1] — R durch

0, falls ¢ = 0,
fnl) = (%)2, falls%<x§£fﬁreink€{1,2,-~an}-

(Dieses Beispiel ist ohne Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung, zu losen. Ebenso soll auch der Satz, dass jede monotone Funktion Riemann-integrier-
bar ist, nicht verwendet werden).
a)  Skizziere f,.
1
b)  Berechne / fn(x) dz (passende Sétze aus der Vorlesung verwenden, genaue Begriin-
0
dungen geben!).

c) Zeige, dass f, gleichméfig gegen die Funktion 22 (als Funktion [0, 1] — R) konvergiert.
1

d) Bestimme / r*dxr (passende Sitze aus der Vorlesung verwenden, genaue Begriin-
0

dungen geben!).

Definiere f : [0,1] — R durch
(@) ::{ 2% , fallsz € [1—271%1,1—2%) fiir ein n € N,
0, fallsz=1.
a)  Gibt es eine Folge (f,)nen von stetigen Funktionen f, : [0,1] — R, die gleichmékig
gegen f konvergiert? (Begriindung!)
b)  Gibt es eine Folge (f,)nen von Riemann-integrierbaren Funktionen f, : [0,1] — R,
die gleichméfig gegen f konvergiert? (Begriindung!)
c¢) Ist f Riemann-integrierbar? (Begriindung!)

1
d)  Berechne / f(z)dx, soferne f Riemann-integrierbar ist.
0

Essei f : R — R durch e 4 7sinz — 4z definiert. Beweise, dass es ein offenes Intervall I
mit 0 € I gibt, sodass f auf I invertierbar ist.

Definiere f : R — R durch f(z) := 23. Zeige, dass f/(0) = 0 gilt, aber f trotzdem in einem
offenen Intervall, das 0 enthélt, invertierbar ist.

Zwei Spielerlnnen A und B spielen das folgende Spiel mit einem Wiirfel. Wenn der/die
SpielerIn A einen Sechser wiirfelt, dann hat er/sie gewonnen. Ansonsten ist B mit dem
Wiirfeln an der Reihe. Dabei gewinnt B, falls er/sie eine ungerade Augenzahl wiirfelt.
Andernfalls ist wieder A mit dem Wiirfeln an der Reihe. Dabei beginnt A mit dem Wiirfeln,
und das Spiel wird so lange fortgesetzt, bis eink SpielerIn gewonnen hat. Berechne die
Wahrscheinlichkeit, dass A gewinnt.

Definiere f : R — R durch
risind, falls x # 0,
flx) = ) _
0, falls x = 0.
Bestimme f’(z) fiir alle z, in denen f differenzierbar ist, und bestimme f”(z) fiir alle z, in
denen f 2-mal differenzierbar ist. Weiters untersuche die Stetigkeit von f’ und f”.
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Finde drei verschiedene Beispiele von Funktionen f : [1,7] — R mit f(1) > 0 und f(7) < 0,
fiir die es kein « € [1,7] gibt, das f(z) = 0 erfiillt. Kann man auch eine stetige Funktion

mit dieser Eigenschaft finden?

Die Funktion f : [0, 1] — R sei durch
, falls z # 0,
o) =

1
0, fallsx=0,
definiert.

a)  Gibt es eine Folge (f,)nen von Riemann-integrierbaren Funktionen f, : [0,1] —

die gleichméfig gegen f konvergiert? (Begriindung!)
b) Ist f Riemann-integrierbar? (Begriindung!)

1
c)  Berechne / f(z)dx, soferne f Riemann-integrierbar ist.
0

Bestimme die folgenden Integrale.

31 2
a) /—d:v. b) /l'7dl’.
1T 0
T 7 1
c) /sinxdx. d) /—dm.
0 2

Finde die Losungen der folgenden Integrale.
1

a) /— dx . b) /6_590 dx .
t 12 ]

¢) /48(4:c 17 de. d) / S d.

Suche die Stammfunktionen der folgenden Funktionen.

a)  f(x) :=35cos(bx +2). b) f(z):= 12 :
1—(4x + 3)
1 2
c) f(l")izm' d) f(f’f)':\/ﬁ-

Berechne die folgenden Integrale.

8 1 s
a) /x2 cos x° dx . b) / dx. c) /4 tan x dx .
2 zlogx 0

d) / 20(725 + 152% — 8z)(z" + 32° — 4% + 6)3 da .

Finde die Stammfunktionen der folgenden Funktionen.

2% — 2z eVe
a) f(z):= e b)  f(x) = < ok
O flz) = dr + 7 Q) fla) = x

V2 —6x 4+ 15 1+ a2
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Finde die Stammfunktionen der folgenden Funktionen.
B 223 + 322 — 22 — 1

a) f(z): P b)  f(z):=avbz +3.
o flz) = 83 Q) fla) = 22° 4 122 4+ 252 + 9 .

(22 +37)%° 3+ 522 +32x -9

Bestimme die folgenden Integrale.
a) / arctan z dx . b) / cos’ z dx . c) / zlogxdr.

4
d) /xe‘k”1 dz . e) /x3e$2 dx . f) /ﬁ dx .

Lose folgende Integrale.

1 s 2
a) / ze ™ dx. b) / rsinzdr. c) tanz dz .
0 0 0
9
1 1
d) ! dx
—-2 /—3622 — 180z — 216
Suche die Losungen der folgenden Integrale.
2
a) \/% clix : b) / cos’ z dx . 2 c)5 / arcsin z dx .
) =t 4 o [—— + dz
V 68+ 6:)34—1 x? Va2 + 16z + 59
l’ —_—
¢ / _or=sr / 15 G ot dr
) :172—14x+58dx g) x’sinx” dx

Lose die folgenden Integrale.
) / Szt + 98x3 + 172022 + 462x — 8829
x.
x® + 25x* 4+ 9023 — 58222 — 2043z + 6669

«* — 1342 + 100z — 306
b)) [Vi+VEds, / d
) twde R T N T

Suche die Losungen der folgenden Integrale.

S5a? — 14z — 223
3 2
) / (36x2 + 962) cos(322 + 8) . b) / S s 00
20"+ 22+ 5 T — 6z — 8

dz | o dz |
Y VT e e L T e T
Bestimme die folgenden Integrale.
) / '1 . b) 95inx+12cosx—|—13dx'

sin

3sinx +4cosxz + 3
174 14

dx .
) /19sinx—121cosx—119 o

a9 dz |

) 13sinz +6cosz + 3 v

Lose folgenden Aufgaben.

a) Bestimme die Nullstellen (in C) von 2%+ 1.

b)  Verwende Beispiel a) um die Zerlegung von z* + 1 in Linearfaktoren iiber C zu finden.
¢)  Unter Verwendung von Beispiel b) finde eine Zerlegung von z* 4 1 iiber R.
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Berechne die Partialbruchzerlegung von (iiber R).

zt+1
Anleitung: Verwende Beispiel 68) c).

Untersuche das Konvergenzverhalten der folgenden Integrale. Weiters berechne den Wert
jener Integrale, die konvergieren.

o 1 31 o 1
a) A;dm. b) /Ogdx. c) /O?dx.

d) e ([ e) /Oosin:cdx.
0

Finde den Wert der folgenden Integrale, soferne sie konvergieren.

o 1 2 0 1
2) /5 xlog:cdz' b) /1 x2+:cdaj' ) /e x(logx)2dz'

o0 4 |
d) /3 :)33—4z2+4:vdx' °) /0 x2—1dx'

Untersuche das Konvergenzverhalten der folgenden Integrale.

P d b L d
2) /0 Va2 + 21z v . ) /0 Vb + 3z? v .
c) / e dx . d) / Sl e) / ——dx.
—00 1 0

x? 34+ 1

Konvergieren die folgenden Integrale?
3

b) /000 x 0 /wa/m

——dx.
7+ 1 v 2

oo 1

Bestimme den Wert der folgenden Integrale, soferne sie konvergieren.
) /00 10122 + 12062 — 10376
a
3

7 2+ 1523 — 22222 4 6761 — 600
s 2622 — 268z + 1178

b) /
7

24— 162° + 9422 — 144z + 65

Gib ein Beispiel einer Folge Riemann-integrierbarer Funktionen f,, : [1,+00) — R, fiir

die / fn(z) dx konvergiert, und die gleichméfig gegen eine Funktion f : [1,400) — R
1

konvergiert, wobei / f(z)dx divergiert.
1

1
Definiere fiir n € N die Funktion f,, : R — R durch f,(z) = —.
n

a)  Zeige, dass f, gleichméfig gegen 0 konvergiert.
b) Berechne/ fo(x)dz, nh_)rglo/ fo(x) dz und/ Odx.

10
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Fiir n € Nsei f, : [0,400) = R durch f,(z) := %e_% definiert.
n

a)  Berechne / h fn(z)dx.
0
) Zeige, dass f, gleichméfig gegen 0 (als Funktion auf [0, +00)) konvergiert.
) Bestimme lim / fn(z)dx und / Odx.
n—0o0 Jq 0

) Widerspricht das Ergebnis aus Beispiel ¢) nicht einem Satz aus der Vorlesung?

o o

o,

1 2n)! 1
Zeige, dass F(n + 5) = (‘ZQ) F(§> fiir alle n € Ny gilt. Unter Verwendung eines Com-
n: 2"

puters (z.B. mit Mathematica, Maple oder Maxima) bestimme F(%) und setze das in die
obige Formel ein.

1 00
Beweise, dass F<§) :/ e da gilt.
1

Anleitung: Setze 5 in die Definition der Gamma-Funktion ein, und substituiere u = t2.

Schlieklich zeige, dass [, e dr = % 125 e~ dz gilt.

Welchen Wert ergibt

L3355 1~

2 24466
T L - 2n—3) 2n—-1) (2n—-1) (@2n+1)),
S onmo\2 2 4 4 (2n—=2) (2n—-2) 2n o .

Verwende einen Computer um (z.B. mit Hilfe von Mathematica, Maple oder Maxima) die

Werte von n! und (ﬁ) V2mn fiir n = 10, n = 100, n = 1000 und n = 10000 zu
e

vergleichen.

Berechne das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn

{@)eR%—1§x§L2—V1—ﬂgyg2+V1—ﬂ}

um die z-Achse gedreht wird. Skizziere diese Figur.
Bemerkung: Es wird also der Kreis {(Z) cR*: 22 +(y—2)?< 1} um die z-Achse ge-
dreht.

Es seien a,r € R, 0 < r < a. Betrachte den Kreis
K::{(Z) ERQ:x2+(y—a)2§r2},
also K:{(Z) ERQ:—erSr,a—\/rz—x2§y§a+\/r2—x2}.

Bestimme das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn K um die z-Achse gedreht wird.

11



84)

85)

86)

87)

88)
89)

90)

91)

Proseminar zu Eindimensionale Analysis fiir LehramtskandidatInnen

1

Essei f:(0,1] — R eine Riemann-integrierbare Funktion, fiir die / f(z) dz konvergiert.
0

a)  Fiir eine Riemann-integrierbare Funktion ¢ : (0,1] — R gébe es ein r € R (r > 0) mit

1
lg = fllo < r. Beweise, dass / g(x) dx konvergiert und dass
0

/Olg(:c)dx—/olf(x)d:c

<r

gilt.
b) Sei f, : (0,1] — R eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen, die gleichméfig

1 1
gegen f konvergiert. Beweise, dass li_)m / fulz)de = / f(x)dx gilt.

Berechne folgende Integrale.

o ] |
dz | b) [ e,
2) /0 A1 ) ezt 1
Anleitung: Verwende Beispiel 69).

Fiir a,b € R, a > 0 und b > 0 berechne das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn

{(Z)eRQ:—agxga,ogygb,/l—<g>2}

um die z-Achse gedreht wird. Was fiir eine Figur ist das?

Bestimme das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn

. 3 4
eR?: —2<x <5, <y<
() == \/$2+4z+11_y_\/a72+4a7—|—11}

um die z-Achse gedreht wird.

Berechne die Bogenlange des Graphen von f(x) := zwischen 2 und 34.

Ja—2p
3

2

Finde den Wert der Bogenlidnge des Graphen von z* zwischen 0 und 1.

5 o
Betrachte / T g

1
a)  Berechne einen Ndherungswert fiir dieses Integral mit Hilfe der (einfachen) Trapez-

regel.
b)  Bestimme einen Naherungswert dieses Integrals mit Hilfe der (einfachen) Simpsonregel
(Kepler’schen Fassregel).

Es sei f(x) := T

a) Berechne f’%&x) und f®(z).

f”(m)‘ < 6 fur alle x € [1,2] gilt.

¢) Indem man die Maxima und Minima von 4z® — 24z und z* — 122% + 24 bestimmt,
zeige, dass }4:53 - 24:5} <23 und ‘x4 — 1222 + 24} < 13 fiir alle z € [1,2] gilt.

d)  Verwende Beispiel ¢) um ‘ @ (a:)‘ < 36 fiir alle z € [1,2] zu beweisen.

b)  Zeige, dass

12



92)

93)

94)

95)

96)

97)

98)

99)

Proseminar zu Eindimensionale Analysis fiir LehramtskandidatInnen

sin x e . . .
Um Néherungswerte fiir / —— dx mit Hilfe eines Computers zu bestimmen 16se folgende

Aufgaben.
a)  Unter Verwendung von Beispiel 91) finde Fehlerabschétzungen fiir die Trapezregel
und die Simpsonregel (jeweils mit n éiquidistanten Stiitzstellen).

b)  Zunéchst berechne mit Hilfe der Trapezregel / Sin @ dz mit einem Fehler von hochs-
tens 107°. 2 sin ¢

c)  Bestimme /1 . dr mit einem Fehler von hichstens 107! unter Verwendung der
Simpsonregel.

Untersuche die Konvergenz der folgenden Reihen.

a) i% b) i(—n". ) 22%

Sind die folgenden Reihen konvergent?

a) Zﬁ b) Zn + 3’ c) > cosn.

n=1 ns — 1 n=1 n=1
Welche der folgenden Reihen sind konvergent?

i 1 s 1 © n

. b . —_—
2) T;Q nlogn ) T;Q n(logn)? ) nz:; (logn)"
Konvergiert die Reihe i L ? Im Falle der Konvergenz berechne den Wert von
& 2402 £ 130+ 40 &

i 504
—n?+13n+40"

Welche der folgenden Reihen sind konvergent?

. b —. — .
a) rg 2” + 1 ) n=1 n'" C) n=0 n'

Bei den folgenden Reihen ist die Konvergenz zu untersuchen, sowie der Wert derjenigen
Reihen, die konvergieren, zu bestimmen.

o < 1 =2\

) Y2 b X ) Z<_§> |
n=0 n n=0 =0

{ (%) ,  falls n gerade ist,

d) a, , wobei a, := n
2 —(%) , falls n ungerade ist.

n=0

Untersuche die Konvergenz der folgenden Reihen.

0o i 00 2 0 \/ﬁ+3

n=1

13
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_1 n—1 o] o)
L Untersuche die Konvergenz von Z a, und Z a,’?.

100) Fir n € N sei a,, := .
\/ﬁ n=1 n=1

101) Es sei (an) . eine Folge in R mit a,, > 0 fiir alle n € N. Weiters konvergiere Z ay, .

n=1
oo

Beweise, dass Z an? konvergiert.

n=1

102) Gib ein Beispiel einer Folge (an) e , fiir die Zan konvergiert, aber Z a, divergiert.

n=1 n=1

103) Bekanntlich gilt (tanz)’ = 1 + tan®x > 0, und daher ist der Tangens streng monoton
wachsend. Warum ist dann tan § > tan , obwohl g11t7

%)

104) Untersuche die Konvergenz von Z

105) Bestimme die Konvergenzradien und die Konvergenzgebiete der folgenden Potenzreihen.
> x" > 2 (x—2)"
a) .

> - b) Z_: nz" . >

n n=1 n=1 n
S ®© (r— 5" S
d) Z:ln"x" : e) Z% % : f) 2_204"(1' —3)

106) Von den folgenden Potenzreihen bestimme die Konvergenzradien und die Konvergenzge-
biete.

w

) i@ b) ion!(:c—S)”. ) ig—(:c—l—i%)
[ I3n no_o £L’5n o_o ( )
d) nz:‘; (2n)! °) nz:: (n?+n)2n £ nz::(] 17n

107) Entwickle die folgenden Funktionen in Potenzreihen, und bestimme deren Konvergenzra-
dius und Konvergenzgebiet.
1
a) f(x):=e"? um 5. b) f(z):= 7 um —-3.
l’ —_—

c) f(x):=sinzr um 7. d)  f(z) :=coshz um 0.

sinx
108) Bestimme die Potenzreihenentwicklung von —— um 0, und gib ihren Konvergenzradius
x
an.

109) Berechne die Potenzreihenentwickung von arcsinh z um 0, und gib deren Konvergenzradius
an.

110) a)  Entwickle arctanz in eine Potenzreihe um 0, und gib ihren Konvergenzradius an.

b)  Berechne » -——.
) erechne 2 o0

14



111)

112)

113)

114)
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a)  Entwickle log(z + 1) in eine Potenzreihe um 0, und gib ihren Konvergenzradius an.
o (1 n—1

b)  Berechne (=1 :
n=1 n

Berechne die folgenden Grenzwerte.

a)  lim (m _ n> | b)

c) T}LIELO(\/n2+12n+3—\/n2—4n+7).

1
I .
o Bn 1 i

Es sei (a,)nen eine konvergente Folge in R, die sowohl a, # 4 fiir alle n € N als auch
3an? + 6a,41 — 9(a, +4)
a, — 4

— 3a, <7 fir alle n € N erfillt. Berechne nh—>nc>10 Ay, -

1
Fiir n € N definiere f,, : R — R durch f,(x) := —'x" sgnx .
n!

a)  Skizziere die Graphen der Funktionen f,.

b)  Zeige, dass fi(z) = |z| fir alle x € R gilt.

c) Beweise, dass f,41" = f, fiir alle n € N gilt.

d) Fir n € N gib ein Beispiel einer Funktion, die n-mal differenzierbar ist, aber nicht
n + 1-mal differenzierbar ist.

e)  Gib ein konkretes Beispiel einer 4-mal differenzierbaren Funktion, die nicht 5-mal dif-
ferenzierbar ist.
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