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Wir bezeichnen Punkte oder Vektoren in R™ (oder C™) mit x = (m ) , also als Spaltenvektoren.

Nachdem man jeden Punkt als Ortsvektor auffassen kann, untewrnscheiden wir nicht zwischen
Punkten und Vektoren. Den Betrag (die Lénge) eines Vektors = bezeichnen wir mit |z|, somit ist
x| = /271 |;|*. Weiters bezeichnen wir im R" das innere Produkt (Skalarprodukt) von zwei
Vektoren x und y mit (z,y), es ist also (v,y) = 37, z;y;. Daraus ergibt sich (z,z) = |z|%. Tm
Zusammenhang mit dem Betrag ist die Dreiecksungleichung von Bedeutung, die besagt, dass die
Ungleichung |z + y| < |z| + |y| gilt, und aus der man auch ‘|x\ — \y\‘ < |z — y| (linker Teil der
Dreiecksungleichung) erhélt.

Beim mathematischen Begriinden beachte man folgende Vorgehensweise. Falls man die Richtig-
keit einer Aussage bestédtigen will, muss man sie allgemein beweisen. Wenn man hingegen eine
Aussage widerlegen will, geniigt es ein (wirklich nur ein einziges!) Gegenbeispiel zu geben.

1) a) Durch welche Gleichung wird die Gerade () +¢(2) beschrieben?
b) Finde die Parameterform der Geraden, die durch die Gleichung 2x; + 7z =2 be-
schrieben wird.

2)  Untersuche, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind, und begriinde die Antwor-
ten.
a) Jede Gleichung der Form zy = kx; + d beschreibt eine Gerade im R2.
b)  Man kann jede Gerade im R? durch eine Gleichung der Form z5 = kz;+d beschreiben.

3) Finde die Parameterform der folgenden Geraden im R3, die durch das Gleichungssystem

2r1 + x9 + 5x3 =05, ' ‘
20, — 39 — 35 =1, beschrieben wird.



Proseminar zu Einfiihrung in die Lineare Algebra und Geometrie

1’1+2£L’2+3[L’3—|— Ty = 8,
4)  Durch die Gleichungen 2z + 5xy — 3 — 4x4 = 11, wird eine Gerade im R* beschrieben.

35(31 + 75(32 + 71’3 + 24 :24,
Gib diese Gerade in Parameterform an.

5)  Bestimme die Parameterform der Ebene im R?, die durch die Gleichung 3z + x5 + 7oz = 2
gegeben ist.

6)  Offensichtlich gilt fiir reelle Zahlen a und b, dass aus a = b die Aussage a® = b? folgt. Es
soll jetzt gezeigt werden, dass die Umkehrung dieser Aussage im Allgemeinen nicht richtig
ist. Weiters soll gezeigt werden, dass die Umkehrung dieser Aussage richtig ist, falls man
weifl, dass a und b nichtnegativ sind.

a)  Gib ein Beispiel fiir a,b € R mit a # b, fiir die a® = b* gilt.
b) Esseien a,b € R, a > 0 und b > 0, und es gelte a®> = b?. Zeige, dass dann a = b gilt.

Fiir das Losen von Beispiel 7) wird jetzt in einem #hnlichen Musterbeispiel gezeigt, wie man
dabei etwa vorgehen sollte. Insbesondere sollen die hier gezeigten Probleme beachtet werden,
und beim Losen von Beispiel 7) exakt vorgegangen werden.

Musterbeispiel: Zu bestimmen ist die Gleichung jener Ellipse, deren Brennpunkte in (3) und
(17) liegen, und die die grofe Halbachse a = 8 hat.

Lésung: Zunéchst iiberlegen wir uns, dass es sich tatséchlich um eine Ellipse handelt. Bei einer
Ellipse muss die groke Halbachse a grofser als die Brennweite (das ist die Hélfte des Abstands
der beiden Brennpunkte) sein. Als Brennweite erhilt man hier e = /29, und es ist tatsiichlich

a=8>+29=e.

Jetzt sei x = (73 ) ein Punkt auf der Ellipse. Nach der Definition der Ellipse (die Summe der
Absténde zu den beiden Brennpunkten muss gleich 2a sein) ist das dquivalent zu

le—(3)] + Jx—=(2%) =16, woraus sich
=\/(@1-5)2+(22-3)2  =4/(21-1)2+(22+7)2
(1) V@ =52+ (22— 3)2 + (@1 — 12 + (2, + )2 = 16

ergibt. Offensichtlich ist 16 > 0 und \/(:cl —5)2 4+ (z2 —3)2 + \/(xl —1)24+ (x2+7)?2 > 0. Des-

halb ist wegen Beispiel 6) b) die Gleichung (1) dquivalent zu
2

(Vi =57+ (2= 82 4l — D2+ (o 4 77) = 16°, also
(1 =5+ (22— 3)> + (21 — 1) + (22 + 1) +

+2y/((21 = 5)2 + (22 — 3)2) (21 — 1)2 + (22 + 7)?) = 256.
Diese Gleichung ist dquivalent zu
@) 21/ (1 — 5)2 + (22 — 3)2) (w1 — )2 + (22 + 7)2) =

=256 — (11— 5)* + (22 — 3)° + (w1 — 1)* + (22 + 7)) .

Aus (2) ergibt sich durch Quadrieren
" 4 (21 =5 + (22— 3)") (21 = 1)* + (22 + 7)) =

— (256 — ((;L'l —5)2 4 (3 —3)* + (z1 — 1)? + (22 + 7)2))2 ,

aber aus (3) folgt nicht automatisch (2) (siche Beispiel 6)). Wir miissen jetzt also noch zeigen,
dass aus (3) die Gleichung (2) folgt. Da 2\/((361 =524+ (2 —3)?) (1 — 1)2+ (22 + 7)?) > 0 ist,
wiirde aus 256 — ((z1 — 5)% + (x5 — 3)2 + (z1 — 1)® + (22 + 7)?) > 0 wegen Beispiel 6) b) folgen,
dass die Gleichung (3) zur Gleichung (2) dquivalent ist.

2
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Um 256 — ((z1 —5)% + (29 — 3)* + (1 — 1)® + (x2 + 7)?) > 0 zu zeigen, nehmen wir indirekt
an, dass 256 — ((z1 — 5)® + (x2 — 3)* + (z; — 1)? + (z2 + 7)?) < 0 gilt, woraus sich ergibt, dass
(1 —5)% + (12 — 3)* + (v — 1)* + (z2 + 7)%) — 256 > 0 gilt. Weiters ist wegen (3) dann
4((z1 =52+ (22— 3)H) (1 — 1) + (22 + 7)?) =
= (((x1 =5+ (22— 3) + (w1 — 1)’ + (22 + 7)?) — 256)° .
Wegen 2\/((z1 —5)2 + (22 — 3)?) (21 — 1) + (22 + 7)?) > 0 und
(21— 5)% + (29 — 3)2 + (21 — 1)% + (w9 + 7)) — 256 > 0
folgt aus Beispiel 6) b), dass
2,/((21 = 5)2 + (22— 3)2) (w1 — )2 + (22 + 7)2) =
= ((x1 = 5)* + (w2 = 3)* + (21 — 1)* + (22 + 7)) — 256
gilt. Das ist dquivalent zu
(21 =5 + (22 =3)° + (11 = * + (22 4+ 7)° +
—2/((21 — 5)2 + (w2 — 3)2) (w1 — 1)2 + (x5 + 7)2) = 256, und daher
2

<\/(1’1 T84 (12— 82 — (o — 12 + (w2 + 7)2) — 162,

Weil fiir jede reelle Zahl r die Gleichung r? = |r|? gilt, ergibt sich daraus
2

W(xl S5+ (12— 32 — (w1 — )2 + (w2 + 7)2| =162
Nachdem ’\/(1'1 —5)2 + (29 — 3)% — \/(1’1 —1)2 4 (29 + 7)2‘ > 0 und 16 > 0 gelten, folgt aus
Beispiel 6)b), dass

W(xl S5+ (12— 82— \J(m1 — )2 + (32 + 7)2| = 16
=le=(3)l =lo=(7)]

gilt. Daraus erhélt man, wenn man auch den linken Teil der Dreiecksungleichung verwendet,

16 = |lo = (Dl — ke = (I < |2 = () = @ = ()] = |(5h)| = VAT,
=( o)

was offensichtlich ein Widerspruch ist (es ist ja v/116 < 16). Daher muss
256 — ((x1 —5)2 + (2 — 3)* + (1 — 1)® + (22 + 7)?) > 0

gelten.
Nachdem wir 256 — ((z; — 5)? + (22 — 3)? + (21 — 1) + (z2 + 7)?) > 0 bewiesen haben, ist die
Gleichung (2) dquivalent zur Gleichung (3). Durch Ausmultiplizieren ergibt sich daraus
day® + Aot + 8x1%10® — 4811° + 3219° + 3211 °wy — 487y 20” + 4162,° +
— 512x1 29 — 227221 + 704wy + 6800 = 421 * + 4ay" + 8x1°wy” — 4821° + 3225° + 322wy +
— 481 x5” — Bdday® — 624x,” — 1922179 + 412871 — 2752z + 20584 .
Indem man ,alles auf die linke Seite bringt“, erhalt man
960z1° + 624z9”> — 3202122 — 640021 + 345619 — 22784 =0,
und Dividieren durch 16 ergibt
6021 + 3925° — 202119 — 400z + 21675 — 1424 = 0.
Damit haben wir bewiesen, dass x genau dann auf der Ellipse liegt, wenn die Gleichung
6021 + 3975% — 202175 — 4007 + 21675 — 1424 =0
erfillt ist. O
Bemerkung: In einer spéteren Vorlesung (etwa Lineare Algebra und Geometrie fiir Lehramtskan-
didatInnen) wird behandelt werden, wie man von so einer Gleichung feststellen kann, um welche
Kurve es sich handelt, und wie man die Brennpunkte und die grofse Halbachse bestimmen kann.
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7)  Bestimme die Gleichung der Hyperbel, die ihre Brennpunkte in (1) und (:2) hat, und
deren groke Halbachse a = 6 betrégt.

11 a12 --. AQ1m
. . . . 21 A22 ... A2 m .
Unter einer Matrix versteht man ein ,rechteckiges Schema“ A = L |, wobei
Qp1 Ap2 - - - AQpm
n,m € Nunda;, € R(oder C,...) firj € {1,2,...,n}und k € {1,2,...,m} sind. Man spricht
in diesem Fall von einer (reellen, komplexen, ...) n x m-Matriz (also n Zeilen und m Spalten).
Einen Vektor in R™ (oder C", ...) kann man daher als n x 1-Matrix auffassen (analog Zeilenvek-
toren als 1 x n-Matrix), und eine Zahl kann man als 1 x 1-Matrix auffassen. Fiir eine Zahl ¢ und
ca;1 cArz ... Ca1m

Caz1 CA22 ... Ca2 m

eine n x m-Matrix A definiert man cA := , also man multipliziert eine Zahl

Cln1 Cap2 ... Chpm
mit einer Matrix, indem man ¢ mit jeder Komponente von A multipliziert (und erhélt wieder
eine n X m-Matrix). Fiir den Spezialfall eines Vektors erhélt man ¢ multipliziert mit dem Vektor,
und fiir eine Zahl ergibt sich ¢ multipliziert mit der Zahl. Sind A und B zwei n x m-Matrizen
(Achtung: sowohl die Anzahl der Zeilen, als auch die Anzahl der Spalten muss iibereinstim-
a1 +0b11 a1o+bio ... Al A b

91+ ba1 aoa +basg ... Ao + bam,
men!), so definiert man die Summe A+ B als A+ B := 2’1, 2l 2’2, 22 > ) »

b

A1+ b Qno +bno .ot Gy + by
es wird also komponentenweise addiert. Im Fall von Vektoren ist das die Vektoraddition und
fiir Zahlen die gewohnliche Addition. Die folgenden Rechenregeln sind leicht nachzurechnen:
(A+B)+C=A+(B+C),A+B =B+ A, c(A+ B) = cA+ ¢B (wie iiblich kommt die
Multiplikation vor der Addition, falls keine Klammern gesetzt sind!), (¢; + ¢2)A = 1A + A,
c1(cgA) = (c1¢9)A und 1A = A. Bezeichnet man die n x m-Nullmatrix, das ist diejenige n x m-
Matrix, bei der alle Eintragungen 0 sind, mit 0, dann gelten weiters 0 + A = A, 0A = 0 (hier
steht auf der linken Seite 0 fiir die Zahl 0 und auf der rechten Seite fiir die Nullmatrix) und
A+ (—A) = 0, wobei —A diejenige Matrix ist, bei der alle Eintragungen von A durch ihre
Negativen ersetzt werden (also in der j-ten Zeile und k-ten Spalte von —A steht —a, k).

a1 a12 ... A1y

ag1 A22 ... A2y
Wichtig ist die Matrizmultiplikation, die jetzt definiert werden wird. Ist A = ] ]

Up1 Ap2 -« - Qpr
6171 6172 e bl,m

6271 a9 ... b27m

eine n x r-Matrix und B = eine r x m-Matrix (Achtung: die Anzahl der Spal-

Ar1 Qr2 ... Qrm
ten der ersten Matrix muss gleich der Anzahl der Zeilen der zweiten Matrix sein!), dann definiert
C11€C2---Cm

C21 C22 ... Com

man das Produkt AB durch AB := (das Produkt ist also eine n x m-Matrix),

Cn1Cn2 -+ Com
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wobei fiir j € {1,2,...,n} und k € {1,2,...,m} die Komponente ¢;; durch

Cik = Y Aiabeg = j1by g + ajoba + -+ @by
t=1
(,entsprechende Zeile von A mal entsprechender Spalte von B“) definiert ist. Als Produkt zwi-

schen zwei Matrizen oder zwischen einer Matrix und einem Vektor wird stets das Matrixprodukt
gemeint, und auch hier hat die Multiplikation Vorrang gegeniiber der Addition oder Subtraktion
(A—B := A+(—B)). Relativ leicht nachzurechnen sind die Rechenregeln A(B+C) = AB+ AC,
(A+ B)C = AC + BC und (cA)B = A(cB) = ¢(AB). In der Vorlesung wird gezeigt werden,
dass (AB)C = A(BC) gilt. Man beachte aber, dass im Allgemeinen AB = BA nicht gilt (also
fiir die Matrizenmultiplikation das Kommutativgesetz nicht gilt)!

Falls A und B zwei n x n-Matrizen sind (also die Anzahl der Zeilen gleich der Anzahl der Spalten
ist), dann ist daher AB definiert (ebenso BA, das im Allgemeinen nicht mit AB tibereinstimmt!).
Im Fall von Zahlen ist das Matrixprodukt das gewohnliche Produkt dieser Zahlen. Man definiert
€11 €12 --
€21 €22 ..

- €1n

- €2n

die n x n-Einheitsmatrix id (auch oft als I bezeichnet) durch id := , wobei

€n,1 €n2 ... €Enn
fir j,k € {1,2,...,n} die Komponente e;; durch

1, falls j =k,
Cjk ‘= .

0, fallsj #k,
10...00
01...00

definiert ist, also id := | : : -._: ¢ |. Es gelten dann id A = Aid = A. Fiir eine n x n-Matrix A

00...10
00...01

definiert man A° := id, und fiir k& € N definiert man A* := A*1A (,Definition mittels vollstin-
diger Induktion“, ,rekursive Definition”). Damit haben wir die Potenzen A* von A fiir k € N,
definiert. Es ist leicht zu sehen, dass A' = A gilt und A =A-A..... A fiir k € N gilt.

S ———

k-mal
Fiir eine n x m-Matrix A definiert man die transponierte Matriz A von A als diejenige m x n-

Matrix, die in der j-ten Zeile und k-ten Spalte die Eintragung ay ; hat (,,Spiegelung von A an der

6 4
Hauptdiagonale®). So ist etwa fiir die Matrix A := (2 —7) die Transponierte A* = <2 _27 g)
5 3
51 0 3 5
28 75
8) Esseien A := 237 ,B:=[3-4-61|,C:= 3 01 und v = _4.
36 —1 —-128 3
0 3 3 ]
22 4 -5

a)  Multipliziere 5 mit diesen Matrizen.

b)  Welche Paare dieser Matrizen kann man addieren? Berechne die Summe derjenigen
Paare dieser Matrizen, die man addieren kann.

c¢)  Fiir welche Paare dieser Matrizen kann man das Produkt berechnen? Bestimme das
Produkt bei denjenigen Paaren, bei denen das moglich ist.



10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)
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Fiir die folgenden Matrizen A und B berechne A', AB und BA.

) A:(iéé),B:(—%Ej). b) A::(2;>’B::(_32_24>'

Betrachte die Matrix A := (; g) Berechne A%, A', A% und A3.
z1 Y1
2 v2
Es seien x = ( : ) und y = ( : ) in R™.
Z'tn y.n
a) Berechne y'z. b)  Was ergibt x'z?

Bemerkung: Man kann also das innere Produkt und das Quadrat des Betrags als Matrix-
multiplikation schreiben.

3 1
a)  Bestimme vy + vs. b)  Berechne 3uv;.

2 4
Betrachte die Vektoren v, := (6) und vy 1= (—3) im R3.

Auf der Menge der Polynome vom Grad < 2 betrachte die Polynome p;(z) := 22% + 6x + 3
und po(z) :=42? — 3z + 1.
a)  Bestimme p; + po. b)  Berechne 3p;.

Betrachte die Funktionen fi(z) := 2 + 6€5 + 3ze® und fa(z) := 4 — 3e®” + xe®” auf der
Menge der Funktionen der Form ¢; 4 c2e® + cgze®®.

a) Bestimme f; + f. b)  Berechne 3f;.

c¢)  Welche Gemeinsamkeiten gibt es bei diesem Beispiel, Beispiel 12) und Beispiel 13)7

SL’1+4SL’2: 3,

eine
35(71 + rry = —5,

a) Fiir welche reellen Zahlen r besitzt das Gleichungssystem
Losung.
T + 45(72 = 3,

Sy + Ty = 9. eine Losung

b) Finde diejenigen r € R, fiir die das Gleichungssystem

besitzt.
c¢)  Gib diejenigen reellen Zahlen r an, fiir die das Gleichungssystem aus Beispiel b) eine
eindeutige Losung hat.

T —31’2 —|—2ZL'3:7,
Lose das Gleichungssystem 2z; — 4xy + 23 =8,
41’1 — 7:13'3 =4.



17)

18)

19)

20)

21)

22)
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Berechne die Losungen der folgenden Gleichungssysteme.

Ty + 4xe + 3x3 — 204 = 2,
2LL’1+9LL’2—|—85L’3—85L’4:3,
3LL’1+82L’2—|—25L’3+85L’4:9,
4x1 + 929 + 623 + 424 =9.

T + 319 + 43 — 224 = 2,
2LL’1+4LL’2—|— 1’3—81’4:7,
3LL’1+82L’2—|—85L’3—95L’4:7,
3x1 + Txg + 8x3 — 724 =6.

b)

Finde alle Losungen der folgenden Gleichungssysteme.
3ry + Txo + dx3 — Ty = 18,

a) LL’1+2LL’2—|—25L’3—35L’4: 5,
31’1 + 91’2 + 65(73 — 75(74 = 26,
51’1 + 61’2 + 55(73 — 95(74 =15.

Ty — X9+ 2x3+ Try —8xs5= 2,
21’1 — T9 + 21’3 + 51’4 — 81’5 = 5,
b) T+ X9 — I3 — 81L'4+3l’5: 6,
4
3

2I1+25L’2— I3—13SL’4—|— LL’5:1
31‘1—21’2— T3 — 31’4"‘91‘5:—

)

Lose die folgenden Gleichungssysteme.
l’1+3l’2—2$3+ Ty + ZIJ5:6,

a) 1+ dre — w3+ 314 +325=9,
3I1+5I2—85L’3— Ty — 1’5:8.
xry + $2+2$L’3—|—25L’4— 35(75: 3,

b) 2I1+3I2+85L’3+65L’4— 65(75: 2,

4I1 — 85(73 + 35(74 — 125(75 =19.

Bestimme die Losungen der folgenden Gleichungssysteme.

1 — X9 — r3 — 71’4— Iy — Tg — 21’7: 1,
2I‘1 — T2 — 5.3(73 — 12I‘4 — X5 — 3:176 — 2.3(77 = 7,
a) T1+ X9 — Trxs— 3x4+ 3725 — 916 — w7 =13,
3I1 + 45(72 — 245(73 — 75(74 + 85(75 — 225(76 + 25(77 = 42,
201 + 319 — 1723 — 4y — 325 + 112 + 2027 = 31.
Ty + 229 — 23+ 314 =4,

b) r1 + Dy — 313 + 614 =9,
4I1— $2+2I3+3I4:6.

Finde die Losungen der folgenden Gleichungssysteme.
3x1 + Txo + 323 + by = 7,
21’1 + 61’2 + 31’3 + 121’4 = 4,

1 + 229 + 223 + 4a4= 6,
5I1 —25(72—|— T3 + 55(74:45

3ry + Tre + 3x3 + 1514 =8,
21’1—|—6!IJ2—|—3£L’3—|—121’4:9,
Ty + 2x9 + 223 + 4x4 =9,
5I1—25L’2—|— T3 + 55(74:6

b)

Berechne die Losungen der folgenden Gleichungssysteme.
r1+ 219 — x3— x4 — 3T5=14,
201 + dx9 — x3 — 314 — 3T5=205,
a) 31’1 + 91’2 + x3 — 51’4 + 21’5 = 7,
T + 6I2+6I3—25L’4—|—155L’5:4,
4I'1 + 125(72 - 3I‘3 - 9.3(74 - 6:175 =2.
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r1+ 219 — x3— x4 — 3T5=14,

21’1 + dx9 — T3 — 35(74 — 35(75 = 0,

b) 31’1 + 91’2 + X3 — 55(74 + 25(75 = 2,
1 + 61’2—'—61’3—25{74—'—155{75:8,

4ry 4+ 1229 — 323 — 924 — 625 = 6.

r1+ 2T — x3— x4 — 3T5= 4,
21’1 + 51’2 — X3 — 35(74 — 35(75 = 0,
C) 31’1 + 91’2 + X3 — 55(74 + 25(75 = —8,

1 + 61’2 + 61’3 — 25(74 + 155(75 = —16,
4ry 4+ 12209 — 323 — 9y — 625 = —14.

23) Lose die folgenden Gleichungssysteme.
T + $2—2LL’3+2LL’4+35L’5—LL’6: 2,
2LL’1+3$2—5LL’3+7LL’4+45L’5— Tg = 6,
r1 + 319 — 33 + Txg — 325 + 206 = 12,
a) Ty — 1'2+3l’3—61’4— Ts5 + 1’6:16,
21’1— 1'2—21’3— l’4‘|‘8l’5—31’6 —8,
31’1 + 55(72 — 51’3 + 81’4 + 35(75 — 21’6 = 18,
21’1 — 35(72 + 21’3 — 71’4 + 85(75 — 41’6 = —8.

T+ X9 — 223+ 2144+ 35 — x6=1,
2x1 + 319 — bxs + Taxy + 4oy — x5 =4,
LL’1+3$2—3$3+7$4—35L’5+2$6:6,
b) Ty — $2+3LL’3—6LL’4— Ts5 + LL’6:3,
21’1— ZL’2—21’3— l’4+8$5—31’6:4,
31’1+5!E2—51’3+81’4—|—3£L’5—21’6:2,
201 — 3x9 + 2x3 — Txy + 8xs — dug = 7.

1 3 2 7T 7 24 11 20
. . . . 2 7 2 223 50 7 41 .
24) a) Bestimme die Matrix X, die 1 15 5 X = 7 46 108 17 89 erfillt.
-5 —-17 -3 4 —62 —118 =7 —-96
1 =22 4 -2 5 —-13-5 3
b)  Finde die Matrix X, die | -3 8 -8 —18 | X = [ 10 —17 53 17 —7 | erfiillt.
4 —6 11 10 —14 13 =53 -3 19

-1 -3 2 -3 6

1 -3-2-3-2 -3 -1 -2 -9 -26
. . . 3 —8-5-7T-1 7 —18 =1 —5 47 .
25) Berechne die Matrix X, die X 9 4-1-191=1-1 2 6 6 20 erfiillt.
-25 5 6 9 -4 3 6 1 4

9 —27—-15-24 —1



26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)
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1 -3 2 -1 3 4
Esseien A:=| 2 —2—-1| und B:=| 1 5 —-2].
—4 8 3 7 =5 6

a) Finde die Matrix X, die AX = B erfiillt.
b)  Bestimme die Matrix X, die XA = B erfiillt.

Fiir die folgenden Matrizen A berechne die inverse Matrix A~

L 2 13 1 21 3 2
P 4 =73 9 6
a) A:= . by A=|-22 1 2 -1
2 1 6 —3
e e o ~3 5 —2-7-3
3 —3-2-6 3
1 3-21 2 11
2 7 -31 2 11
1 5 1 -3 -1 —4
) A=l 3 58 —2-13-%
4 7 -8-2 19 67
—-2-29 -7 -9 -3
Lose das Gleichungssystem
Ty + 2+d)xe+ (—1+3i)zs+ (=b+i)ay= 3+6i,
(1—i)x + 4o+ (B+20) x5+ (—3+10i)zy= 5+ 41,
(14+20) 2 + (=1 +10i) 2o +  (7T+T7i)x3 + (—16 + 4i) 4 = —15 + 8i,
(3—=2i)my + (=3 —2i)xy + 43i w3 4+ (=36 + 44) x4 = 41+ 23i.

Betrachte den Korper Z;7 der Restklassen modulo 17. In dieser Menge 16se das Gleichungs-
r1+ dro+ 2x3+ 314 =14,

201 + 1229 + 523+ 1024 = 2,

65(71 + 45(72 + 21’3 + 51’4 = 11,

75(71 + 125(72 + 161’3 + 131’4 =15.

system

Eine Folge (z,)nen, in R sei durch vorgegebene reelle Werte xy und x;, sowie durch
Ty = 6x,_1 — Dz, o fir n € N, n > 2 gegeben.
a)  Setze fiir n € Ny den Vektor X, := ( n ) Finde eine Matrix A, sodass X,, = AX,,_;

Tn+1
fiir alle n € N gilt.

b)  Esseien jetzt xo := 3 und x; := 7. Zeige durch vollstdndige Induktion, dass x,, = 2+5"
fiir alle n € Ny gilt.

Ahnlich wie in Beispiel 30) bestimme eine ,Matrixdarstellung der Rekursionsformel® fiir die
Folgen (x,,)nen, in R, die durch vorgegebene reelle Werte xy und z;, sowie durch folgende
Rekursionsformeln fiir n € N, n > 2 gegeben sind.

3 1

o 1 _ 8
a) Ty = 5Tpo1 — 5Tp—2. b) @, i= ST, — 2T

Betrachte die Folgen (x,,),en, in R, die durch vorgegebene Werte zy € R und z; € R, sowie
durch folgende Rekursionsformeln fiir n € N, n > 2 gegeben sind. Gib eine zu Beispiel 30)
analoge ,Matrixdarstellung der Rekursionsformel* dieser Folgen an.

a) T, :=8Tp_1— 15z, 5. b) @, = w, — %l’n_g.



33)

34)

35)

36)

37)

Proseminar zu Einfiihrung in die Lineare Algebra und Geometrie

Zeige, dass die Menge aller differenzierbaren Funktionen f : R — R einen Vektorraum
iiber R bildet.

Untersuche, ob die folgenden Teilmengen des R? Teilriume sind, und begriinde jeweils die
entsprechende Behauptung. Dabei schreiben wir = = (71 ).

a) A:={recR*:2 =0}. b) A:={reR®:x >5}.

c) A={reR*:31 —8ry,="T}. d) A:={reR*: z®+2,%<0}.
e) A:={xecR®: z*+x,%>0}. f) A:={xecR*: 5z, — 2y =0}.
g) A:={reR*:31%+8x° < —1}. h) A:={reR®: dr; — x5 > —2}.
i) A:={reR*: 29 =0}. i) A:={reR?: 152 +8x, =0}.
k) A={re€R*:25=0und z; >0}.

Fiir die folgenden Teilmengen des R3 stelle fest, ob sie Teilriume sind (Begriindungen

geben). Hier ist stets z = (%5)

3

a) A:={r€R®: 51 +2xy— 623 >T}.
12 3

b) A::{(Ié‘)_l—t(_z;l) :tG]R}.

¢c) A:={recR®: 3z, —8xy— 2w3=0und Tz, + 4ay — w3 > —4}.
d) A:={zeR®: 5z, — Try + 6x3 = 0}.

e) A::{(§)+t(_§9):t€R}.

f)  A:={xecR>: 2z, + Tz, — 623 < 8}.

g) A={reR®: 4r, — 2wy + Txy =2}.

Mit C'(R,R) (kurz mit C' bezeichnet) wird der Raum der stetig differenzierbaren Funk-
tionen f : R — R bezeichnet. Welche der folgenden Mengen sind Teilrdiume von C'(R,R)
(Begriindungen geben)?

a) A:={feC":f0)=0}. by A:={feC':f0)=1}.

c) A={feC':f(1)=0}. d) A={feC':f(7)>5}.

e) A:={feC":f(-4)=0}. fy A:={feC":f(6)<8}.
g) A:={feC:f(3)+f(3)=0}. h) A={feC':f(3)f(7)=0}
i) A={feC": f(-6)+ f(2)>6}.

) A={feC4f(2) - 3f (-5 =3}.

k) A:={feC":f(8)+f(8) <0} ) A={feC':f =f}.

m) A:={feC":8f(—4)+17f'(9) = 0}.

Stelle fest ob die folgenden Mengen Teilrdume von Py (die Menge der Polynome vom
Grad < 8) sind, und begriinde jeweils die Behauptungen.

a) ={pePs:p3)=6}. b) A:={pePs:p'(5)=0}.
={pePs:p =5p}. d) A:={pePs:p'(-5)>3}.
i={p € Ps : 3p(0) + 4p'(-2) < 6}

i={p € Ps:Tp(5) — 2p'(-3) = 0}.

= {p € Ps:4p(6) + 7' (5) — 2p"(4) > 0} .

:= P53 (Polynome vom Grad < 3).

={pePs:p" —6p +8 =2 +3x+8}.

={pePs:p' —p —6p=0}. k) A:={pePs:p"(4)+8p(2) <6}.

o
~

=J

SR N RN
e S NS

—.
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38)

39)

40)

A1)

42)

43)

Proseminar zu Einfiihrung in die Lineare Algebra und Geometrie

Auf R* betrachte die Teilmengen

w {0 ()} m wm{()-0:-(0)-()- ()

Beantworte die folgenden Fragen durch direktes Nachrechnen mit Hilfe der entsprechenden
Definitionen.

a) Ist A; linear unabhingig? b) Bildet A; ein Erzeugendensystem?
c) Ist Ay linear unabhéngig? d) Bildet Ay ein Erzeugendensystem?

Durch direktes Nachrechnen mit Hilfe der entsprechenden Definitionen untersuche, ob die
folgenden Teilmengen von P, linear unabhéngig sind, und ob sie ein Erzeugendensystem

bilden.

a) A= {2’+z+3,32%+ 2z +4}.

b) A:={2*-522" 3 —4,2—2,20> + 50 +1}.

) A:={22"+5r+1,32> + 22,50 — Tz — 8}.

d)  A:={22" + 2z +3,32> + 22+ 2,52% + 3z + 4} .

a) Sei V ein Vektorraum tiber K und sei {v;,vs,...,v,} eine Basis von V. Weiters sei
{wy, ws, ..., wy} eine linear unabhéngige Teilmenge von V. Beweise, dass es passende
Jet1> Jot2s > Jn € {1,2,...,n} gibt, sodass {wy,wa, ..., Wk, Vj, 1, Vj 0 - - - Vj, } €iDC

Basis von V' bildet.
b)  Zeige, dass jede linear unabhéngige Teilmenge eines endlichdimensionalen Vektorrau-
mes V iiber K zu einer Basis von V erganzt werden kann.

Genauer formuliert lautet das zu beweisende Resultat: Ist {wy, ws, ..., wy} eine linear
unabhéngige Teilmenge eines endlichdimensionalen Vektorraumes V' iiber K, dann
gibt es vgy1, Vkt2, ..., v, € V (es wiire auch erlaubt, dass {vgi1, Ugro, .., v} = 0 ist),
sodass {wy, wa, . .., Wk, Vgt1, Vkio, - - -, Vp} €ine Basis von V ist.

Hinweis: Verwende Beispiel a).

e 5= {(4).(3) ()}

a)  Zeige, dass B eine Basis von R? ist. b)  Stelle (é) beziiglich B dar.

Es sei V := {ale_gx cos(8x) + age " sin(8z) + asx + ay : a1, a, as, ay € R} (diese Menge
ist ein Teilraum des Vektorraumes aller Funktionen f : R — R) und sei
B .= {6_3:0 sin(8z) 4 1,2e 7% cos(8z) + x + 3,
573" cos(8x) + 2z + 3, +5 — 3¢ sin(8x)} :
a)  Zeige, dass B eine Basis von V ist.
b)  Stelle f(z):= 4e *" cos(8z) + 3¢~ sin(8x) — 22 — 25 beziiglich B dar.

2 3
Untersuche, ob A := { < _12) , <g> } linear unabhingig in R* ist. Falls A linear unabhingig

4 1
ist, dann erginze A zu einer Basis von R%.

11



44)

45)

46)

A7)

Proseminar zu Einfiihrung in die Lineare Algebra und Geometrie

Bestimme die Dimension der folgenden Vektorrdume iiber den angegebenen Korpern.

a)
d)

g)
j)

R? iiber R. b) R? iiber Q. c) RC iiber R.
R* iiber R. ) C? iiber R. ) C? iiber C.
C? iiber Q. h) C° iiber C. i)  C* iiber R.
R iiber Q. ) C* iiber Q. ) C* iiber C.

Von den folgenden Vektorrdumen V gib die Dimension iiber R an.

V.= M477(R) .

V := F sei der Vektorraum aller Funktionen f: R — R.
V' sei der Vektorraum aller reellen Folgen.

V=C".

V' :=Ps (reelle Polynome vom Grad < 5).

V' sei der Vektorraum aller konvergenten reellen Folgen.

V.= MG(R) .

V= {aleﬁx cos(4x) + aze® sin(4x) + ase™ + ayx + as : ay, ag, as, ay, as € ]R}
V :=P (alle reellen Polynome).

V= C([2, 7), ]R) (alle stetigen Funktionen f:[2,7) — R).

V= M;53(C).

V.= {alxe?’z + a2€® + azx® + asx + as : aq, as, as, aq, a5 € ]R}

V= P71

V= {a 23l 4 ayx?e!™ 4 agze!™ + ase'™ : ay, ag, a3, a4 € ]R} .

Untersuche, welche der folgenden Abbildungen ¢ : R — R (jeweils als Vektorraum tiber R
betrachtet) linear sind (Begriindungen geben).

a)

o) ==. b)  ¢(x):=3x+1. c)  (x):=5x.
p(x) = 0. e) px):=1 f) @@)Zﬁ
pla) =e". h) ()= - i) p(z):=sin
o(zr) :=bx —3. k)  o(z):= ) () =4x 9

Gib an, welche der folgenden Abbildungen ¢ (die Vektorrdume werden jeweils als Vektor-
rdume tiber R betrachtet) linear sind (Begriindungen geben).

a)
b)

p:Cl = F,o(f) = f.

0 :C® =R, o(f):= f"(5), wobei C* der Raum der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen f:R — R ist.

0 :C'" =R, o(f) :=2.

0: 0% = F, o(f)=[f"—2f —15f.

p:V =R, go((an)) = nh—>Igo a, , wobei V' die Menge aller konvergenten reellen Fol-
gen (ay,) ist.

0: Ot = F,o(f) = f*.

0 :C" =5 R, of) = /7 f(x)dx, wobei C° der Raum der stetigen Funktionen f :
R — R ist. ’

12



48)

49)

50)

51)

52)

53)

54)

Proseminar zu Einfiihrung in die Lineare Algebra und Geometrie

Welche der folgenden Abbildungen ¢ : C* — C? (jeweils als Vektorraum iiber C betrachtet)

o . . Z1+iy1
sind linear (Begriindungen geben, es ist v := <:cz+z’yz> .

' x3+1y3
a)  p(v) = (i(:c1+z'y1)+3(x72(-im-21';;32-/i-1()3—2i)(903+iy3)
b)  p(v) = (%) c)  p(v):=0.
Q) o) = (a0 fi ) - ) o) = (a0 ).

Seien V' und W Vektorrdume iiber K, und sei ¢ : V' — W eine injektive lineare Abbil-
dung. Weiters sei M C V linear unabhéngig. Beweise, dass ¢(M) eine linear unabhéngige
Teilmenge von W ist.

Anleitung: Man muss nur beweisen, dass fiir linear unabhéngige {vy, vo,...,v,} in V auch
{p(v1), p(v2),...,¢(v,)} linear unabhéngig in W ist.

Es seien V und W Vektorrdume iiber K, und es sei ¢ : V — W eine surjektive lineare
Abbildung. Auferdem sei M ein Erzeugendensystem von V. Zeige, dass ¢(M) ein Erzeu-
gendensystem von W ist.

Von den folgenden linearen Abbildungen ¢ : R? — R? finde die Matrix.
a) Es sei p die Spiegelung an der x;-Achse.

b)  Die Abbildung ¢ sei die Drehung um % (also um 60°).

c) Jetzt sei ¢ die Spiegelung am Nullpunkt.

d)  Schlieflich sei ¢ die Spiegelung an der ersten Mediane.

Betrachte zwei endlichdimensionale Vektorrdume V und W iiber K. Man zeige die folgenden

Aussagen.

a)  Falls es eine injektive lineare Abbildung ¢ : V' — W gibt, dann ist dimg V' < dimg W.

b)  Wenn es eine surjektive lineare Abbildung ¢ : V' — W gibt, dann ist dimg V' >
dimK W.

c)  Gibt es einen Isomorphismus ¢ : V — W so ist dimg V = dimg W.

Gib Beispiele oder begriinde, dass es solche Beispiele nicht geben kann, fiir:
eine injektive lineare Funktion ¢ : R? — R3,

eine surjektive lineare Funktion ¢ : R? — R3,

eine injektive lineare Funktion ¢ : R® — R?

eine surjektive lineare Funktion ¢ : R? — R?

eine injektive lineare Funktion ¢ : R? — R,

eine surjektive lineare Funktion ¢ : RY — R*,

eine injektive lineare Funktion ¢ : R® — RS,

eine surjektive lineare Funktion ¢ : R® — RS,

einen Isomorphismus ¢ : Ps — RS,

EroosoTE

—
~—

Definiere die lineare Abbildung ¢ : P3 — Ps durch ¢(p) :=p" + p' — 2p. Finde die Ma-
trixdarstellung von ¢ beziiglich der Basis B := {1, x, 22, 23}.

13



55)

56)

57)

58)

59)

60)

61)

62)

63)

Proseminar zu Einfiihrung in die Lineare Algebra und Geometrie

Auf Ps betrachte die Basis By := {2® + 1, 2% + x + 2,223 + x + 4, 2% + 22% + 42 + 6}, und
auf P, die Basis By := {2 + ,22% + 52 + 1,32 + 8z + 2}. Stelle die durch ¢(p) := p’
definierte lineare Abbildung ¢ : P3 — Py beziiglich B; und B, dar.

Die lineare Abbildung ¢ auf V := {a1€™ + ayx + a3 : a1, as, a3 € R} sei durch f +— f' — 3f
definiert. Gib die Darstellung von ¢ beziiglich der Basis B := {1, z,e™ + 3z + 4} an.

3 —
0

Stelle die Matrix A := ( lo 1 —?) beziiglich der Basis B := {( > ) , ( 3 ) , (%)} dar.

-17 9 1

Betrachte die Basis B; := { é , , (z auf R? und die Basis

OO)—‘»—‘QQ,_.H

( 1 0 1 2
2 1 1 3
s=4(0)(2) () (1) 0))

0 2 1 1

0 0 3 2 0
—4 —11 8
-1 9 5

auf R%. Man stelle die Matrix | 7 —9 —3| beziiglich B; und B, dar.

5 8 -1
3 —4 3

Auf V := {a;% cos(2x) + aze3® sin(2x) + azx + a4 : a1, as, az, ay € R} stelle f s f'+ 2f
beziiglich der Basis B := {1, z, e cos(2x) + 2z, €** sin(2x) + 5} dar.

Stelle f — f’ + 2f auf
= {a; + a2€™® + azxe®™ + ayx%e> + azrie
beziiglich B = {1, 6€°®, 6xe>, 322>, x3e57} dar.

5t .
- ap,az,as, 4,05 S R}

Fiir die Abbildung f +— f" — 3f auf
V :={a1€™ cos(3z) + aze™ sin(3z) + azre™ cos(3x) + asze™ sin(3z) +
+ azr?e™ cos(3x) + agr?e™ sin(3x) : ay, aq, az, as, as,ag € R}
finde die Darstellung beziiglich
B := {27 cos(3x), 2™ sin(3x), 22¢™ cos(3x), 2ze™ sin(3z), z2e™ cos(3z), 12" sin(3z)} .

01

a)  Gib die Darstellung von A := <_ ) beziiglich der Basis {(1),(7)} an.

1
7
L) beztiglich der Basis {(1), (1)}

um eine Formel fiir A™v fiir alle n € Ny anzugeben.

b)  Finde die Darstellung von v :=
c¢)  Verwende die Beispiele a) und b

1, fiir n > 2 gegeben

Die Folge (z,)nen, sei durch zg := 11, z; :== 5 und z, := %:)ﬁn_l -z

(siche auch Beispiel 31)b)).
a)  Gib eine Formel fiir z,, fiir alle n € Ny an.

Anleitung: Verwende Beispiel 31) b) und Beispiel 62).
b)  Bestimme Jim

14



64)

65)

66)

67)

68)

69)

70)

Proseminar zu Einfiihrung in die Lineare Algebra und Geometrie

Definiere die Folge (x,,)nen, durch zg := 9, 21 := 3, x5 := 15 und
T, = 10x,_1 — 272,_o + 18x,,_3

fir n > 3. Indem man wie in Beispiel 30) eine ,Matrixdarstellung® fiir diese Differenzen-
1

gleichung angibt, diese Matrix beziiglich der Basis {(i) , (g) , (3(136 )} darstellt und dhnlich
wie in Beispiel 62) vorgeht, finde man eine Formel fiir z,, fir alle n € Nj.
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K, und seien W; und W5 Teilrdume von V.
Zeige, dass die folgenden Eigenschaften dquivalent zueinander sind.

(1) Esist V=W, @& W,.

(2) Die Eigenschaften V' = W; + W5 und dim W; + dim Wy = dim V' sind erfiillt.

(3) Es gelten Wy, N Wy = {0} und dim W; + dim Wy = dim V.
Anleitung: Zeige (1) = (2) = (3) = (1).

Betrachte einen Vektorraum V' iiber K und einen Teilraum W von V. Definiere eine Rela-

tion ,,=" auf V durch v; = vq, falls v1 — vy € W.

a) Zeige, dass ,=" eine Aquivalenzrelation auf V' ist.

b)  Fiir v1,ve € V zeige, dass v; = vy genau dann gilt, wenn es ein w € W gibt, sodass
v = vy + w gilt.

c) Falls v € V gegeben ist, zeige, dass die Aquivalenzklasse von v gleich der Menge
v+ Wi={v+w:we W} ist.

Man definiere ¢ : R* — R?® durch ¢ (i%) = (%f) Bestimme ker ¢ und im ¢.

x4

Auf V = {apz?e 3% + ayze 3% + ape ™3 : ay, a1, a9 € R} betrachte die durch f +— f' —5f

definierte Abbildung .

a)  Gib ker ¢ und im ¢ an.

b)  Ist ¢ bijektiv (Begriinden!)?

c) Findeein f € V mit f' —5f = 256x% 37,
Bemerkung: Damit wurde eine Losung der Differenzialgleichung f’ — 5f = 25622737
gefunden.

Wieder sei V' := {apz2e™3® + ayze™3" + ape ™" : ay, a1, a9 € R}. Diesmal sei ¢ : V — V
durch ¢(f) := f' 4+ 3f definiert. Die Antworten zu den folgenden Fragen sind stets zu
begriinden, und es ist eine konkrete Funktion anzugeben, wenn es eine Funktion mit den
geforderten Eigenschaften gibt.

a)  Bestimme ker .

b)  Ist ¢ bijektiv?

~— —

c) Kann man ein f € V mit f’ + 3f = 2192%¢73® finden?

d)  Gibt es ein f € {azz®e™® + ay2?e 3% + aywe 3" + ape T : as, ag, a1, ag € R}, fiir das
die Eigenschaft f’' + 3f = 21922%e73% erfiillt ist?

Es sei

V = {a12e%® cos(2x) + ayxe® sin(2z) + azed® cos(2x) + a e’ sin(2x) : ay, az, as, ay € R}
und definiere ¢ : V. — V durch ¢(f) := f' — 3f.
a) Bestimme ker ¢ und untersuche, ob ¢ bijektiv ist.
b)  Finde ein f € V mit f' — 3f = 3225 sin(2z).
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71)

72)

73)

74)

75)

76)

77)

Proseminar zu Einfiihrung in die Lineare Algebra und Geometrie

Auf dem Vektorraum
V = {a12e cos(2x) + ayxe®™ sin(2z) + aze® cos(2x) + ase®® sin(2x) : ay, az, as, ay € R}

betrachte die durch f +— f” —10f' + 29f definierte Abbildung ¢ : V- — V.
a)  Gib ker ¢ an und untersuche, ob ¢ bijektiv ist.
b)  Suche ein f € V mit f” — 10f" + 29f = 32xe>*sin(2z) oder zeige, dass es so eine

Funktion nicht geben kann.
c)  Finde eine Funktion

[ € {b12?e> cos(2x) + box?e® sin(2x) + bzxe®® cos(2x) + byre® sin(2x) +
+ bse® cos(2z) + bee® sin(2x) : by, by, b3, by, bs, bg € R},
die f” —10f" + 29f = 322¢5* sin(2x) erfiillt.

01

Fiir die Matrix A := (O 0

) bestimme ker A und im A.

Gibt es lineare Abbildungen ¢ : V' — W fiir passende Vektorrdume, die ker p = im¢p
erfiillen? Falls es solche Abbildungen gibt, gib ein Beispiel dafiir, und wenn es solche Ab-
bildungen nicht gibt, beweise, dass es solche Abbildungen nicht geben kann.

Sei V ein Vektorraum iiber K und sei ¢ : V — V eine lineare Abbildung, die ©* = ¢
erfiillt, wobei ? := @ o . Beweise, dass dann V = ker ¢ @ im ¢ gilt.
Bemerkung: Eine lineare Abbildung ¢ : V' — V mit ¢* = ¢ nennt man eine Projektion.

Wieviele lineare Abbildungen gibt es von Zss” nach Zas*, wobei Zos der Korper der Rest-
klassen modulo 23 ist?

141 2+1 14+ 2 1—14
1—3¢ 1—5¢ 2—-31 —2—-2
4 : : o
In C* betrachte die Basis B := s_ille—2il ' [34a! | 5-2
4 —2i 3—4i 6 -1+ 2
—3+1
a) Finde die Darstellung von v := ?9+_4Z beziiglich B.
14 +12¢

—122 — 140 —42+25: 17 —-161 2419
—16 +389: 110+ 109 —47 — 387 48 — 4
—603 + 831 —124 4+ 186¢ 54 — 76t 12+ 78
—14 — 2347 —-103 —14: 13+4+2¢ —-10-—13:

b)  Stelle A:= beziiglich B dar.

90 —25 37

3 2 1
a)  Gib die Darstellung von A beziiglich der Basis B := { (2) , (2) , (1) } an.
5 3 2

b)  Fasse jetzt die Matrix A als eine komplexe Matrix auf, und betrachte auf C?* die

3 2—1 2+
Basis B := 21, 2—=7],] 2+ . Stelle A beziiglich B dar.
5 3—2i 3+ 2

16

60 —17 —25
Betrachte die Matrix A := |53 —10 —251.



78)

79)

80)

81)

Proseminar zu Einfiihrung in die Lineare Algebra und Geometrie

Auf dem Vektorraum P aller reellen Polynome (als Vektorraum tiber R) betrachte die
durch ¢(p) := p’ definierte lineare Abbildung ¢ : P — P und die durch v (ag + a1z +
A + - A 12" ana™) = agr + Gt 4 Qad 4 - 2ty 4 Gegn L definierte
Abbildung ¢ : P — P.

a)  Untersuche, ob ¢ injektiv, bzw. surjektiv ist.

b)  Zeige, dass 9 linear ist. Was ist ¢?

c) Ist ¢ injektiv oder surjektiv?

d) Bestimme ¢ 0 und ¢ o ¢.

Berechne die folgenden Determinanten.

318
a) det (2 2) b) det (; i) c) det|5 6 3].
6 8 2

2 6 =3 : :

3+5t 8+ Tt

d) det(54§78>. e) det<2+i 5+2i>'

Von den folgenden Matrizen berechne die Determinanten.

_13 _38 _72 _29 1 -2 3 -2 -3
a) det : b) det|-5 7 -3 7 2
-2 =5 7 =2
9 8 _6 —9 -2 5 8 5 11
8§ 3 -5 3 4
1 2 -5 3 1 5 -2 8
2 6 -7 3 5 =7 3 5
c) det 9 -8 5 1| d) det 91 5 9
1 8 7 =2 8 6 3 8
Bestimme die Determinanten der folgenden Matrizen.
0 13 3 0 0 1 2 -2 4 3
-8 15 9 2 —12 -2 -3 5 —6 -8
a) det{ O 1 0 0 0 [. b) det| 3 4 -7 5 9
4 8 19 0 =5 2 3 -3 3 2
-5 -9 50 7 4 6 -7 —6 3

311 5 -7 5 9 s 3 s
6 4 -3 7 -3 -8
58 6 15 6 2 3T s Y
c) det . d) det|-2 6 1 1 -8
§ -7 8 9 8 —12
3 -9 -4 8 5
4 6 -4 5 -4 13 SO
9 4 8 -17T 8 6
43 8 -4 2

712 =5 T 2 3_21__1613

e) det| 8 5 9 8 —6]. f)  det
-6 9 —15 —6 8 1 -1 =3 2
-3 5 7 -5

5 =7 3 5 18
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82) Es sollen die Determinanten der folgenden Matrizen bestimmt werden.

1 2 -3 2 _9 3 45 -9 -7 4 6
9 5 -4 5 -6 8 00 2 0 0 0
2 -5 5 -7 8 -5 00 17 3 0 -2

a) det| o o 5 g | b) deti 396 8 19 _12 14
9 9 9 —4 -1 —1 00 20 0 0 3
3 8 -2 -4 -7 5 0 0 —11 28 6 —14

4 3 -8 7 5 9
6 -9 7 2 8 4

47 15 4 5 —6 10 -3
c) det <2 3>. d) det 7 5 _8 419 6
-5 7 4 12 -8 8§
6 -9 7 2 &8 4

7 =8 16 00
0O 7 1 00 5 3 6

e) det|—-6 24 5 7 5]. f) det|-2 4 -3].
0 3 000 -3 =7 =2
18 =13 -9 4 3

83) Von den folgenden Matrizen berechne die Determinanten.

02 000 s 4019 0 7
-8 13 2 0 -9 16 40 —17 0 0
5 27T —-19 2 21 14

a) det . b) det|12 4 -8 —21 17
0O 17 0 0 5 -—12 9 0 8 0 0

0 -3 0 0 0 2
7 —18 0 0 23 —19 =50 18 3 ~I3

1 3 -2 6 -3
4—-31 3+1 2444 2 7 —6 15 —4
¢) det|—1+6i 8+5i 5—3¢) d) det| 2 3 3 5 —14
T+21 5—8i —4— 061 -4 -9 6 -5 7
3 7 =7 6 14
1 2 -1 -3
3 -6 2 9 3 1
e) det s 6 2 9| f) det(_5 2).
—4 5 8 =8

84) Bestimme die Determinanten der folgenden Matrizen.

1 3 2 -2 4 2 7 -9 6 -85 4
2 7 6 -6 5 6 0 0 —16 0 0 3
3-8 -3 5 —9 —2 17 0 11 0 0 —22

a) det] gt )y 5 o b) det) 149 96 3 0 17
2.3 4 3 3 9 0 0 3 00 0
4 -7 5 4 9 5 28 5 —15 2 0 12
8 -3 4

c) det|—-2 8 —-T7|.

54—2)
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85)

86)

87)

88)

89)

90)
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Auf Zs,, dem Korper der Restklassen modulo 31, betrachte die 5 x 5-Matrix A, die durch

25 3 6 8
4 15 14 19 29
A:=15 12 17 8 1 | definiert ist. Berechne die Determinante det A .
6 22 22 1 17
8 30 10 30 26
) A C’ ) )
a)  Gilt det B D = (det A) - (det D) — (det B) - (det C'), falls es sich bei A, B,C, D
jeweils um n x Matrlzen handelt?
4
b)  Berechne det ( 8
5
35 3 —4 5 8 )
c) FurA— 5_7 <6 4>, C:= - 3> und D.—(4 5) bestimme
det A, det B, detC', det D und (det A) - (det D) — (det B) - (det C').

z1
Es sei x := ( f) in R™ oder C".
a)  Zeige, dass durch ||z]s = max{|zj| cje{l,2,..., n}} eine Norm definiert ist.

b)  Beweise, dass durch ||z||; :== ) |z;| eine Norm gegeben ist.
j=1

Fiir die folgenden Vektoren = berechne ||z||1, ||z||2 = |z] und ||Z]|co-

3 3

5 24+ 70 29

5—121 1

a) x:= _29 b) z:= 34l c) x:= 5
40 + 9 —20

> 6

5 5
Auf C’([O,5],]R) definiere die Normen || f]|; ::/ |f(x)|dz, ||fll2:= / |f(z)]?dz und
0 0
[ fllse = sup. |f ()| Berechne || f[l1, [If]l2 und [[fllo fiir f(z) := 1522,
xe|0,

Berechne auf C ([O,G],]R) mit || flleo = sup |f(x)| fur die folgenden Funktionen f ihre

z€[0,6
Norm || f|| -
a)  f(x):=2%—62>+92+5. b)  f(z) =% — 927 + 152 + 29.
¢) f(x):=24x +32* — 2*. d)  f(z) :=22* — 212* + 602 — 35.
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91)

92)

93)

94)

95)

96)

97)

98)
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3+ 51 1+ 3¢

Von den Vektoren vy := | -4 —7i| und vy := | 2+ | in C? berechne das innere Pro-
243 5— 2

dukt (vq, v9).

9
Zeige, dass durch (f,g) := / f(x)g(x)dx fir f,g € C([O, 9],R) ein inneres Produkt auf
0

C’([O, 9, R) gegeben ist.

Betrachte C' ([O, 9], ]R) mit dem in Beispiel 92) definierten inneren Produkt. Fiir f(z) := 2z
und g(z) := z* bestimme (f,g), || fll2, llgll2, sowie den Winkel zwischen f und g.

In R3 gib die Orthogonalrdume M+ der folgenden Teilriume M an.
a) M:={t(3):teR}.

1
b) M i={(2): 2w — 4wy + 725 = 0} .

Sei V' ein (beliebig dimensionaler) Vektorraum mit innerem Produkt iiber R. Beweise die
folgenden Aussagen.

a) Falls M ein Teilraum von V ist, dann gilt M C (M l)L .
b)  Fiir alle Teilriume M; und M, von V gilt (M, + My)™ = My N My*-.
¢) Esgilt My* + My~ C (M, N My)* fiir alle Teilriume M, und M, von V.

Zeige, dass auf einem endlichdimensionalen Vektorraum V' mit innerem Produkt iiber R
die Eigenschaft (M, N My)*™ = M,* + My™* fiir alle Teilriume M; und M, von V gilt.

Der Raum V' := {aj cosz + agsinz : aj,a; € R} werde als Teilraum von C’([O, 27], R) mit

2m
dem inneren Produkt (f,g) := / f(z)g(z) dx betrachtet. Zeige, dass
0

s d L n Ly
= ﬁcosx,ﬁsmx

eine Orthonormalbasis von V ist.

Fiir n € Ny betrachte den Raum
V, = {ao + > ajcos(2mjz) + > bjsin(2mjz) : ag, ar, as, ..., @y, b1, ba, ... by € R}
=1 =1
1
als Teilraum von C’([O, 1], ]R) mit dem inneren Produkt (f,g) := / f(z)g(z) dx . Beweise,
0

dass

B .= {1, V2 cos(2mz), V2 cos(4nz), . .., V2 cos(2mnz),
V2sin(27rx), V2 sin(4rz), . . ., ﬁsin(?wnm)}

eine Orthonormalbasis von V,, bildet.
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99)

100)

101)

102)
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1 1 1 2 1 2
Auf R? betrachte die Basis B:=< - |2]|,=| 1 |,=|-2]|;.
3\2) 3\2) 3\1

a)  Zeige, dass B eine Orthonormalbasis ist.
b)  Stelle v = (-‘8‘7) beziiglich B dar.

3 7 2 6
4 . . 0 —8 —2 -5 e
In R* betrachte die Basis B := a4 bl sl | o . Gib diejenige Orthonor-
0 0 1 2

malbasis von R* an, die man durch Anwendung des Gram-Schmidt’schen Orthonormalisie-
rungsverfahrens auf B erhélt.

5
Man betrachte das innere Produkt (f,g) := / f(z)g(x)dx auf C’([l, 5],]R). Wende das
1

Gram-Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren auf {1,1’,:172} an.

Es sei V,, der in Beispiel 98) definierte Teilraum von C ([0, 1],]R) mit dem dort definier-

ten innerem Produkt auf C ([0, 1], ]R). Unter Verwendung der in Beispiel 98) angegebenen
Orthonormalbasis B bestimme die Orthogonalprojektion von f(z) :=x —2* auf V.
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