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Bezeichnet man die zum Zeitpunkt ¢ vorhandene Stoffmenge eines radioaktiven Stoffes
mit x(t), so lautet das radioaktive Zerfallsgesetz & = —kx, wobei k eine vom Stoff
abhéngige Konstante ist (siehe Vorlesung). Die zum Zeitpunkt 0 vorhandene Stoffmenge
sei xg. Als Halbwertszeit T des Stoffes wird jene Zeit bezeichnet, zu der nur mehr die
Halfte der urspriinglich vorhandenen Stoffmenge vorhanden ist, also x(T") — %2 gilt.

a)  Wie sieht die Losung der obigen Differenzialgleichung aus (siehe Vorlesung)?

b)  Zeige, dass x(t+T) = @ fiir alle t € R gilt. Wie kann man dieses Ergebnis
interpretieren?

c¢) Finde eine Formel fiir die Halbwertszeit T, falls man k als bekannt voraussetzt.

d) Wenn die Halbwertszeit T' bekannt ist, wie kann man £ berechnen?

e)  Wird man praktisch (also durch Messungen) eher k& oder T feststellen kénnen?

Ein (zu) einfaches Modell zum Populationswachstum: Mit x(t) werde die Bevilkerungs-
zahl zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Man nimmt an, dass die Bevilkerungszunahme pro-
portional zur vorhandenen Bevilkerung ist, also dass @ = ax gilt. Berechne die Funk-
tion x(t). Was ergibt . lim x(t)?

—+oo
Lose die Differenzialgleichung: & = —6x + 15y, y = 152 + 10y, 2(0) = 19 und y(0) = 9.

Bestimme alle Funktionen x(t) und y(¢) fir die & = 17z — 4y, y = 40z — 9y, x(0) =0
und y(0) =9 gilt.

Lose die Differenzialgleichung: & = —x — 3y, y = —12x + 4y, 2(0) = 8 und y(0) = 2.
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Fiir x = (z;) €R? und y = (Z;) € R? definiere
da(x,y) := v —y| = V(w1 — y1)? + (v2 — y2)?,
di(z,y) == |r1 — y1| + [r2 — y2| und

doo(xvy) = max{|:c1 - y1|7 |$2 - y2|} .
Skizziere B(0,1) fiir jede dieser Metriken.

Betrachte C([0,1],R) mit der Metrik d(f,g) := sup |f(z) — g()|. Berechne d(z,z?).
z€[0,1]

Untersuche, welche der folgenden Teilmengen von R beziiglich der iiblichen Metrik (also
d(x,y) = |z — y|) offen, bzw. abgeschlossen sind (Beweise!).

a)  [3,7]. b) [-1,3). ¢) R.
d) (-2.5). e) {reR:x>2}. f)  [-4,2]U(6.8).
g)  (—00,5)U(7,8). h)  [-7,V2]. i) [1,5]NnQ.

In diesem Beispiel sei der Grundraum Q mit der iiblichen Metrik. Untersuche, ob folgende
Mengen offen, bzw. abgeschlossen sind (Begriindungen!).

a)  (0,1)NQ. b) [0,1)NQ. c) [0,1]NnQ.
d) (mo0)NQ. e) (-0, V7)NQ. f) {reQ:2?<2}.
g) {r€Q:x>0und2?<?2}. h) {r€Q:2>0und2? <5}.

Die Menge R sei mit der iiblichen Metrik versehen. Fiir n € N sei U, := (—%, 1+ %) .

oo
Zeige, dass fiir jedes n € N die Menge U, offen ist. Weiters bestimme ﬂ U,, und
n=1
untersuche ob diese Menge offen oder abgeschlossen ist (Beweise!).

Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Bewerte die folgenden Aussagen mit ,richtig® oder
wfalsch®, und begriinde diese Bewertungen.

a)  Wenn Uy, Us,..., U, offen sind, dann ist auch ﬂ U; offen (endliche Durchschnitte
j=1
offener Mengen sind offen).

b)  Falls (U;);en eine Folge offener Mengen ist, dann ist auch ﬂ U, offen (abzdhlbare
j=1
Durchschnitte offener Mengen sind offen).
c) Ist (Uj)jes eine Familie (beliebig vieler) offener Mengen, so ist auch ﬂ U, offen
j€J
(beliebige Durchschnitte offener Mengen sind offen).

Betrachte einen metrischen Raum (M, d). Bewerte die folgenden Aussagen mit ,richtig®
oder ,,falsch“, und begriinde diese Bewertungen.

a)  Wenn Uy, Us, ..., U, offen sind, dann ist auch U U; offen (endliche Vereinigungen
j=1
offener Mengen sind offen).
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b)  Falls (U;);en eine Folge offener Mengen ist, dann ist auch U U, offen (abzdhlbare
j=1
Vereinigungen offener Mengen sind offen).
c) Ist (Uj)jes eine Familie (beliebig vieler) offener Mengen, so ist auch U U; offen
=
(beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen).

Zeige mit Hilfe der Definition der Abgeschlossenheit mittels konvergenter Folgen, dass
folgende Eigenschaften in einem metrischen Raum (M, d) gelten.
a) Sei (Aj)jes eine Familie abgeschlossener Mengen. Dann ist ﬂ A; abgeschlossen
jedJ
(beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen).
b) Falls Ay, Ao, ..., A, abgeschlossene Mengen sind, dann ist auch die Menge U A;
j=1
abgeschlossen (endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen).

Seien (My,dy), (Msy,ds) metrische Riume, sei f : M; — My eine Funktion, und sei
xg € My. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1) Die Funktion f ist stetig in .

(2) Zu jeder offenen Menge U C Mo, fiir die die Eigenschaft f(xq) € U gilt, gibt es

eine offene Menge V C M) mit 29 € V und V C f~1(U).

(3) Fiir jede Folge (,)nen mit nlgrolo Ty = x0 gilt nlgrolo flay) = f(xo) .
Anleitung: Zeige (1) — (2) = (3) = (1). Fiihre den Bewelis fiir (3) — (1)
indirekt.

Zeige, dass V2 ¢ Q.
Beweise, dass v/2 € R.

Seien (M, dy), (Ms,ds) metrische Raume, sei f : M; — M, eine stetige Funktion, und
sei B C M, zusammenhingend. Zeige, dass f(B) zusammenhéngend ist.

Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Funktion f : M — R heikt nach oben halbstetig
in xg € M, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, sodass f(x) < f(xg)+e¢ fiir alle x € M
mit d(x, ) < § gilt. Falls f in jedem x € M nach oben halbstetig ist, dann heifft f nach
oben halbstetig (auf M).

Betrachte R mit der iiblichen Metrik. Zeige, dass die Funktion

1, fiir x € Z,
xr) =
/(@) { 0, sonst,

nach oben halbstetig ist. Ist f auch stetig? Untersuche, ob die Funktion
1, fiir x € Q,
g9(x) =

0, sonst,
nach oben halbstetig ist.
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Es sei (C,d) ein kompakter metrischer Raum, und f : C' — R sei eine nach oben halb-

stetige Funktion. Beweise dass f ein Maximum besitzt, also dass es ein m € C' gibt, das
f(m) = max{f(x) : 2 € C} erfiillt.

Gib ein Beispiel eines kompakten metrischen Raumes (C,d) und einer nach oben halb-
stetigen Funktion f : C' — R, die kein Minimum besitzt.

Sei f: (a,b) — R eine stetig differenzierbare Funktion, und der Punkt z¢ € (a,b) erfiille
‘f’(:r:o)‘ < 1. Zeige, dass es ein ¢ < 1 und ein offenes Intervall U mit xy € U und
U C (a,b) gibt, sodass |f(z) — f(y)| < qlz — y| fiir alle z,y € U gilt.

Anleitung: Verwende die Stetigkeit von f’/ und den Mittelwertsatz.

Beweise den folgenden Satz:

Sei T': (a,b) — R eine stetig differenzierbare Funktion, und z¢ € (a, b) erfiille Txg = xg
und |T"z¢| < 1. Dann gibt es ein offenes Intervall U C (a,b) mit xg € U, sodass
lim T"x = xq fiir alle x € U gilt.

n—oo

Anleitung: Verwende Beispiel 21) und den Banach’schen Fixpunktsatz.

Zeige den folgenden Satz, der besagt, dass das Newtonverfahren gegen die Nullstelle

konvergiert, wenn man geniigend nahe dieser Nullstelle startet:

Sei f : (a,b) — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, und xq € (a,b) erfiille

f(z0) =0 und f'(xg) #0. Dann gibt es ein offenes Intervall U C (a,b) mit x¢ € U,

_ f(@n-1)
f'(@pn-1)

sodass fiir alle x € U die durch x1 :— 2 und x,, :—= x,,—1 fiir n > 1 definierte

Folge lim x, — x( erfiillt.
n—o0

Anleitung: Wende Beispiel 22) auf die Funktion Tz := x — J{,((Z)) an.

Betrachte die Differenzialgleichung xi — 6t® + 3zt . Zeige, dass die durch (t) = 7t
definierte Funktion eine Losung dieser Differenzialgleichung ist.

Beweise, dass die Funktion z(t) = e?!sint — 2e3' 4 (t + 2)e°® eine Losung der Differen-
zialgleichung 2 = 93 — 254 + 252 + 83t + 10e™ ist.

1
Die Funktion x : (—00,5) — R sei durch x(t) := = definiert. Zeige, dass x eine
Losung der Differenzialgleichung & — —a? ist.
0*u 0*u

Betrachte die Wellengleichung el = 62—2 . Zeige, dass die durch u(z,t) = x? + Pt

definierte Funktion eine Losung der Wellengleichung ist.

Die Funktion u sei durch u(x,t) = sinx cos(ct) definiert. Beweise, dass u eine Losung

2 0%u

0“u
der Wellengleichung —s = ¢ — ist.
g g ot> O
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2

Zeige, dass die Funktion wu(x,t) = —te_4ﬁ2t eine Losung der Warmeleitungsgleichung
ou  ,0%u . .

— = ¢"— ist.

ot ox?

Lose die Differenzialgleichung & = t“ sint*, 2(0) = 0.

Mit Hilfe der ,Variation der Konstanten“ bestimme die allgemeine Losung der Differen-
zialgleichung & = 3z + 8.

Bestimme die Losung der folgenden Differenzialgleichungen mit Hilfe der ,,Variation der
Konstanten®.
a) & — —bx+8 3, x(0)="7. b) &+ 6x=4e %, 2(0)=5.

Verwende die Methode der ,Variation der Konstanten“ um die allgemeine Losung der
Differenzialgleichung & = 4 + 10e” cos 3t zu bestimmen.

Die allgemeine Losung der folgenden Differenzialgleichungen ist mit Hilfe der ,,Variation
der Konstanten“ zu bestimmen.

a) @ —br+6e™. b) i —5r—8 .

¢) i =>5x+6et— 8,

d) Besteht ein Zusammenhang der Losungen von Beispiel a), b) und ¢)?

Bestimme die allgemeine Losung von & = —3z + 4te”?'sint mit Hilfe eines passenden
Ansatzes.

Mit Hilfe eines passenden Ansatzes bestimme die allgemeine Losung der Differenzialglei-
chung @ = 6z + 8t3et.

Verwende einen passenden Ansatz um die allgemeine Losung von & = 4a + (2t + 5)e*!
zu bestimmen.

Sei a € R, und fi, fa,..., f, seien Funktionen. Fiir j € {1,2,...,n} sei x; eine Lésung

n
von ¥ = axr + f; . Beweise, dass fiir A(, A9, ..., A, € Rdie Funktion Z Ajx; eine Losung
j=1

n
von & = ax + Z/\jfj ist.
j=1

Unter Verwendung eines passenden Ansatzes bestimme die allgemeinen Losungen der
Differenzialgleichungen in Beispiel 34).

Anleitung: Um c) zu losen ziehe die Losungen von a) und b) heran und verwende Bei-
spiel 38).
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Betrachte die Differenzialgleichung & = (2 i) x + t2e? ( ﬁ) .

a) Zeige, dass die Funktion x(t) = t%e* (:g) + te?! (_06) + e? (;4) eine Losung
dieser Differenzialgleichung ist.

b) Bestimme die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung.

¢) Finde alle Losungen dieser Differenzialgleichung, die x(0) = (?) erfiillen.

—6 28 8

Berechne die allgemeine Lésung von @ = (—4 11 —1> x.
4 —14 —2

Lose das Differenzialgleichungssystem 21 = 5xy + 2o, &9 — bxo + 23, T3 — dr3+ 24,
&4 =bxy, 1(0) = c1, x2(0) = c2, 23(0) = 3, x4(0) = ¢4 . Wie sieht diese Differenzial-
gleichung in Vektorform aus?
Anleitung: Lose zuerst die letzte Gleichung, verwende diese Losung um die vorletzte
Gleichung zu 16sen, und setze dieses Verfahren so lange fort, bis alle Gleichungen gelost
sind.

Bestimme die Lésung der Differenzialgleichung
6 0 0 O 0

6 3 6 13 —11 2
T = 1 06 4 -6 |z, x0) 6
16 0 0 18 —10 6
~928 0 0 20 —10 2

Berechne die Losung von & = (é _64) x + t2e? (_51232) , x(0) = (6> )

o

Lose die Differenzialgleichung i = (é _64) x4 t2e’t (_3;55) , 2(0)

I
~/
| =
o
N———

Finde alle Losungen der Differenzialgleichung
9 —52 4 —38 3
i<1—112>x+t63t<—2>, x(0)<—1>
4 -7215 8 -9
Finde alle Losungen der Differenzialgleichung
9 —52 4 -8 3
x’<1—112>x+te3t<4>, x(O)(—l).
4 -7215 32 -9
Berechne die Losung der Differenzialgleichung

8 0 —6 11 3
i = <48 21 —39) x + e cos(2t) (—14> ;o x(0) = 1) :
5

18 5 —13 2

Bestimme die Losung der Differenzialgleichung @ = (5 6) x+ % (g

Lose die Differenzialgleichung & = (:jé 134) x4 e (;1) , 2(0) =
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Berechne die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
. (—-5-3 2 6t —125
T = ( s o )x+t e sm(2t)< =00 )
Finde alle Losungen der Differenzialgleichung
31 -7 18
= (04—8) x -+ te! ( 4 ) . 2(0)
10 -1 4
Finde alle Losungen der Differenzialgleichung
31 -7 12 5
T = (04—8> x + te?! (12) , 2(0) = <6> :
10 -1 6 3
Bestimme die Losung der Differenzialgleichung

= (:2 ‘;’i) x -+ esin(2t) (484) ,  x(0) = (Z) .

Berechne die Losung der Differenzialgleichung 2 = <;f ;g) T+ (Gjt) . x(0) = (_1> :

I
/N
= 00 O
N——

Lose die Differenzialgleichung
16 —8 —6 0 2
&= (29 —11 2 ):c+e‘6t (19) , 2(0) = (-4) .
-9 4 1 —4 2
Bestimme die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
. —9 -1 . 14 -1
x+<12 2 )x+<_24 1 )x:O.
Finde die allgemeine Losung der Differenzialgleichung 2B 83 i — 420 = 0.

Berechne die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
W+ 42®) 1 235 — 624 + 342 = 0.

Betrachte die Differenzialgleichung & +x = 0.

a) Finde die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung.

b)  Lose diese Differenzialgleichung unter der Anfangsbedingung x(0) = 0 und #(0) = 1.
¢)  Welche Losung dieser Differenzialgleichung erfiillt 2(0) = 1 und 2(0) = 07

Fiir die Differenzialgleichung & — x = 0 16se folgende Aufgaben.

a) Bestimme die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung.

b)  Lose diese Differenzialgleichung unter der Anfangsbedingung x(0) = 0 und #(0) = 1.

c¢) Finde diejenige Losung dieser Differenzialgleichung, fiir die 2(0) = 1 und #(0) = 0
erfiillt sind.

Berechne die allgemeine Losung der folgenden Differenzialgleichungen.

a) i+ 4@+ 29z = 1258 ¢* sin(2t) . b)  2®) — & — 44i + 842 = 60e% .

¢)  #—3&— 10z — 14e’ — 10> . d)  2®) — 195 + 1354 — 3252 — 40€° .
e) W —2® 187 + 523 — 402 = 20580 %" .
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Lose die folgenden Differenzialgleichungen.

a) & — 112+ 28z — 578te* sint, x(0) =4, #(0) = 3.

) 2® =17 4+ 1168 — 2220 = 0, 2(0) = 2, &(0) = 13, #(0) = —7.

) a® —F — 404 4 1120 = 726 te*t, 2(0) =2, &(0) = —9, #(0) = 11.
) i@+di—5r="Te*, 2(0) =17, #(0) = 2.

a6 o

In gewissen physikalischen Systemen (Feder; Saite, die zum Schwingen gebracht werden
soll; Briicke; ... ) wirkt auf einen Massenpunkt, der aus der Ruhelage ausgelenkt wird,
eine Kraft, die proportional zur Auslenkung ist und versucht ihn wieder in die Ruhelage
zu bringen. Dadurch erfihrt dieser Punkt eine Beschleunigung in Richtung der Ruhe-
lage, die proportional zur Auslenkung ist (und umgekehrt proportional zur Masse). Ein
eindimensionales Modell fiir den obigen Vorgang kann man folgendermafsen erhalten. Die
Ruhelage sei in 0, die Position unseres Punktes zur Zeit ¢ sei x(¢). Dann erhalten wir
Z(t) = —ax(t), wobei a > 0 eine Konstante ist. Finde eine Formel fiir x(t).

Nehmen wir an auf das System aus Beispiel 64) wirkt eine dufiere Schwingung ein. Um
moglichst einfach zu bleiben sagen wir, es sei b > 0 und unsere Differenzialgleichung
lautet jetzt #(t) = —ax(t) + sin(bt). Lose diese Differenzialgleichung. Gibt es gewisse
Werte von b, bei denen sich die Lésung ,,dramatisch® von den Lésungen fiir andere b
unterscheidet? Was bedeutet das in der Praxis? Andert sich prinzipiell etwas an der
Losung, wenn man die Storfunktion sin(bt) durch oy cos(bt) + agsin(bt) ersetzt?

Bei dem System in Beispiel 64) haben wir die Reibung nicht beriicksichtigt. Diese Kraft
wirkt proportional zur Geschwindigkeit und in die entgegengesetzte Richtung. Man erhélt
die Differenzialgleichung i(t) = —ax(t) — ra(t), wobei auch r > 0 eine Konstante ist.
Lése diese Differenzialgleichung.

Ahnlich wie in Beispiel 65) untersuchen wir jetzt das System aus Beispiel 66) unter
einer duferen Schwingung, also #(t) = —ax(t) — ri(t) + sin(bt) . Was lésst sich iber die
Losung sagen? Schliefilich untersuche den Fall, dass es sich bei dem duferen Einfluss um
eine ,gedimpfte Schwingung® handelt, das heift i(t) = —ax(t) — ri(t) + e~ sin(bt) fiir
ein d > 0.

Zwei Armeen kidmpfen miteinander. Die Anzahl der KampferInnen der ersten Armee
zum Zeitpunkt ¢ sei x1(t), jene der KampferInnen der zweiten Armee zum Zeitpunkt ¢
sei x9(t). Zum Zeitpunkt 0 habe die erste Armee {; KédmpferInnen und die zweite Armee
& KampferInnen, wobei £ > 0 und & > 0 seien. Weiters seien a; > 0 und as > 0,
und es gelten 7'y (t) = —asxa(t) und 25(t) = —aqx(t), soferne x1(t) > 0 und x2(t) > 0.
Lose diese Differenzialgleichung. Interpretiere das Ergebnis.

Finde die Losung der Differenzialgleichung & — 2822 cos(4t), 2(0) =

Ol



70)

71)

72)
73)

74)

75)

76)

77)

78)

79)

80)

81)

Proseminar zu Héhere Analysis fiir LehramtskandidatInnen

36 2t
Betrachte die Differenzialgleichung 2 = 2 , 2(0) = 2.
622 + 1
a) Bestimme die Losung dieser Differenzialgleichung.
2t
b)  Zeige, dass m‘ < 36e'% < 795000 fiir alle + € R mit |t| < 5 und alle x € R
x

gilt.

¢) Verwende die Menge B(2,100000000) x [-5,5] um zu beweisen, dass diese Dif-
ferenzialgleichung eine eindeutige Losung auf [—5, 5| besitzt.

d) Zeige, dass die Losung ‘m(5)‘ < 4000000 erfiillt. Ist es moglich diese Abschétzung
zu beweisen ohne die Losung dieser Differenzialgleichung zu kennen?

3t sin ¢2
Fiir die Differenzialgleichung & = — S , (0) = 2 16se die folgenden Aufgaben.
3tsint*| 9 — 33
a) Zeige, dass |— o < = fir alle (x,t) € B(2,1) x {—g, g} gilt.
x

b)  Finde ein Intervall I, sodass die Differenzialgleichung auf I eine eindeutige Losung
hat (exakte Begriindungen!).

Finde eine Losung der Differenzialgleichung aus Beispiel 71).

Berechne die Losungen der Differenzialgleichung x = 6a5t2et” .
Lose die Differenzialgleichung & = 1 ftz .
. L . . . . Ttsint
Bestimme die Losung der Differenzialgleichung & = = 2(0) = 3.
x
Finde die Lésung der Differenzialgleichung i T (1) =3
inde die Losung der Differenzialgleichung & = ————, x(1) =
8 8 TP —10°
46—5m
Lose die Differenzialgleichung @ = ————— .
t?2 — 6t + 13

Mg = 3we® — 5% cost .

Berechne die Losungen der Differenzialgleichung (15:1:2 sint —e
12e=4 — 2te”

Bestimme die Losungen der Differenzialgleichung = = oy
e

Finde die orthogonalen Trajektorien zur Kurvenschar y = cx (Geradenschar durch 0, die
Gleichung kann man als £ — ¢ schreiben).

7t5et7 — 6sinx

3tcosx
Anleitung: Suche einen von x unabhéngigen integrierenden Faktor.

Lose die Differenzialgleichung & =
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Bestimme die Losungen der Differenzialgleichung (3 — 7xt%)i — 3272,
Anleitung: Suche einen von ¢ unabhéngigen integrierenden Faktor.

Berechne die Losungen der Differenzialgleichung & = 3zt* — 18t?sint®.
Finde die Losungen der Differenzialgleichung x = s +sint.

Bestimme die Losung der Differenzialgleichung & — 14a cos(2t) + 25t%e™ 520 | 2(0) = 3.

Lose die Differenzialgleichung @ + t?x = 7t°z*, x(0) =
Hinweis: Bernoullische Differenzialgleichung.

1
7 -

Finde die Losungen der Differenzialgleichung & — 122 + 9¢* ¥/ .
Hinweis: Bernoullische Differenzialgleichung.

Berechne die Losungen der Differenzialgleichung & — 52 = 2250t%2", 2(0) = 1.
Hinweis: Bernoullische Differenzialgleichung.

Bestimme die Fixpunkte der Differenzialgleichung

Ty = woe™ T — 1y,

fg — ZL‘12 - 17ZL‘2 -+ 155.
Weiters untersuche das Verhalten der Losungen dieser Differenzialgleichung in der N&he
der Fixpunkte.

Von der Differenzialgleichung

¥ = 4x1? — 292 — 9921 + 706,

.Qfg = 2x1+x2 — 19,
berechne die Fixpunkte und untersuche das Verhalten der Lésungen dieser Differenzial-
gleichung in der Nahe der Fixpunkte.

Betrachte die Differenzialgleichung
X1 = 27w + 97?2712 _ 2045 + 97,
.Qfg =6— 23?2 s
T3 = 4871 + 31x9? — 35x5 + 62.

Berechne die Fixpunkte dieser Differenzialgleichung und untersuche das Verhalten der
Lésungen dieser Differenzialgleichung in der Nihe der Fixpunkte.

Finde die Fixpunkte der Differenzialgleichung

ZL:l — IOZL‘QQ - 2ZL‘1$22 s

c 2
To — T —16:L‘2+7

Auferdem untersuche das Verhalten der Losungen dieser Differenzialgleichung in der

Nihe der Fixpunkte.
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Proseminar zu Héhere Analysis fiir LehramtskandidatInnen

93) Betrachte die Funktion 7 : CU {oo} — CU {oc}, Tz :— 22,
a) Zeige, dass lim T"z = 0 fiir alle z mit |z| < 1 gilt.

n—oo

b) Zeige, dass lim T"z = oo fiir alle z mit |z] > 1 gilt.

n—oo
¢) Bestimme alle Fixpunkte von 7. Welche davon sind stabil, welche nicht stabil?
d) Bestimme die Menge aller Punkte, deren w-Limes kein stabiler Fixpunkt ist.

94) Wie in Beispiel 93) sei T: CU {00} — CU {oo} durch Tz := z? definiert. Wie grof ist
die topologische Entropie von 7.

95) Definiere die Abbildung 7' : [0,1] — [0, 1] durch

1—-2z, firzel0,3],
20— L, fiirxe [& 2],
R A
T —gu, firze[3 5],
4 5 . 11
3T — 73, furxe[ﬁ,l}.
Diese Funktion ist in Abbildung 1 dargestellt.
a) Bestimme die topologische Entropie hop (7).
b)  Gilt lim heep(T) = heep(T)?
T—-T _
c¢) Gilt limsupp(T, f) < p(T, f) fiir jede stetige Funktion f :[0,1] — R?
T—T
1 1
0 0
0 1 0 1
Abbildung 1. Die Abbildung T aus Abbildung 2. Die Abbildung T aus
Beispiel 95). Beispiel 96).
96) Die Funktion 7' : [0, 1] — [0, 1] sei durch
'%—3x, ﬁirxe[(),%},
395—%, fﬁrxe[%,%],
. ) 3 - 11
Tx:=4 35— 3z, furxe[g,ﬂ,
3x—%, ﬁirxe[%,%],
{ 3 — 3z, ﬁirxe[%,l],
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Proseminar zu Héhere Analysis fiir LehramtskandidatInnen

definiert (siehe Abbildung 2).
a) Bestimme die topologische Entropie hop (7).

b)  Gilt Lim hop(T) = hop(T) ?
T—T

¢)  Gilt limsupp(T, f) < p(T, f) fiir jede stetige Funktion f : [0,1] — R?
T—T

97) Betrachte die Abbildung T :[0,1| — [0, 1], die durch
1—-3x, firxe [O

Tx .= %x—l—g, ﬁirme[g,
%—%x, fﬁrfe[g,l},
definiert ist (sieche Abbildung 3). Gilt limsupp(T, f) < p(T, f) fiir jede stetige Funk-
T—T
tion f:]0,1] — R?
1 1
0 0
0 1 0 1
Abbildung 3. Die Abbildung T aus Abbildung 4. Die Abbildung T aus
Beispiel 97). Beispiel 98).

98) Definiere die Funktion 7':[0,1] — [0,1] durch (siehe Abbildung 4)
(11— 4x, fiirxe[() l],

11
4r —1, ﬁirxe[i,%],
Tx = « % — %x, fiir x € [%,%],
%490—3, fﬁrxe[%,%],
L 6 — 62, fir z € [2,1].
a) Gilt ~hm htop (T) — htop(T) ?
T—T _
b)  Gilt limsupp(T, f) < p(T, f) fiir jede stetige Funktion f : [0, 1] — R?
T—-T
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99)

100)

101)

102)

103)

104)

105)

106)

Proseminar zu Héhere Analysis fiir LehramtskandidatInnen

Berechne.
39 + 4i
a) (14 5i)(3— 4i). b = +2.Z. o) V5112,
— 2l
| 39 + 2i
d) e &) 2% f) Ry
o — 62

g) Die Losung von (2 + 5i)z% — (42 + 18i)z + (80 + 55i) = 0.
h) Die Losung von z* = 16i.
Hinweis: Rechne in Polarkoordinaten.

Bei den folgenden Funktionen gib maximale Teilmengen von C an, auf denen sie (kom-
plex) differenzierbar sind. Was ist ihre Ableitung?

a)  f(2) et ) f() - %

c z) = ! 2) = 22302 ¢og(2i2° — 6) .
N Q1) (212" ~ )
e) f(z):= 2%sin . f)  f(z):= 222— N

Zeige, dass die Funktion f(z) := |z| fiir jedes z € C nicht (komplex) differenzierbar ist.
Anleitung: Verwende die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen.

Berechne das Kurvenintegral von 2> entlang des einmal in positiver Richtung durch-
laufenen Kreises mit Radius 5 um 3 + 2¢ mittels direkter Rechnung.

Mittels direkter Rechnung berechne das Kurvenintegral der folgenden Funktionen entlang
des einmal in positiver Richtung durchlaufenen Kreises mit Radius 2 um 0.

a)  f(z):=2z" fir n € Ny.
1
b z) = —.
)
c) f(z)=— firneN n>2.
ZTL
Bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihe E 2—2 . Weiters gib alle z € C an, fiir
n
n=1

die diese Potenzreihe konvergiert.

(o)
Betrachte die Potenzreihe Z 2" . Bestimme ihren Konvergenzradius und gib alle z € C

n=0
an, fiir die diese Potenzreihe konvergiert. Mit welcher Funktion stimmt diese Potenzreihe
innerhalb ihres Konvergenzgebietes iiberein?

Berechne die Potenzreihenentwicklung der folgenden Funktionen, und gib das entspre-

chende Konvergenzgebiet an.

a)  f(2):=¢e*% um 3. b)  f(z):= ! - um 4.

c) f(z):=sinz um 7. d)  f(z) =€ um 5+ 2.
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107) Berechne.

a) log(—2). b) . c) 20,
d) (1), ¢) log (1 n @\/5) . ) (e
108) Lose die folgenden Aufgaben fiir die Funktion f(z):= > 1
Z J—

a)  Bestimme die Laurentreihenentwicklung von f um 7, bei der 0 im Konvergenzbereich
liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

b)  Gib die Laurentreihenentwicklung von f um 7 an, bei der 5 im Konvergenzgebiet
liegt, und bestimme das entsprechende Konvergenzgebiet.

3
109) Fiir die Funktion f(z):= - 16se folgende Aufgaben.
i

z2—2+95

a) Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 4 -+ 2i, bei der 0 im Konvergenz-
gebiet liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

b) Bestimme die Laurentreihenentwicklung von f um 4 + 2i, bei der 10: im Konver-

genzgebiet liegt, und gib den entsprechenden Konvergenzbereich an.

1
110) Die Funktion f sei durch f(z):= P definiert.
Z j—

a) Bestimme die Laurentreihenentwicklung von f um 0, bei der % im Konvergenzbe-
reich liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

b) Finde die Laurentreihenentwicklung von f um 0, bei der 2 im Konvergenzbereich
liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

¢) Die Funktion f hat in 0 offensichtlich keine Singularitit, trotzdem gilt fiir die Lau-

rentreihe Z a,z" in Beispiel b), dass a, # 0 fiir unendlich viele n < 0. Wieso

ist das moglich?

522 — 372+ 129

23— 16224 772 — 98

a) Berechne die Partialbruchzerlegung von f.

b) Finde die Laurentreihenentwicklung von f um 7, bei der 0 im Konvergenzbereich
liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

¢) Bestimme die Laurentreihenentwicklung von f um 7, bei der 5 im Konvergenzgebiet
liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

d)  Was fiir eine Singularitit besitzt f im Punkt 77

e) Bestimme ;1_)1’117 f(z).

111) Betrachte die Funktion f(z):=

. ) 7z — 155 )
112) Es sei die Funktion f durch f(z) := 783, _ 9%F definiert.
a)  Bestimme alle isolierten Singularitéiten von f. Sei zo diejenige isolierte Singularitét
von f deren Betrag minimal ist.
b)  Gib die Laurentreihenentwicklung von f um zg an, bei der 0 im Konvergenzgebiet
liegt, und bestimme den entsprechenden Konvergenzbereich.
¢) Finde die Laurentreihenentwicklung von f um zg, bei der 100 im Konvergenzgebiet

liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

14



113)

114)

115)

116)

117)

118)

119)

120)

Proseminar zu Héhere Analysis fiir LehramtskandidatInnen

d)  Welche Art von Singularitit von f liegt im Punkt zo vor?
e) Berechne lim f(z).
Z—r 20

227 + 192 — 1407
23 — 2922 + 1192 + 1445 °
a)  Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 17, bei der 0 im Konvergenzgebiet
liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.
b)  Finde die Laurentreihenentwicklung von f um 17, bei der 50 im Konvergenzbereich
liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.
c¢)  Welche Art von Singularitit besitzt die Funktion f im Punkt 177

d)  Welchen Wert ergibt 1irr117 f(z)?
2=

Lose folgende Aufgaben fiir die Funktion f(z) :=

e —1

Definiere die Funktion f durch f(z):=

a) Bestimme die Laurentreihenentwicklung von f um 0, und gib das entsprechende
Konvergenzgebiet an.
b)  Welche Art von Singularitit besitzt f im Punkt 07

c¢) Berechne ?_1’)1}) f(z).

1
Die Funktion f sei durch f(z):= z?sin ~ definiert.
2

a) Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 0, und gib das entsprechende
Konvergenzgebiet an.
b)  Was fiir eine Singularitit besitzt f im Punkt 07

c¢) Bestimme ;1_1’)% f(z).

Betrachte die Funktion f, die durch f(z) := e~ definiert ist.

a) Finde die Laurentreihenentwicklung von f um 0, und gib das entsprechende Kon-
vergenzgebiet an.

b)  Welche Art von Singularitit besitzt f im Punkt 07

c¢) Berechne gl_I)% f(z).

2z —6—24

Es sei die Funktion f durch f(z) := — ) 1; definiert. Berechne das Kurvenintegral
2 z—

von f entlang des einmal in positiver Richtung durchlaufenen Kreises mit Radius 4 um
den Mittelpunkt 2 + 3i.

2z —35
Fiir die Funktion f, die durch f(z):= ﬁ
z4 — z

venintegral von f entlang des einmal in positiver Richtung durchlaufenen Kreises mit
Radius 3 um 5 + 4.

definiert ist, berechne das Kur-

> 1
Bestimme / Td:r:.
o X0 41

e 2

Welchen Wert ergibt / dx?

oo 841
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