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xr1 Y1
Auf R” definiere fiir z = (m) und y = (92>
Ty Yn

dm(zay) = max{|x1 - ?/1|, |Zl§'2 - y2|7 R |:En - yn|}
Beweise, dass d., eine Metrik ist.

Betrachte R? mit dl((m) , (yl )) = |r1 — y1| + w9 — o] . Zeige, dass d; eine Metrik ist.

In R? skizziere B(0,1) fiir die Metrik d; aus Beispiel 1), die in Beispiel 2) definierte Me-
trik dy und die iibliche Metrik (das heift die Metrik da(x,y) := |z —y|).
Betrachte C([O, 1],R) mit der Metrik d(f,g) := sup ‘f —g(x )‘ . Berechne d(z, 2%) und
z€[0,1]

d(z?, z?).
Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und sei n € N. Auf der Menge C'(X,R") definiere
d(f,g) = sup‘f(x) - g(m)‘ . Zeige, dass d eine Metrik ist.

rzeX

Bemerkung: Man kann zeigen, dass || fl|c := sup’f(x)‘ eine Norm auf C'(X,R") ist.
zeX

Definiere auf C' ([O, 1],]R) eine ,,Metrik* d durch d(f,g) / ‘ flx dx Zeige, dass
d wirklich eine Metrik ist.

1
Bemerkung: Man kann zeigen, dass || f]|; := / ‘f(x)‘ dx eine Norm ist. Dabei kann man
0

statt C ([O, 1],]R) auch C' ([a, b],]R) verwenden, soferne die Integralgrenzen entsprechend
gedndert werden.
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Betrachte den Raum C ([0, 1],]R) mit der in Beispiel 6) definierten Metrik d. Die Fol-
ge (fn)nen in C’([O, 1],]R) sei durch

5 — 1dnx , falls z € {0,%},

dnr —3n+1, fallsze |3 -1 3|
fn(x) = [4 4in 4]

3n+1—dnz, fallswe |33+ L]

0, sonst,
definiert.

a)  Skizziere f,.

b)  Zeige, dass dim fr, =0 gilt (beztiglich der in Beispiel 6) definierten Metrik d).

c¢) Bestimme den punktweisen Grenzwert der Folge (f,,)nen. Vergleiche dieses Ergebnis
mit dem Grenzwert aus Beispiel b).

d)  Gib ein Beispiel einer Folge (¢, )nen in C ([0, 1], ]R), die lim g, = 0 in unserer Metrik d

erfiillt, aber bei der nh_)nolo gn(é) = 400 gilt.

Untersuche, welche der folgenden Teilmengen von R beziiglich der tiblichen Metrik (also
der Metrik d(z,y) := |z — y|) offen, bzw. abgeschlossen sind (Begriindungen geben).

a)  [3,7). b)  [~1,3). ) (=6,2)U(11,14).
d R &) (=2,5)NQ. £)  (—oo0,4)U(8,17].
g)  [4,+o0). h) Q. ) (5,12]\ Q.

Als Grundraum betrachte @ mit der tiblichen Metrik (also der Metrik d(z,y) := |z — y|).
Welche der folgenden Teilmengen sind offen, bzw. abgeschlossen (Begriindungen geben).

a)  (0,1)NQ. b) [0,1]NQ. o (0,v2]nQ.
d (V5 7)nQ ¢)  (—VIL+00)NQ. f) V7.3 nQ

In R? mit der iiblichen Metrik untersuche (Begriindungen geben), welche der folgenden

Teilmengen offen, bzw. abgeschlossen sind (dabei ist stets = = (wl) ).

2
L (05) () <)
a) {xE]R ( 5 + 2 <1\,
2 2 2 T2\ 2
b) {zGR:|:)3|§3}U{:)3€R:(:51+18)+<3> <1}.
c) {xER2:x1>Oundx1x2:1}. d) {xER2:3x1+5x2215}.

e) {xER2:5x1+8x2>4O}U{xER2:\:c|§2}.

Fiir die Mengen aus Beispiel 8), Beispiel 9) und Beispiel 10) bestimme den Abschluss, das
Innere und den Rand.

Die Menge R sei mit der iiblichen Metrik versehen. Fiir n € Nsei U, := (—%, 14 %) . Zeige,

dass fiir jedes n € N die Menge U,, offen ist. Weiters bestimme ﬂ U, , und untersuche ob
n=1
diese Menge offen oder abgeschlossen ist (Beweise!).
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Zeige mit Hilfe der Definition der Abgeschlossenheit mittels konvergenter Folgen, dass fol-
gende Eigenschaften in einem metrischen Raum (M, d) gelten.
a)  Sei (Aj);es eine Familie abgeschlossener Mengen. Dann ist () A; abgeschlossen (be-
jeJ
liebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen).

b) Falls Ay, Ay, ..., A, abgeschlossene Mengen sind, dann ist auch die Menge U A,
j=1
abgeschlossen (endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen).

Sei ¢ : R® — R¥ eine lineare Abbildung (im Sinne der linearen Algebra). Zeige, dass ¢
stetig ist.

Betrachte den Raum M, (R) aller reeller n x n-Matrizen. Als Menge kénnen wir M, (R)
als R auffassen, und wir versehen M, (R) mit der iiblichen Metrik auf R"™ . Beweise, dass
die Abbildung det : M, (R) — R, die jeder Matrix A € M,(R) ihre Determinante det A
zuordnet, stetig ist.

Hinweis: Verwende die aus der linearen Algebra bekannte Formel

det A = (sgno) a1,,(1)a2,0(2) * * * n.o(n) »

wobei die Summe tber alle Permutationen o (bijektive Funktionen einer Menge auf sich
selbst) auf {1,2,...,n} genommen wird.

Zeige, dass im Raum M,,(R) die Menge aller invertierbaren Matrizen offen ist.
Anleitung: Verwende Beispiel 15) und den Satz aus der linearen Algebra, der besagt, dass
A genau dann invertierbar ist, wenn det A # 0 gilt.

Welche der Mengen aus den Beispielen 8) und 10) sind zusammenhéngend (Begriindungen
geben)?

Untersuche, welche der Mengen in Beispiel 9) zusammenhéngend sind (Begriindungen ge-
ben)?

Seien (Mj,d;) und (Ms, dy) metrische Raume, f : M; — M, eine stetige Funktion, und
A C M; bogenweise zusammenhéngend. Zeige, dass f(A) bogenweise zusammenhingend
ist.

Seien (M, dy), (Ms, dy) metrische Raume, sei f : M; — M, eine Funktion, und sei zy € M.
Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1) Die Funktion f ist stetig in .

(2) Zu jeder offenen Menge U C My, fiir die die Eigenschaft f(x¢) € U gilt, gibt es

eine offene Menge V C M; mit 29 € V und V C f~1(U).

(3) Fiir jede Folge (x,,)nen mit nh_)rglo T, = To gilt nh_)rglo f(x,) = f(zo) .
Anleitung: Zeige (1) = (2) = (3) = (1). Fithre den Beweis fiir (3) = (1)
indirekt.

Welche der Mengen in den Beispielen 8) und 10) sind kompakt (Begriindungen geben)?
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Fiir welche der Mengen in Beispiel 9) liegt Kompaktheit vor (Begriindungen geben)? Wei-
ters gib mindestens eine kompakte Teilmenge von Q an, die weder in Beispiel 9) noch in
Beispiel 23) vorkommt.

Gib ein Beispiel einer unendlichen, kompakten Teilmenge von QQ an.

a)  Gib ein Beispiel eines vollstdndigen metrischen Raumes (X, d), fiir den der Satz vom
Minimum und Mazimum nicht gilt (Beweis!).

b) Finde eine beschrinkte Teilmenge X von R, fiir die der Satz vom Minimum und
Mazimum nicht gilt (Beweis!).

Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Funktion f : M — R heilt nach oben halbstetig
in g € M, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, sodass f(z) < f(zo) + ¢ fiir alle x € M
mit d(z,xy) < J gilt. Falls f in jedem = € M nach oben halbstetig ist, dann heift f nach
oben halbstetig (auf M).

Betrachte R mit der iiblichen Metrik. Zeige, dass die Funktion

1, fir x € Z,
J): { 0, sonst,
nach oben halbstetig ist. Ist f auch stetig? Untersuche, ob die Funktion
1, fiir x € Q,
g(x) := { 0
, sonst,

nach oben halbstetig ist.

Es sei (C, d) ein kompakter metrischer Raum, und f : C' — R sei eine nach oben halbstetige
Funktion. Beweise dass f ein Maximum besitzt, also dass es ein m € C gibt, das f(m) =
max{f(z): x € C} erfiillt.

Gib ein Beispiel eines kompakten metrischen Raumes (C, d) und einer nach oben halbste-
tigen Funktion f : C' — R, die kein Minimum besitzt.

Auf C ([0, 1],]R) definiere die Metrik d wie in Beispiel 6). Betrachte die Folge (f,)nen
in C([o, 1], ]R), die durch

0, falls « € [0, — L],
fa(@) :=Q ne+ 52, fallsxe{%—%,%—l—ﬁ],
1, fallsxe{%—i-ﬁ,l},

definiert ist.

a)  Skizziere f,.

b)  Zeige, dass (f,)nen eine Cauchyfolge (beziiglich unserer Metrik d) ist.

c) Beweise, dasses kein f € C ([0, 1], ]R) gibt, sodass f,, — f (beziiglich unserer Metrik d)
gilt.

d)  Ist (C([o, 1],R),d) vollsténdig?

Gib alle komplexen Nullstellen der folgenden Polynome an.
a) 22—1. b) 25-1. c) 2 —1.
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Von den folgenden Polynomen gib alle komplexen Nullstellen an.
a) z'—1. b) 2°—32. c) 2 —1.
d)  f+1. e) 22+1. f) 2> —i.

Bestimme alle komplexen Nullstellen des Polynoms
2224 520 4 20 4 19 4 I8 AT | 16 4 15, 14y 13 ) 12 )
1, 10, .9, 8, T, 6, .5 A, 3, 2
A S S A R S A A e A SR S/ S S
Anleitung: Wende zunéchst die Formel fiir die endliche geometrische Reihe an.
Betrachte eine stetig differenzierbare Funktion f : (a,b) — R. Es sei xy € (a,b) so,
f’(:co)‘ < 1. Zeige, dass es ein 6 > 0 gibt, sodass [ro—d,2¢ + 0] C (a,b) und

fl@)]<1.

dass

sup
x€[ro—9,x0+0)

Sei T": (a,b) — R eine stetig differenzierbare Funktion, und sei zy € (a,b). Es gelten T'xy =
o und ’T’a:o} < 1. Beweise, dass es eine Umgebung U von x, gibt, sodass nh_}ralo T'x = xg
fiir alle x € U gilt.

Anleitung: Verwende Beispiel 32) und den Banach’schen Fixpunktsatz.

Fiir die Funktion f(x):= 2 — 32 16se die folgenden Aufgaben.
a) Bestimme die Nullstellen von f.

b)  Fiihre das Newtonverfahren fiir f mit dem Startwert \/g durch.

Wende das Newtonverfahren auf die Funktion f(z):= 132* — 1132% 4+ 100 an, wobei als
Startwert 2 gewéhlt wird.

Es sei f : (a,b) — R eine stetig differenzierbare Funktion, die f'(z) # 0 fiir alle = € (a,b)
erfiillt. Angenommen fiir ein = € (a, b) erfiillt die durch z; := x und

f(@n-1)
f(@n-1)

definierte Folge (2, )nen, dass x, € (a,b) fur alle n € N, und es gebe ein zy € (a,b) mit

nh_)rglo T, = To . Beweise, dass f(xg) =0 gilt.

Ty = Tyl — firn > 1

Finde eine Nullstelle von f(z) := 17z — 1800000000 + 3™ . Gib den Wert der Nullstelle
auf 20 Stellen nach dem Komma (also mit einem Fehler von héchstens 5 x 1072!) an.
Hinweis: Verwende einen Computer. Wie kann man sich sicher sein, dass man den Wert
auf 20 Stellen genau hat?

Berechne die partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen.

z1\ . [ x1%+sinzo b o arctzzmm
2) S (IZ) T ( w1372 —4 ) : ) flx) = 4:25’—1—11 .
- cos(z123)

7 T
z2 zoxs5 ' —e*3 1 R /x1%x3+arcsin zo
C) f z3 | = <x13ex5+log(1+m22)> . d) f (9”2) = 2

x-
5(21{23%44—.’2215 3 r1e’3 j4x3
Ts5 122" T3

T2
e) f| e | :=ws%arctan(v12q) + /3 + 2ot + 242 — cosxs .
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Verwende die Definition der Richtungsableitung, um fiir die folgenden Funktionen f die
Richtungsableitung von f im Punkt zg in Richtung v (jeweils in der normierten und der
nicht normierten Version) zu bestimmen.

3x1
r1+5x
o () () e (@) )
r1x2—3
b) f(i;)22$12‘|i§$11’2—2$2+6,1'012(11),’112:(_11).

1 T1—2x3 3 1
C) f(x2>:: (x1x2+5>, Tg = (—2>,U::<2>.
z3 4x3 5 -1

Bestimme die partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung der Funktion f : R® — R2, die
1
durch f <x2) = ( z1ca2s 3 ) definiert ist.

1721 —x2°x
o3 1—22°23

a) Sei f

= sinx; + z92x3 . Berechne grad f .
x12+tan(xoxs)+324e%3
2(21%2-‘,—2%354—712 —T4
= arctan 3—x4r52+8 . Berechne div f .
cosh x1+z415—log(14x5%)
3x3—Txs

(( >>

c) Sei f (2) ‘= x3sinxy + ™™ 372 Berechne grad f .
()
(=)

d)  Sei f

3z1+192—e®273
<Cosm1+8m2+3wlex1”3> . Berechne rot f und div f.
xr1+5r2—1x3
( sinx1+sinz2

e) Sei f mw“”?—wlwsz) . Berechne rot f und div f.

3x34x1 cosxs3

Sind lineare Funktionen ¢ : R" — R™ (aus der linearen Algebra weifs man, dass ¢(z) = Ax
fiir eine reelle m xn-Matrix A) differenzierbar? Was ist ihre Ableitung? Wie ist die Situation
bei affinen Abbildungen ¢ : R — R™ (das heift ¢(x) = Az + b fiir eine reelle m x n-
Matrix A und ein b € R™).

Betrachte die Funktion f : R® — R*, die durch

X9 cos x3+5

T .
E x12 +xosinx3
f T2 = 3
r1+x3
3

12 4z073
definiert ist.

a)  Berechne die Ableitung von f.
1
b) Bestimme die Ableitung von f in <2)

0
1
c¢) Verwende Beispiel b) um die Richtungsableitung von f im Punkt (2) in Rich-
0
6
tung ( 2 ) (in der normierten und der nicht normierten Version) zu berechnen.
-3
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Fiir die folgenden Funktionen f berechne die Ableitung von f (dort, wo diese Funktion
verniinftig definiert und differenzierbar ist), die Ableitung von f an der Stelle z(, und die
Richtungsableitung von f im Punkt xg in Richtung v.

1 0 -4
x2 "E22—|—£E513 1 —2
a) f z3 = za+x3logxo , Lo 1= 3 , U= 0
T4 2x5+arcsinx1+3x45 —1 1
Ts5 2 2

3z13 2o —4z1 +322

T1 __ 45012+Z‘26—9x1 L 2 L 8

b) ‘f (m2) T 5arctan x1+4xo y o=\ _1), V= 15 )
2213 —z122

1 3x22 42w 23 3 2
c) f(fBz):: z12zox3 |, X ::(—2), UZ:(I).
z3 :C12—3:C2:C3 5 —6
1 1 5
d) f ) L 2x12x3—|f5m2 cosxg—x1+2x3 To e -5 V= 4
z3 « mlsln14+w2+3$32 9 0 . 2 9 «— 6 .
T4 3 -2

Definiere die Funktion f : R? — R (dabei ist x = (z; )) durch

22124522
f(l’) — T1X2 712+—9:22r s falls « 7& 0,
0, falls z = 0.

0*f 0 f
(0) und oy (0).

Berechne

$18I2

Deﬁnieref:RZ%R(x:(i;)) durch
212 + 9% ) sin ————, falls z # 0,
f(x):={(1 )i Tk

17 +T2
0, falls z = 0.

Beweise, dass f stetig differenzierbar auf R?\ {0} ist, und dass f in 0 differenzierbar, aber

nicht stetig differenzierbar ist.

Die Funktion f : R? — R sei durch .
oy )
=7 o, falls (5) = (9).

x2
definiert. Zeige, dass im Punkt (8) alle Richtungsableitungen von f existieren (Berechne

sie!). Ist f stetig, bzw. differenzierbar in (8) (Begriindungen)?

Fiir die folgenden Funktionen f : R? = R (x = (i; )) berechne fiir alle v € R? \ {0} die
Richtungsableitung von f im Punkt 0 in Richtung v. Weiters untersuche, ob f stetig, bzw.
differenzierbar in 0 is.

T1T2
a’) f(.flf) = m ; faHS x 7& 0’
0, falls z = 0.

215290 falls % 07

b)  f(x) =] (@)
) (=) {0, falls z = 0.
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a) Essei f:R® — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Zeige, dass die
Eigenschaft rotgrad f(z) = 0 fiir alle x € R? gilt.

b)  Gib ein Beispiel einer zweimal partiell differenzierbaren Funktion f : R?* — R, fiir die
rot grad f(0) # 0 ist.

Definiere f{(z;) eER?: —1<2, <3, -1<2,< 1}—>]R durch
1
1'22—|—1 ’

f(xl) Z:5+91’1—3$12—l’13+

T2

Berechne das Maximum von f.

Finde die kritischen Punkte von f : R? = R, f (z;) = 212 — 9% . Weiters untersuche das
Verhalten von f in der Nahe der kritischen Punkte.

Fiir die folgenden Funktionen f : R? — R berechne die kritischen Punkte. Weiters bestim-
me fiir jeden kritischen Punkt z die zweite Ableitung d? f,), stelle fest, ob d?f(,) positiv
(oder negativ) definit ist, und untersuche das Verhalten von f in der Nihe von x.

a) f(i;) = a2 3t b) f(i;) =% 4 2ot
c) f(i;) =12 — xt. d) f(i;) = z,2.

Die Funktion f : R? — R sei durch
f gm) = f:clﬁ — 152, + 242,% — 11)6”2 4 162"

€2
definiert. Bestimme alle kritischen Punkte und lokalen Extrema von f, und untersuche, ob

es sich um lokale Minima oder Maxima handelt.

Betrachte die Funiction {(2) eR?: —2< 2 <3, -1<1, < 1} — R, die durch
.f (1’1) = (21’16 _ 151'14 + 241,12 N 11)65(;2 + 6_16x22

Z2
definiert ist. Bestimme das Maximum (bzw. die Maxima) von f.

1 r1x2+5
Sei f : R* — R?® durch f <xz> = ( 73wz ) definiert. Gibt es eine Umgebung U

T3 8%126x2+4+5(£3

1
von <—4>, sodass f auf U invertierbar ist? Was weif man dann iiber f=1?
3

Definiere f : R? — R? durch f (2) = (Zzll Z?j;j) :

a)  Zeige, dass f nicht bijektiv ist.

b)  Beweise, dass es fiir alle z € R? eine Umgebung U von x und eine Umgebung V
von f(x) gibt, sodass f : U — V bijektiv ist.

Betrachte die Gleichung siny — e +1=0.

a)  Gibt es eine Umgebung von 0 und eine differenzierbare Funktion f : U — R mit
f(0) =0, sodass man y = f(z) schreiben kann?

b)  Berechne die Funktion f aus Beispiel a). Finde ein maximales Intervall I, auf dem
man f als Losung der Gleichung definieren kann.

c)  Zeige, dass es eine von f verschiedene Funktion g : I — R gibt (wobei f und I wie in
Beispiel b) sind), die sing(z) — e +1 =0 erfiillt.

d)  Finde unendlich viele verschiedene Funktionen, die wie in Beispiel ¢) sind.
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Fiir die folgenden Gleichungen untersuche, ob es eine Umgebung U von 0 und eine Funkti-
on f:U — Rmit f(0) =0 gibt, sodass man y = f(x) schreiben kann. Weiters untersuche,
ob f auf U differenzierbar ist, und gib f’(z) (implizit), sowie f'(0) (als Zahlenwert) an.

a) xy+ (cosx)e’ —e® =0. b)  zy + (cosz)(siny) + 2%e¥ = 0.
c) yY*—x=0. d) ' —-2*=0. e) e +2°=0.
f) 2?4+ etany=0. g) Y —2*=0. h) 3 —a2'=0.

Man betrachte die Gleichungen
Ty + Txy — 623 + Y1 — 3y + 2ys + T109 + T1Y2> + ysys +45 =0,
Axy — Txy — 203 — Y3 + ya + 20123 + x5€¥2 1 —49 =0,
321 + 5wy — 225 + 14y, + 3ys — dys + ya — 2ys® + 2o1n? + 3w3%ys® + 9y — 21 =0,
3x1 — 929 + 13 + 2y; + 10y — 4y23 — 13ys — z1%25 + 221y4> + 3y2ys — 55 =0 .

2
Beweise, dass es eine Umgebung U von <—5) und eine Funktion f : U — R?* mit f (—5> =
1

3 Y1 1
(_11 gibt, sodass man lokal die Losungen der obigen Gleichungen als zi =f (wz)
x3

2 Y4
schreiben kann. Kann U so gewéhlt werden, dass f stetig differenzierbar ist? Weiters be-

rechne df ( 2 )
-5

1

Betrachte die Gleichungen

Y1Y2 + Y12 Tee™ T + Txze? ™t + 123

y12 — 96y1_5 + 55(73y2 — X1Y2 — XT1€

3
Beweise, dass es eine Umgebung U von ( 0 ) und eine stetig differenzierbare Funktion f :

2—1’1:0,

T2 __

3
U — R? mit f ( _02> = (‘;’) gibt, sodass man lokal die Losungen der obigen Gleichungen

Y2 s 0
-2

als (yl) =f (x;) schreiben kann. Weiters berechne df ( 3 )

Zeige, dass es fiir die Gleichung

2y° + 3a? 4+ 4z — 2233 +25 =0
eine Umgebung U von 7 und eine Funktion f : U — R mit f(7) = 3 gibt, sodass man lokal
die Losungen der obigen Gleichung als y = f(z) schreiben kann. Kann man U so wéhlen,
dass f stetig differenzierbar ist? Bestimme f'(7).

Definiere g : R® — R durch g¢(x) := 2'Az + a'z + ag, wobei A eine reelle symmetrische

1
n x n-Matrix ist, a € R" und ag € R. Fiir x € R" zeige, dass dgq) = Q(ztA + §at> gilt.

Seien A eine reelle symmetrische n x n-Matrix, a € R” und ag € R. Weiters sei p € R" so,

1
dass p'Ap +a'p + a9 =0 und Ap + ¢ = (0 erfiillt sind. Beweise, dass

1 1
T = {1’ cR": p'Ax + iatx + §atp+a0 = O}
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Proseminar zu Mehrdimensionale Analysis fiir LehramtskandidatInnen

die Tangentialebene an die Hyperfliche 2. Ordnung M := {:c ER": 2'Ax +ad'x + apg = 0}
im Punkt p ist.

Berechne das Minimum und das Maximum der Funktion

z1
f (1‘2) =117 + 29 + 737

3

x1 x12 1'22 x32
f x R : 2 4+ 2 422 —1%.
au {(m§> S 95 + 9 + 1

Bestimme das Maximum der Funktion
f (z;) = LU12LU2 — 1’12 — LU22
auf {(z;) c R2 : 1’12 +LL’22 S 9} .

1

Der Menge {(rz) ER®: 20 + 20 +23° < 192} soll der volumsgrofste Quader einge-

z3
schrieben werden. Bestimme die Abmessungen und das Volumen dieses Quaders.

Finde jenen Punkt auf der dreidimensionalen Ebene
T + T2 + T4t 5= 2,
21 + x5 — 214 =18,

der vom Punkt den kleinstmoglichen Abstand hat, und berechne diesen Abstand.

O O Ut O N

Finde das Maximum der Funktion
x1

f (m) = 11° 4+ 1629° + x3°

x3
1
auf {<w2> ER:xy + w0+ a3 =230, 21 >0,z >0, 3 20}.

3

Beweise, dass fiir z1,x9,...,2, € R, 1 > 0, 25 > 0, ..., x, > 0 das harmonische Mittel
kleiner oder gleich dem geometrischen Mittel ist, das heifst, dass

n < i
e — n .
n 1 — H L
j:1 T j:1

Finde das Minimum und das Maximum von
x1
f (Iz) = I17 —|—SL’27 +$37
T3

auf {(m) ER? 4y + 19 + 15 = 9, xlzo,xgzo,xgzo}.

3

gilt.

z1

Es sei f{ 902) €R4ZLL’12+SL’22+LL’32+SL’42:1, LL’1—|—SL’4:1}—>R durch

3
1
xz Pyp—
f z3 | T L1T4 — T2T3
T4

definiert. Bestimme das Maximum von f.

T4

10



72)

73)

74)

75)

76)

77)

78)

79)
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Man soll der Menge {( z;) cR?: 2% + 2,0 < 2} ein Rechteck eingeschrieben werden, und
zwar so, dass die Fliache moglichst grof wird. Bestimme die Abmessungen und die Fléche

dieses Rechtecks.
1
x| o 7 6
f x3 | = L1 T2 T324
x4

1 N 0?2 19 ws? %
PAfm ) ert B 22 08 g
W\ | SR s T T T + 31

T4

Berechne das Maximum von

Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen.

x? x ) ot _ ]
a) /m " b) /Oe_t dt . c) /m2 et dt .

2 € cos(Zt? e Ger’t!
) primte), ) e,
1 22

t

Falls n € N, definiere a,, := /

nmw T
(n+1)m
a) Fir n € Z berechne / |sinz|dx .
b)  Verwende Beispiel a) um zu zeigen, dass ———— < |a,| < — gilt.
(n+1)m nw

nm gj T g n—1
c) Beweise, dass / Y gy = / R dr + > ay fiir alle n € N gilt.

0o 0o =

d)  Zeige, dass /
0

T n—1
Smx’ do= [" s+ Y Jay| fiix alle n € N gilt,
oz k=1

° gin &

Unter Verwendung von Beispiel 75) beweise, dass das Integral / dx konvergiert,

aber / sin.z dzx divergiert.
0 x
Welchen Wert ergibt / sin.z dx?

Ib—.ilfa ) Ib— a

Seien a,b € R, a > 0 und b > 0. Berechne lim und lim
z—0+ logw e—1- logx

. Leite daraus

1gb — g0
ab, dass / dx existiert.
o logx

3 _

1
Bestimme / ai— (Dieses Integral existiert nach Beispiel 78)).
0

log x
Ly — o

Anleitung: Fiir y > 0 definiere F(y) := /
0
daraus F'(3).

dx . Bestimme zuerst F’(y), und berechne
log

11



80)

81)

82)

83)

84)

85)

86)
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Berechne //(3x1 + 2x22) fir A := {(i;) eR?: 2, >0, 29 >0, 32, + 5y < 15} auf zwei
A

Arten.

Fir A .= {(2) eR?: o > 0, 21 —x9 >0, 3x1 +425 < 21} bestimme // 221575 .
A

Schreibe die folgenden Integrale als iterierte Integrale, bei denen zuerst nach x und dann
nach y integriert wird. Weiters skizziere den Bereich A, iiber den das Doppelintegral durch
die entsprechenden Integrale berechnet wird.

2) /05</0xf(§)dy>dx. b) /12</;f(§)dy)dx.

c) / f(z),wobeiA::{(z)€R2:x20,y20,$+y§4} ist.
A

Finde die Werte der folgenden Integrale.

a) /// x1%w3 , wobei
A

T1

A::{(rz) ERglezO,xgzo, :):32(),:B1+:)32+x3§1}
x3

ist.

b) /// (x179 + 2x3) , wobei
A

x1

A= {<x2> eR3: 1y >0,29 >0, 23 >0, 6x1+15x2—|—10z3§60}
x3

ist.

1
Sei A= {<1‘2) € R3 4761 2,2 + 324 252 + 2116 252 < 171396} .

z3

a) Bestimme ///1 b)  Berechne /// (212 + 227) .

Durch Berechnung des dreidimensionalen Integrals / / 1 finde eine Formel fiir das Volu-
A

1

b 2
men des Kegels A := {(mz) ER:0<z3<h, 21>+ 1% < ( h:EST) }, wobei r > 0
z3

und A > 0.

Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(z) > 0 fiir alle z € [a,b]. Definiere
T
A= {<x2) ER}:a<z <b z2 4232 < f(xl)Q} (A ist der Korper, der entsteht, wenn

3

der Graph von f um die z-Achse gedreht wird). Indem man / / / 1 berechnet, leite eine
A

(bereits bekannte) Formel fiir das Volumen von A her.

12



87)

88)

89)

90)

91)

92)

93)
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Fiir » > 0 berechne das Volumen der 7-dimensionalen Kugel
x1
x2
z3
z | € R a2+ 20?2 + 232 + 2% + 52 + g + 12 <r?
zs5
z6
x7

Bestimme / 1, wobei
A
z3
A= { v | € R®: 1442)® + 40025° + 225257 + 40024° +

+ 3600252 4+ 900242 4+ 400272 + 3600z < 3600}

ist.

2

Fiir die Menge A := { () € R : 14411 + 44129° + 78425 4 176424 < 7056} berech-
T4
2

ne das Integral //// (217 + 237) .
A

Bestimme die folgenden Kurvenintegrale.

x1 1 5
a) / <w3+1> , wobei ¢ das Geradenstiick von (—4) nach < 2 ) ist.

r1T2 3 —2

x22x3+5 2
b) / zi+2e3 |, wobei ¢(t) :=( # | fiir 0 <t <3 ist.
c \ z1z3®+8 22
c) / (m;;;ij) , wobei ¢ der einmal in positiver Richtung durchlaufene Kreis um ((2))
mit Radius 3 ist.

Betrachte die Funktion f : R? — R?, f (xl) = ( 72 ) . Skizziere die folgenden Kurven c

) 4z,2

und berechne die entsprechenden Kurvenintegrale [, f.
1-t . cost . T
a) c(t)::( ; ) fir 0 <t <1 b) c(t)::(smt) fiir 0 <t < 3.

Es sei f wie in Beispiel 91). Kann man eine stetig differenzierbare Funktion F : R? — R

mit (dF(x))t = f(z) fiir alle z € R?\ {0} finden? Wenn man so ein F finden kann, gib so
ein F' an, und wenn man so ein F' nicht finden kann, begriinde warum es so ein F' nicht
gibt.

il

. . 2 2 1 o W . . . . .
Definiere f : R*\ {0} — R? durch f (m) = ( v ) . Gibt es eine stetig differenzierbare

w12+

Funktion F: R?\ {0} — R mit (dF(x))t = f(z) fiir alle z € R?\ {0}? Bestimme F', soferne
es so ein F' gibt.

13
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94) Fiir die Funktion f aus Beispiel 93) berechne das Kurvenintegral [, f fiir die folgenden
Kurven c.
a)  cist der einmal in positiver Richtung durchlaufene Kreis um (

b) c(t) = (3_200”) fir 0 <t < 7 (Skizziere diese Kurve).

4sint

_32) mit Radius 6.

c) cist daseinmal in positiver Richtung durchlaufene Dreieck mit den Eckpunkten (_71 ),
- -2
() wnd (23).
Hinweis: Verwende Beispiel 93).

95) Die Astroide erhélt man, wenn man einen Kreis mit Radius § auf der Innenseite eines

Kreises mit Radius a abrollen ldsst. Man kann sie (und das kann fiir dieses Beispiel verwen-
det werden) durch die Parameterdarstellung ¢(t) := (“COS.S t) fiir 0 <t < 27 beschreiben.

asin®t

Berechne die Bogenlénge der Astroide. Weiters bestimme das Kurvenintegral / (fl) :

96) Was bedeutet das in Beispiel 95) berechnete Kurvenintegral?
Hinweis: Wende den Satz von Greene an.

97) Es sei ¢ die einmal in positiver Richtung durchlaufene Ellipse

() er (22) + (2577) 1},

Berechne / (x12+2x2_3)
C

3x1+x2+7

98) Betrachte die Halbkugeloberflache
1
A= {<x2) e R : 2% + 152 + 152 = 36, x3 > 0}.
x3

0
Berechne die Oberflache von A, sowie das Oberflichenintegral / / < 0 > .
A "

99) Bestimme die Oberfliche des einschaligen Hyperboloids
A= {(m) ER3::C12+$22—$32—1:O, —1<x3 < 1}.

T3

z1

100) Essei A := {(1‘2> eER?:xl 4+t + 232 <9, x5 > O} , und 0A sei die Oberflache von A.

T3
Tx1—x2+3z2203+5
Bestimme // @12 —bxe—2z3—4 | |
8x1+x3+3w22—2
DA

1

101) Fir A := {(xz) € R3 : 42,2 + 9252 + 36252 < 36} berechne

3
2x1 —z1x22+woxst
// 3z12zo+w123% 223 s
94 5x12x22+4w32—2x3

wobei JA die Oberflache von A ist.

14
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108)
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5x1—x221‘3+x36—61‘2+2
Bestimme // z13232+8z123°+5x14+222 | , wobei
ha 31‘121‘2+51‘2611+2SE1—3SE3—6

z1

A= xz) € R3 : 36212 + 100252 + 225252 < 900, x5 > 0}
und AA die Oberflache V?)n A ist.

Betrachte die Halbkugeloberfliche A aus Beispiel 98), ihren Rand 0A, und die Funkti-
T 142

on f(:(:z) = < ;2 ).Berechne /f
x3 xr3+5 54

1 Tx1+10x3
Definiere f : R® — R? durch f (mz) = (15x32—7x2> _
T3 2x1+4
r1 5%33
a) Zeige, dass f=rotg fir ¢ (m) = m12+4x1—5m32> gilt.

3 Trix2

b)  Bestimme / / f, wobei A die Halbkugeloberflache aus Beispiel 98) ist.
A

z1

Es sei die Oberflache A := {(wz) € R?: 9212 + 1625 + 64242 = 576, ©1 > O} , und 0A sei
x3 321°+7sinz;+2
der Rand von A. Berechne / 1225%—8z5—5 )

2
2¢"3" —62324323

DA
Berechne.
39 + 4i
a)  (1+50)(3— 4i). b) +2_Z . o) Vh+12.
— 24
, mi 39+ 21
d 271 ) 2 T, f .
) e °) « ) 5 — 67
g)  Die Losung von (24 5i)2% — (42 4 18i)z + (80 + 55i) = 0.
h)  Die Losung von z* = 16i.
Hinweis: Rechne in Polarkoordinaten.
Bei den folgenden Funktionen gib maximale Teilmengen von C an, auf denen sie (komplex)
differenzierbar sind. Was ist ihre Ableitung?
1
a) f(z):=¢€". b)  f(z):= .
1 :
c)  f(z):= GC_(_2)F d)  f(z) = 220302 cos(2i2% — 6).
1 z
= 2%sin —. f = )
e) f(z):=z"sin . ) f(2) ]
Zeige, dass die Funktion f(z) :=|z| fiir jedes z € C nicht (komplex) differenzierbar ist.

Anleitung: Verwende die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen.

Berechne das Kurvenintegral von 2° entlang des einmal in positiver Richtung durchlaufenen
Kreises mit Radius 5 um 3 + 2¢ mittels direkter Rechnung.

15
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112)
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Mittels direkter Rechnung berechne das Kurvenintegral der folgenden Funktionen entlang
des einmal in positiver Richtung durchlaufenen Kreises mit Radius 2 um 0.
a)  f(z):=2" firn e Ny.

1
b =—.
) f(2) 2
c) f(z):=— firneN,n>2.
Z’I’L
Bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihe Z Z—2 Weiters gib alle z € C an, fiir
n

n=1
die diese Potenzreihe konvergiert.

o

Betrachte die Potenzreihe Z 2" . Bestimme ihren Konvergenzradius und gib alle z € C
n=0

an, flir die diese Potenzreihe konvergiert. Mit welcher Funktion stimmt diese Potenzreihe

innerhalb ihres Konvergenzgebietes iiberein?

Berechne die Potenzreihenentwicklung der folgenden Funktionen, und gib das entsprechen-
de Konvergenzgebiet an.
1

a) f(z):=¢e"% um 3. b)  f(z):= - um 4.

Z —
c) f(z):=sinz um 3. d)  f(z):=¢e"" um 5+ 2i.
Lose die folgenden Aufgaben fiir die Funktion f(z) := 1

Z E—

a)  Bestimme die Laurentreihenentwicklung von f um 7, bei der 0 im Konvergenzbereich
liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

b)  Gib die Laurentreihenentwicklung von f um 7 an, bei der 5 im Konvergenzgebiet liegt,
und bestimme das entsprechende Konvergenzgebiet.

1
Die Funktion f sei durch f(z) := P definiert.
Z J—

a) Bestimme die Laurentreihenentwicklung von f um 0, bei der % im Konvergenzbereich
liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

b)  Finde die Laurentreihenentwicklung von f um 0, bei der 2 im Konvergenzbereich liegt,
und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

c¢) Die Funktion f hat in 0 offensichtlich keine Singularitét, trotzdem gilt fiir die Lau-

rentreihe Z a,z" in Beispiel b), dass a,, # 0 fiir unendlich viele n < 0. Wieso ist

das moglich?

1
Die Funktion f sei durch f(z):= z?sin ~ definiert.
z

a)  Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 0, und gib das entsprechende Kon-
vergenzgebiet an.

b)  Was fiir eine Singularitit besitzt f im Punkt 07

c)  Bestimme ll_)f% f(z).

16
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522 — 37z + 129

23 — 1622 + 772 — 98

a)  Berechne die Partialbruchzerlegung von f.

b)  Finde die Laurentreihenentwicklung von f um 7, bei der 0 im Konvergenzbereich liegt,
und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

c¢) Bestimme die Laurentreihenentwicklung von f um 7, bei der 5 im Konvergenzgebiet
liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

d)  Was fiir eine Singularitét besitzt f im Punkt 77

¢)  Bestimme ll_}ff% f(z).

Betrachte die Funktion f(z) :=

Berechne.

a) log(—2). b) %, c) 2.

d) (1440, ¢) log(1+iV3). £) (")
-1

Es sei die Funktion f durch f(z):= = jz822 55255 definiert.

a) Bestimme alle isolierten Singularitdten von f. Sei z diejenige isolierte Singularitét
von f deren Betrag minimal ist.

b)  Gib die Laurentreihenentwicklung von f um z, an, bei der 0 im Konvergenzgebiet
liegt, und bestimme den entsprechenden Konvergenzbereich.

c¢) Finde die Laurentreihenentwicklung von f um zj, bei der 100 im Konvergenzgebiet
liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

d)  Welche Art von Singularitéit von f liegt im Punkt 2z vor?

e)  Berechne Zh_)rrzlo f(z).

222 + 19z — 1407

23 — 2922+ 1192 + 1445~

a)  Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 17, bei der 0 im Konvergenzgebiet
liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

b) Finde die Laurentreihenentwicklung von f um 17, bei der 50 im Konvergenzbereich
liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

c¢)  Welche Art von Singularitét besitzt die Funktion f im Punkt 177

d)  Welchen Wert ergibt Zli_>1r117 f(z)?

Lose folgende Aufgaben fiir die Funktion f(z) :=

ef—1

Definiere die Funktion f durch f(z) :=

a)  Bestimme die Laurentreihenentwicklung von f um 0, und gib das entsprechende Kon-
vergenzgebiet an.

b)  Welche Art von Singularitét besitzt f im Punkt 07

c)  Berechne llir(l] f(z).

Fiir die Funktion f(z):= - lose folgende Aufgaben.
i

3
z—245
a)  Berechne die Laurentreihenentwicklung von f um 4 + 2i, bei der 0 im Konvergenz-

gebiet liegt, und gib das entsprechende Konvergenzgebiet an.

17
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124)

125)

126)

127)

128)
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b)  Bestimme die Laurentreihenentwicklung von f um 4+ 2i, bei der 107 im Konvergenz-
gebiet liegt, und gib den entsprechenden Konvergenzbereich an.

Betrachte die Funktion f, die durch f(z) := ¢~ definiert ist.

a) Finde die Laurentreihenentwicklung von f um 0, und gib das entsprechende Konver-
genzgebiet an.

b)  Welche Art von Singularitét besitzt f im Punkt 07

c)  Berechne llir(l] f(z).

22 — 6 — 241
Es sei die Funktion f durch f(z) := %
Z Z —

von f entlang des einmal in positiver Richtung durchlaufenen Kreises mit Radius 4 um den
Mittelpunkt 2 + 3.

definiert. Berechne das Kurvenintegral

95
Fiir die Funktion f, die durch f(z) := #2—28 definiert ist, berechne das Kurvenin-
22 =11z

tegral von f entlang des einmal in positiver Richtung durchlaufenen Kreises mit Radius 3
um 5 + ¢.

o ]

Bestimme / ——dx.

—00 1'6 + 1
Berechne / dx .

—00 1’4 + 1

. 0 32
Welchen Wert ergibt / dx?
—00 .fL’G + 1
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