Al.

A2.

A3.

A4

A5.

A6.

AT.

& niversitat

I wien

Univ.-Prof. Dr. Radu Ioan Bot, Axel Bohm

Konversatorium zu “Lineare Algebra und Analysis”
Analysis - Ubungsbeispiele
SS2018

Sei f:[0,+00) — R so, dass
fs+t) > f(s)+ f(t) Vs,t>0

und dass ein M > 0 existiert mit
lf(t)] < Mt Vt>0.

Zeigen Sie, dass
R 1' f(t)
o = lim —=

t—0 t t—+oo ¢

existieren. Untersuchen Sie die Beziehung von f zu den Funktionen ¢ — at und t — pt.

Sei f : [0,27] — R eine stetige Funktion mit f(0) = f(2m). Zeigen Sie, dass ein ¢ € [0, 7] mit
f(e) = f(c+ m) existiert.

Seien a € R und eine Funktion f : (0,00) — (0,00). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind:
(a) Fiir jedes € > 0 gilt lim @ =0 und lim f(=) =0

T—00 TOtE r—o00 pAd—¢€

. log(f(x))
(b) i =iy @

Fiir a,b € R,a < b, sei f : [a,b] — R stetig in [a, b] und differenzierbar in (a,b).
(a) Zeigen Sie, dass ein ¢ € (a,b) existiert mit f(a) — f(c) = f'(¢)(c — b).
(b) Zeigen Sie, dass, falls f(a) = f(b), dann existiert fiir jedes r € R ein ¢ € (a,b) mit
f'(c) =r(2c—a—b)f(c).

Sei I C R ein offenes Intervall, @ € I und f : I — R eine zweimal differenzierbare Funktion. Zeigen
Sie, dass fiir jedes ausreichend kleines A > 0 ein p € I mit

fla+h)+ fla—h)—2f(a)
h2

= f"(p)
existiert.

Sei f : [a,b] — [a,b] eine differenzierbare Funktion so, dass f’ stetig und f’(z) > 0 Vz € [a,b]. Zeigen
Sie, dass ein ¢ € (a, b) existiert mit

Sei f: R — R eine zweimal differenzierbare Funktion so, dass

fle+y)flz—y) < (f(z)* Vz,y R

Zeigen Sie, dass

f@)f"(x) < (f'(x))? Yz eR.



A8. Finden Sie alle differenzierbaren Funktionen f : R — R, die die folgenden Bedingungen gleichzeitig
erfiillen:
(i) f'(z) =0 Vz € Z;
(ii) falls f'(z) =0, fiir € R, dann gilt f(z) = 0.

A9. Sei I C R ein Intervall und f: I — R. Zeigen Sie, dass f genau dann konvex (in I) ist, wenn

k k k
VEENk>1, Vo € LA €[0,1],i=1,..,k, mit Y X\ =1, gilt f (Zm) < Aif (@),
i=1 1=1

=1

Zeigen Sie, dass fiir k € N,k > 1 und x4, ..., T, A1, ..., Ag > 0 mit Zle A =1 gilt

k k
i=1 i=1
A10. (Formel von Leibniz) Fiir I C R, seien f,g: I — R zwei n-mal Funktionen in I. Zeigen Sie, dass

n

(f9)"(x) = Z (Z)f("_k) (x)g®(z) Vzel.

k=0

All. Sei f: R — R, f(t) = ﬁ

(a) Berechnen Sie die Konvexitits- und Konkavitétsintervalle von f.

(b) Zeigen Sie, dass die n-te Ableitung geschrieben werden kann als

Py (t
ey =0 vier,
(1+¢2)"z2

wobei P,, ein Polynom vom Grad n ist. Berechnen Sie den fithrenden Koeffizienten von P,.
(c) Zeigen Sie, dass P, = —n%P, ;.

A12. Sei f:[0,+00) — R gegeben durch

0, fiirz =0
f@) = {:1:(1 — (log(x))?), sonst.

(a) Untersuchen Sie f auf Stetigkeit, Differenzierbarkeit und bestimmen Sie die Monotonieintervalle
von f.

(b) Bestimmen Sie die Konvexitits- und Konkavitétsintervalle von f.

(c) Zeigen Sie, dass fiir alle n > 1 die (n + 2)-te Ableitung von f an der Stelle x > 0 durch

n

f(n+2) (I) _ (_1)n+1 mn2+1 n! log(:c) — Zl

p=2 p

gegeben ist.

(d) Seiz > 0. Zeigen Sie, dass genau zwei Losungen o < ag der Gleichung f(z) = z f'(ax) existieren.
Berechnen Sie log(ay) 4 log(az) und log(a)log(as). Untersuchen Sie die Lage von a3 und oo
relativ zu 1.

A13. (a) Berechnen Sie
1
/  sin(rz?)dz.
0

2
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A20.

A21.

A22.
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(b) Berechnen Sie

k+1

2 2
nh_}rglo - Z k/ sin(mx®)dz.
Sei F:={f:[0,1] = R: f ist stetig und sup,cp 7 [f(z)| = 1} und

1
[FoR, I(f) :/0 F@)de — £(0) + £(1).
(a) Zeigen Sie, dass I(f) < 3 fiir alle f € F.
(b) Berechnen Sie sup{I(f): f € F}.

Zeigen Sie, dass eine stetige Funktion f : R — R genau dann monoton wachsend ist, wenn
b c
(c— b)/ f(x)dx < (b— a)/ f(z)dz fur allea < b <ec.
a b
Sei f : [a,b] — [0, +00) eine stetige und streng monoton wachsende Funktion so, dass f(b) < 1. Zeigen
Sie, dass limy, o0 [*(f(x))"dz = 0.

Gesucht wird eine Funktion f : [a,b] — R mit den folgenden Eigenschaften:

f ist beschrankt;
f ist stetig in (a,b) und nicht stetig in a und in b;
f besitzt eine Stammfunktion;

(d) f(a) = f(b) = 0.

Sei f : [a,b] — R eine streng monoton wachsende Funktion und F eine Stammfunktion von f. Zeigen
Sie, dass fiir jedes € € (a,b) zweil Punkte x,z2 € [a, b] existieren mit

F(z1) — F(x2) = f(§) (1 — z2).

Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen wahr sind:

ln
(a) e”>MVnEN,n21;
n!
b) lim nsin(2we - nl!) = 27.
—
n o0

Sei f: R — R eine dreimal differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft, dass lim,_ 1 f(z) =c€ R
und lim,, o f”'(z) = 0. Zeigen Sie, dass lim,_, 1o f'(z) = lim, 1o [ (x) = 0.

Sei f: [0,1] = R eine zweimal differenzierbare Funktion so, dass f(0) = f(1) = 0 und inf ¢ ] f(7) =
—1. Zeigen Sie, dass sup,¢jo1) f"(z) > 8.

Seien f, g : [a,b] — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
wahr sind:

(a) Ist g monoton fallend und nichtnegativ auf [a,b], so existiert £ € [a,b] mit ff f(z)g(x)dx =
a) ff f(x)dx
(b) Ist g monoton auf [a, b], so existiert £ € [a, b] mit fff(:n) (z)dzr = g(a fé z)dz+g( )fgb f(z)dz

Sei fy: [0,1] — R eine stetige Funktion und, fiir alle n € N, f,,11 die Stammfunktion von f,, die im
Ursprung den Wert 0 annimmt. Zeigen Sie, dass, falls fa017(1) = dann existiert zg € [0, 1] mit

fo(wo) = 0.
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A24. Sei f: R — R eine zweimal differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft, dass

My, := sup | f*) ()| < +o0, k=0,1,2.
z€R

Zeigen Sie, dass Ml2 < 2MyMs.

A25. Sei f: R — R eine stetige Funktion und, firn €e Nyn > 1, f, : R = R, f(z) = Z =f (af + ) Zeigen

Sie, dass die Funktionenfolge (fy,)n>1 gleichméBig auf jedem beschréankten abgeschlossenen Intervall
[a,b] C R konvergiert.

A26. Sei die Funktionenfolge P, : [0,1] — R, n € N, definiert durch

1
Py(z) =0 Poi1(z) = Pu(x) + B (z — Pz(x))) .
Untersuchen Sie die gleichméfige Konvergenz der Folge (f,,)nen auf [0, 1].

A27. Sei fy, : [a,b] — R eine Folge konvexer Funktionen, die punktweise gegen eine Funktion f : [a,b] — R
konvergiert. Zeigen Sie, dass, falls f stetig auf [a, b] ist, dann konvergiert die Funktionenfolge (fy)nen
sogar gleichméfig gegen f.

A28. (a) Sei die Funktionenfolge f, : [0,4+00) — [0,4+00),n € N,n > 1, definiert durch:

(1—2)", falls z € [0,n]
0, falls x > n.

fute) = {

Zeigen Sie, dass (fn)n>1 gleichméBig gegen f : [0, +00) — [0, 4+00), f(z) = exp(—x), konvergiert.

(b) Zeigen Sie, dass
0 ) vn 2\ "
/ e Vdt = lim (1 — ) dt,
0 n—+oo Jq n

und bestimmen Sie den Wert des Integrals.

A29. Se fy: [a,b] — R eine stetige Funktion und die Funktionenfolge f, : [a,b] — R,n € N;n > 1, definiert

durch
fn+1 / fn

Zeigen Sie, dass die Funktionenreihe Z fn gleichméfBig konvergiert und bestimmen Sie ihre Summe.
n=0

I s s . & sin(2"x)
A30. Fiir x € R, sei die Reihe ) .

27L
n=1

a) Zeigen Sie, dass die Reihe absolut und gleichmé#Big konvergent ist.
Zei Sie, dass die Reihe absol d gleichmifig k i
o0
(b) Sei f(x):= > M Vx € R. Untersuchen Sie die Differenzierbarkeit von f an der Stelle 0.

n=1

A31. (a) Zeigen Sie, dass

(b) Sei a € [0, 4+o0). Zeigen Sie, dass eine Funktion f € C?(|—n, 7], R) existiert, sodass

f(z) = Z(Uk‘;‘f(fjg Vz € [—m, 7]

und bestimmen Sie f.

Hinweis. Finden Sie f als Losung einer Differentialgleichung.



A32.

A33.

A34.

A35.

A36.

A37.

A38.

Bestimmen Sie die Fourier-Reihe der Funktion

f:R—=R, f(x>:2+clos(x)

Sei a € R, || < 1, und
1—a?

R—R = .
g » 9@) 1 — 2« cos(z) + a2

Zeigen Sie, dass g wohldefiniert ist und bestimmen Sie ihre Fourier-Reihe.
Seipe N,p>1, und
oo ! = 1
P D
k=1
Zeigen Sie, dass I', eine positive rationale Zahl ist.
Sei f: R — R eine 27-periodische und auf [0, 27] Riemann-integrierbare Funktion. Sei
a n
sp(z) = ?0 + Z (ay cos(kx) + by sin(kx)),n € Nyn > 1,

k=1

die Folge der Partialsummen der Fourier-Reihe von f. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen wahr
sind:

(a)

(b) es existiert eine Konstante C' > 0, sodass

ao

5+ Z (a cos(kx) + by sin(kx))

k=1

< Clog(n) Vn > 2.

Sei f : R — R eine 27r-periodische und auf [0, 27] Riemann-integrierbare Funktion und zo € [0, 27],
sodass beide einseitigen Grenzwerte von f an der Stelle x( existieren. Sei

_ f(@o+0) + fzo —0)
: .

und a € (0, 7] so, dass das uneigentliche Integral

/a |f($0+t)+f($0—75)—280|dt
0

t
konvergiert. Zeigen Sie, dass die Fourier-Reihe der Funktion f an der Stelle zg gegen sg konvergiert.
Hinweis. Zeigen Sie, dass fiir eine Riemann-integrierbare Funktion A : [a,b] — R gilt
b

lim h(z) sin(tz)dz = 0.

t—o00 a

Seien X,Y normierte Vektorrdume, f: X — Y und L,e > 0 so, dass
1f (@) = f(W)ll < Lllo =yl Yo,y € X mit [z —y| <e.

Zeigen Sie, dass
1 () = F)ll < Lllz = y|| Yo,y € X.

Sei ¢ : [0,400) — [0, +00) eine stetige und bijektive Funktion so, dass ¢(1) = 1. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:



A39.

A40.

A41.

A42.

A43.

A44.

A45.

(i) Fir alle n € N;n > 1, die Abbildung

1[I R = R, fla]| = " <Z @(I@!)) fir z = (21, ..., 2n),
i=1

definiert eine Norm auf R".

(ii) Es existiert p > 1, sodass p(z) = 2P fiir alle z € [0, 4+00).

Seien X, Y Banach-Rdume, f: X — Y und M > 0 so, dass

If(z+y) — flx) = fW)ll < M Va,y € X.

Zeigen Sie, dass es eine eindeutige additive Abbildung g: X =Y (g(z +y) = g(x) + g(y) Vz,y € X)
existiert, sodass
lg(x) — f(z)| < M Va € X.

Sei (X, d) ein metrischer Raum und f : X — X eine Abbildung so, dass

d(f(x), f(y)) < d(z,y) Yo,y € X,z #y.

Sei a € X so, dass die Folge
x1 := f(a),xpnt1 := f(zn) Vn € N,
einen Hiufungspunkt € X besitzt. Zeigen Sie, dass T der einzige Fixpunkt (f(Z) = ) der Abblidung
f ist.
Sei X ein normierter Vektorraum und Y ein linearer Unterraum von X so, dass int(Y') # (). Zeigen

Sie, dass X =Y.

Sei X ein normierter Vektorraum und Y # X ein abgeschlossener linearer Unterraum von X. Zeigen
Sie, dass fiir alle r € (0,1) ein Element z, € X existiert, sodass

|z || =1 und || — || > r Vz € Y.

(a) Sei f:R? — R so, dass f(-,y) stetig fiir alle y € R ist und

‘f(x7y1) - f<$7y2)| < L(x)‘yl - yQ’ V%ylyw € Ra
wobei L : R — [0, +00) eine lokal beschrinkte Funktion ist (d.h. fiir alle z € R es existiert eine
Umgebung U von z so, dass L|y beschrénkt ist). Zeigen Sie, dass f stetig ist.
(b) (Young) Sei f : R? — R so, dass f(z,-) stetig fiir alle 2 € R ist und f(-,y) stetig und monoton
wachsend fiir alle y € R ist. Zeigen Sie, dass f stetig ist.

(Rowe) Sei f : R — R eine Funktion mit der Darboux-Eigenschaft (Zwischenwerteigenschaft) so, dass
f~(y) eine abgeschlossene Menge fiir alle y € R ist. Zeigen Sie, dass f stetig ist.

Seien (X, d) und (Y, p) metrische Rédume, ¢ € X, yo € ¥ und

Z =< f:X =Y fist stetig, f(zo) = yo, sup M < 400 Y.
xTF£T0 d(x7x0)
Sei

0:7Zx7Z—R, (f,9) x#l; dz.m0)

Zeigen Sie, dass falls (Y, p) vollstandig ist, dann ist auch (Z, o) ein vollsténdiger metrischer Raum.



A46.

A47.

A48.

A49.

A50.

A51.

A52.

A53.

Seien X ein Banach-Raum, Y ein normierter Vektorraum und V' : X — Y eine lineare und stetige
Abbildung. Seien k£ > 0 und 0 < ¢ < 1 mit der Eigenschaft

Vy €Y 3 e X mit [z <Kyl und [V -yl < qllyll.

Zeigen Sie, dass V surjektiv ist.

Seien X, Y zwei normierte Vektorrdume und f : X — Y eine gleichméflig stetige Funktion. Zeigen
Sie, dass a,b > 0 existieren, sodass || f(z)|| < allz| + b fiir alle z € X gilt. Ist eine stetige Funktion
f: X — Y mit der Eingehschaft, dass || f(x)|| < allz|+0b fur alle z € X, unbedingt gleichméBig stetig?

Sei X ein normierter Vektorraum, U C X eine offene und konvexe Menge (Az + (1 — M)y € U fiir alle
xz,y € Uundalle A € [0,1]) und f : U — R eine konvexe Funktion (f(Az+(1-A)y) < Af(z)+(1-N)f(y)
fiir alle z,y € U und alle A € [0,1]). Sei zy € U so, dass f auf einer Umgebung von xy nach oben
beschrankt ist. Zeigen Sie, dass f lokal Lipschitz-stetig auf U ist, d.h.

Vzy € U 3r > 0,L > 0, sodass By(z1) CU und | f(z) — f(y)|| < L||z — y|| Vz,y € Br(21).

(Dini) Sei X ein kompatker metrischer Raum und f, : X — R,n € N, eine monotone Folge stetiger
Abbildungen ((fn(x))nen ist fiir alle x € X entweder monoton fallend oder monoton wachsend), die
punktweise gegen eine stetige Abbildung f : X — R konvergiert. Zeigen Sie, dass die Folge (fy)nen
auf X sogar gleichméflig gegen f konvergiert.

Seien X, Y zwei metrische Rdume und f : X x Y — R eine stetige Abbildung. Zeigen Sie, dass, falls
Y kompakt ist, dann ist

g: X =R, g(z)=supf(z,y),
yey

eine stetige Abbildung.

Sei (X, d) ein metrischer Raum und eine folgenkompakte Menge Y C X (jede Folge in Y enthiilt eine
Teilfolge, die gegen ein Element aus Y konvergiert).

(a) Zeigen Sie, dass Y totalbeschrinkt ist, ndmlich,

Vr > 0 es existiert eine endliche Menge Z C X, sodass Y C U,czB,(2).

(b) Sei (U;)icr eine offene Uberdeckung von Y.

(i) Zeigen Sie, dass eine positive Zahl r > 0 existiert, sodass
Vy €Y 3i € I mit B,(y) CU,.
(ii) Zeigen Sie, dass (U;)ier eine endliche Teilitberdeckung von Y enthélt.
Seien (X, d) und (Y, p) zwei metrische Rdume und f: X — Y eine stetige Abbildung.

(a) Zeigen Sie, dass, falls f eigentlich (fiir jede kompakte Menge K C Y ist auch f~!(K) C
kompakt) ist, dann ist f abgeschlossen (fiir jede abgeschlossene Menge A C X ist auch f(A) C
abgeschlossen).

(b) Sei k > 0 so, dass

X
Y

p(f(x), f(y)) = kd(z,y) Y,y € X.
Zeigen Sie, dass, falls X vollsténdig ist, dann ist f eine eigentliche Abbildung.

Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und f : X — X eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass

d(f(z), fly)) > d(z,y) Yo,y € X.

Zeigen Sie, dass d(f(x), f(y)) = d(z,y) fiir alle z,y € X und dass f bijektiv ist.
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AB5.

A56.

A5T.

A58.

A59.

A60.

A61.

A62.

Sei V' ein normierter Vektorraum. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) V ist endlichdimensional.
(b) Jede abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge von V' ist kompakt.
(c) Die abgeschlossene Einheitskugel K1(0) = {x € V : ||z| < 1} ist kompakt.

Sei V' ein normierter Vektorraum. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) V ist strikt konvez, d.h. fiir x,y € V mit x # y und ||z|| = ||y|| = 1 gilt ||z + y|| < 2;
(b) fiir alle z,y € V, mit y # 0 und ||z + y|| = ||z]| + ||y||, es existiert t € R, sodass = = ty.

Seien V und W zwei reelle Vektorrdume so, dass W strikt konvex ist, und f : V — W eine Abbildung
mit der Eigenschaft, dass f(0) = 0 und

1 (x) = FW)ll = Nz = yll Vo, y € V.

Zeigen Sie, dass f stetig und linear ist.

Sei g : R — R eine differenzierbare Funktion so, dass ¢(0) = 0 und ¢’(0) # 0. Wir definieren die
Funktion

22 —y?
f: R? - R, f({[;’ y) = { g(xy)x2+y2’ falls (l’,y) # (070)a
0, sonst.

(a) Untersuchen Sie die Existenz der partiellen Ableitungen und die Differenzierbarkeit der Funktion
f an der Stelle (0,0).

(b) Zeigen Sie, dass D, D, f(0,0) # DyD, f(0,0).
Sei g : [0,400) — R und f : R — R, f(x) = g(||z||). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(a) f ist stetig differenzierbar;

(b) g ist stetig differenzierbat und ¢’(0) = 0.
Sei U C R? eine offene Menge, (z0,0) € U, f : U — R und V C U eine offene Umgebung von (g, yo)

so, dass f stetig in (zg,yp) ist und partielle Ableitungen 1. Ordnung in V' \ {(x0,y0)} hat, mit der
Eigenschaft, dass

3 lim D, f(z,y) € R und 3 lim Dyf(z,y) € R.
(z,y)—(z0,v0) (@,y)—(20,90)

Zeigen Sie, dass f differenzierbar in (zg,yo) ist.

Sei U C R"™ eine offene Menge und f : U — R™ eine differenzierbare Funktion so, dass M > 0 existiert
mit

1f(@) = f)ll < Mz —y|| Yo,y € U.
Zeigen Sie, dass | Df(z)|| < M fiir alle z € U.

Sei f: R — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und

F:R2—>R F(:L‘y): %@jj(y)’ fallsx;éy’
B F(z), sonst.

Zeigen Sie, dass I stetig differenzierbar ist.
Sei || - || die euklidische Norm auf R™ und

f:R" >R, f(z)= { || sin ﬁ, falls z # 0,

0, sonst.

Zeigen Sie, dass f differenzierbar, aber nicht stetig differenzierbar (auf R™) ist.



A63. (a) Seien a,b e R, a <b, f:[a,b] > R™ und g : [a,b] — R so, dass
(i) f und g sind stetig auf [a, b];
(ii) f und g sind differenzierbar auf (a,b);
(iii) [|[Df(@)|| < ¢'(x) Yz € (a,b).
Zeigen Sie, dass
1£(6) = f(a)] < g(b) — g(a).
(b) Sei U C R" offen, f: U — R und a,b € U so, dass [a,b] := {ta+ (1 —t)b:t € [0,1]} C U und
(i) f ist stetig auf [a, b];
(ii) f ist differenzierbar auf (a,b).
Zeigen Sie, dass

1£(b) = fa)l| < [[b—allsup{IDf(E)| : € € (a,b)}.

A64. Sei U C R"™ eine offene und konvexe Menge und f : U — R eine differenzierbare Funktion (auf U).
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) f ist konvex;
(i) f(y) — f(x) = Df(2)(y — =) Yo,y € U;
(iii) (Df(y) = Df(x))(y —x) 20 Va,y € U;
(iv) D?f(x) ist positiv semidefinit fiir alle x € U.

A65. Fiir i = 1,2, seien ; > 0 und y;, z; € R mit z;y; > 22. Zeigen Sie, dass

8 1 1
<

< + .
(z1 +22) (1 +y2) — (21 + 22)% ~ my1 — 22 woys — 23

A66. (a) Fiir m,n > 1, seien o5 > 0 und x;; > 0,i=1,...,n,j = 1,..,m mit > 1 ; o; = 1. Zeigen Sie, dass

aq Qn

m m m

al «
E x1j g Tnj > g Tyjes xn;
j=1 1 j=1

(b) Kommt Thnen die obige Ungleichung fiir n = 2 bekannt vor?

(¢) Fiir n > 1, seien z;,y; > 0,7 = 1,...,n. Zeigen Sie, dass

(o) = (1) - (11

AG67. Zeigen Sie, dass fiir alle z,y € [0, +00) gilt

S|=

2 2
% < et ty—2

A68. Seien a,b,c,d,e, f,g € R mit b> — 4ac < 0 und
M = {(z,y) € R? : az® + bry + cy® + da® + ex®y + fxy® + gy = 0).
Zeigen Sie, dass eine Zahl r > 0 existiert, sodass die Mengen

D:={(z,y) eR?*:0<a® +¢y*> <71}

und M disjunkt sind.



A69. Sei B := {(r,y) € R?: 22+y? < 1} und f : R? — R eine differenzierbare Funktion so, dass | f(z,y)| < 1
fiir alle (z,y) € B. Zeigen Sie, dass ein Punkt (zg,yp) € int(B) existiert, sodass

(Do f(z0,y0))* + (Dy f(z0,90))* < 16.

A70. Sei f:R"™ — R eine quadratische Funktion

1
fl@)= 52" Qu+clz+y
mit einer symmetrischen und positiv definiten Matrix @ € R™*" ¢ € R™ und v € R. Seien 2 € R™ und

d € R" mit Vf(z)Td < 0 beliebig gegeben. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen wahr sind:

(a) Die Schrittweite
Vf(x)td

tmin = dTQd
liefert den stirksten Abstieg von f entlang der Richtung d, d.h., es gilt

f(J? +tmind) < f($+td) vVt € R;

fiir ¢ # tmin gilt dabei sogar die strikte Ungleichung.

(b) Es existiert eine von x und f unabhingige Konstante 6 > 0 mit

Vi) d\?
-t tund) < 1(2) =0 (VTEEL)
AT71. Sei || - || die euklidische Norm auf R™ und X C R" eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Menge.

(a) Zeigen Sie, dass zu jedem y € R™ ein eindeutig bestimmter Vektor z € X mit
ly =zl < ly — = Vo € X

existiert. Der Vektor z := Prx(y) heiit Projektion von y auf X.
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle y € R™ gilt:
z=Prx(y) & (z—ylxr —z) >0Vr € X.

(c) Zeigen Sie, dass
(& — 4l Pry(z) - Prx(y) = || Prx(a) — Prx(y)||? Yo,y € R™.
Folgern Sie daraus, dass x — Prx(z) 1-Lipschitz-stetig auf R™ ist.
AT72. Sei X C R" eine nichtleere Menge. Die Menge

Tx(x) = {d € R" :3(d")pexy € R™ I(t*)ren C (0, +00) mit t — 0,d"* — d (k — oo)
und = + tpd® € X Vk € N}

heifit Tangentialkegel von X in x.

(a) Zeigen Sie, dass Tx(z) ein nichtleerer und abgeschlossener Kegel (Ry - T'x (z) C Tx(x)) ist.

(b) Zeigen Sie, dass, falls X eine konvexe Menge ist, dann gilt Tx(z) = cl (Ussot(X — z)). Folgern
Sie daraus, dass in diesem Fall Tx (z) konvex ist.

(c) Sei x € int(X). Zeigen Sie, dass Tx (z) = R".

(d) Sei f:R™ — R stetig differenzierbar und x € X ein lokales Minimum von f auf X. Zeigen Sie,

dass
(Vf(z)|d) > 0Vd € Tx(x).
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