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1. Es seien p,q > 1 mit der Eigenschaft, dass % + % =1.
(a) (Young-Ungleichung) Zeigen Sie, dass fiir alle a,b > 0 gilt

a? b
ab < —+ —.
p q

(b) (Holder-Ungleichung) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N und alle ax, b, € K,k =1,...,n, wobei K = R

oder K = C, gilt
n n n %
D larby| < <Zlfbk|p> (Zlbkl‘I) :
k=1 k=1 k=1

2. (Minkowski-Ungleichung) Sei p > 1. Zeigen Sie, dass fiir alle n € N und alle ax, by € K,k = 1,...,n,
wobei K =R oder K = C, gilt

1 1 1
(Z |ay, + bk|p) < (Z !ak!p> + (Z |bk|p) :
k=1 k=1 k=1

3. Sei T eine nichtleere Menge, K = R oder K = C,

B =

0>°(T) :={x: T — K | z ist eine beschrinkte Funktion}

und, fiir x € £>°(T),

[#]loc = sup |2(2)].
teT

Zeigen Sie, dass || - ||oo eine Norm auf ¢°(T') ist.
4. Fiir n € N, sei

1
2

1
T [1,1] =2 R, z,(t) = <t2 + >
n
Zeigen Sie, dass

(a) die Glieder der Funktionenfolge (x,,)nen auf [—1, 1] stetig differenzierbar sind,;

(b) die Funktionenfolge (x)nen auf [—1,1] gleichméBig konvergiert und bestimmen Sie ihre Grenz-
funktion.

5. Sei X der Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen von [0, 1] nach R. Fiir z € X, sei

—x(t
folhsp = o))+ sup 2=
s,t€[0,1],s#t s—1
Zeigen Sie, dass
(a) || - ||rip eine Norm ist, und es gilt ||z|/sc < ||z||Lip fiir alle z € X;

(b) (X, ||Lip) ein Banach-Raum ist.



6. Seien X und Y normierte Rdume, 1 < p < oo und fiir alle (z,y) € X @Y

l .
I, g)ll = 4 W2l + llylP)z i p < oo;
max{ [z, y[} i p = o.

Zeigen Sie, dass

(a) |- |lp eine Norm auf der direkten Summe X @Y definiert (die so normierte direkte Summe wird
mit X @, Y bezeichnet);

(b) fiir alle 1 < p < oo gilt (xp,yn) = (z,y) (n — +00) beziiglich || - ||, genau dann wenn z,, —
und y, =y (n — +00);

(c) falls X und Y vollstdndig sind, dann ist auch X &, Y vollsténdig.

7. Sei C[0,1] der Raum der stetigen Funktionen f : [0,1] — K. Fiir f € C[0, 1] definieren wir

1
[ £1lx :=/0 | £(t)|dt.

Zeigen Sie, dass (C[0,1],] - ||1) ein nicht vollstdndiger normierter Raum ist.

Hinweis. Fiir n > 2, sei

0, falls()ﬁa:g%—%;
fai0,1] =R, ful@)=q n(z—31+1), falls§ -1 <az<3;
1, fallsy<z<l
Zeigen Sie, dass die Folge (fy)n>2 eine nicht konvergente Cauchy-Folge in (C[0,1], || - ||1) ist.

8. Fir n € N, sei
Pnla,b] :=={f :[a,b] = R | f ist ein Polynom vom Grad < n}.

Weiterhin sei Pla, b] := UpenPhnla, b]. Zeigen Sie, dass (Pla, b], || - ||oc) ein nicht vollstédndiger normierter
Raum ist.

9. Fiir © = (tn)nen € £1, sei

n
>
k=1

Zeigen Sie, dass (¢!, || - ||) ein normierter Raum ist. Ist (¢!, ]| - ||) ein Banach-Raum?

[z := sup
neN

10. (a) Zeigen Sie, dass fiir 1 < p < ¢ < oo gilt /7 C 7 indem Sie zeigen, dass
lzllg < llzllp Vo e .

(b) Zeigen Sie, dass

U P C ¢

1<p<oo

und ermitteln Sie, ob diese Inklusion echt ist.
11. Sei x € ¢4, fiir ¢ > 1. Zeigen Sie, dass limpy 1o ||2]|p = ||2]/co-
12. Fiir 2 = (ty)nen € co, sei

+oo |7f |
ol = 3o B2
n=1

Zeigen Sie, dass (¢, || - ||) ein nicht vollsténdiger normierter Raum ist.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sei X = {z € C[0,1] | z(0) = 0}. Dann ist (X, ||-|lec) €in Banach-Raum und M = {z € X | fol x(t)dt =
0} ein echter abgeschlossener linearer Unterraum. Zeigen Sie, dass

dist(z, M) = /le(t)dt‘ Vo e X

und dass fiir kein x € X\ M das Infimum in der Definition der Distanz-Funktion dist(-, M) angenommen
wird.

(Allgemeine Integralversion der Holder-Ungleichung) Sei 1 < p < oo und

oo, fallsp=1;
q= p%l, falls 1 < p < oo;
1, falls p = .

(€2, 3, 1) sein ein Mafiraum, und es seien f € LP(u) und g € L9(u). Zeigen Sie, dass fg € L'(x) und
gl < (I fllzellgllza-
Seien a,b € R, a < b.

(a) Zeigen Sie, dass fiir 1 < p < ¢ < oo gilt L?[a,b] C LP[a,b] indem Sie zeigen, dass

£l < 1 1lq - Vf e Lia,b].

(b—a)» (b—a)e

(b) Sei f € L*[a,b]. Zeigen Sie, dass lim,_,4 o || fllzr = || f]|£oe-
Fiir x € C[0,1], seien

[z ll1 == |2(0)] + [|2']|oc

max{‘/olx(t)dt‘ : ||x’||oo}
(][5 == (/01 | (t)[*dt + /01 !:r’(t)]th> ’

(a) Zeigen Sie, dass ||| - ||| (i = 1,2, 3) jeweils eine Norm auf C*[0, 1] ist.
(b) Welche |||-|]]; (i = 1,2, 3) ist dquivalent zu der Norm |- |||, definiert durch |||z||| = ||z ]|oo +||Z|| 00 ?

[l2[ll2 -

Zeigen Sie, dass:

(a) jede Teilmenge eines separablen metrischen Raumes ein separabler metrischer Raum ist;
(b) coo0, co und c separabel sind;
(c) L*([0,1]) nicht separabel ist.

Seien X und Y zwei normierte Riume und 7 : X — Y ein linearer Operator.
(a) Zeigen Sie, dass, falls X und Y nichttrivial sind und T stetig ist, dann gilt
1T = sup{[| T || | lz]l <1} = sup{[|Tz| | [[=]| = 1}.

(b) Zeigen Sie, dass, falls fiir jede Nullfolge (x,)nen € X die Folge (Tzy)nen € Y beschrinkt ist,
dann ist T stetig.

(a) Sei z € £ und, fir 1 <p < oo, T, : (P — P (T x)(k) = z(k)x(k) fiir alle k € N. Berechnen Sie
1T 1l.



(b) Seien0 <t; < ...<t, <lundai,..., o, € K. Weiterhinsei 7' : C[0,1] — K, T'(z) = Y1 | cux(t;).
Berechnen Sie ||T||.

20. Sei P der Vektorraum aller reellwertigen Polynome auf R. Fiir ein Polynom p(t) = >";_, apt® setze
Ipll = > k=0 lal-
(a) Zeigen Sie, dass (P, ] - ||) ein normierter Raum ist. Ist er vollstindig?

(b) Untersuchen Sie, ob folgende lineare Operatoren T' : P — R stetig sind, und bestimmen Sie
gegebenenfalls ||T||:

(c) Untersuchen Sie, ob folgende lineare Operatoren T : P — P stetig sind, und bestimmen Sie
gegebenenfalls ||T:

t
(Tp)(t) = p(t + 1), (Tp)(t) = /0 p(3)ds.

21. K" sei ausgestattet mit der Supremumnorm ||z|lsc = maxj<p<y || fiir z = (z1,...,2,) € K", und
T : K" — K" sei ein linearer Operator. Bestimmen Sie ||T].

22.

[\)

(a) ||-]|1 und || - ||2 seien zwei dquivalente Normen auf dem Vektorraum X. Zeigen Sie, dass (X, |- ||1)
und (X, || - ||2) isomorph sind.

(b) Auf ¢y seien die Normen

[#]loc = sup [tx| und |[z| = sup |ktx| V& := (tk)ken-
keN keN

Zeigen Sie, dass (coo, || - [|oo) = (co0, || - ||); jedoch sind die beiden Normen nicht dquivalent.

23. Losen Sie die Integralgleichung
1
x(s) — / 2stx(t)dt = sin(ws), s € [0,1],
0
indem Sie die Methode der Neumannschen Reihe verwenden. Fiir T : C[0,1] — CI0,1], (Tx)(s) =
fol 2stx(t)dt, zeigen Sie, dass Y720 T™ konvergiert (trotz ||T| = 1) und berechnen Sie (Id — 7).
24. Sei 0 < € < 1 und der Shift-Operator
T(tl, to, ts, ) = (0,¢ety, eto, ets, ...) V(tk)kEN e 2.
Zeigen Sie, dass

(a) falls T : (2] - |lez) = (€2, ]| - [|2), der Operator Id — T invertierbar ist;
(b) falls T": (coo, || - lle2) — (oo, || - ||¢2), der Operator Id — T nicht invertierbar ist.

25. Sei z* 1 ¢g — K, z*(z) = Z;ﬁ %, fiir © = (tg)ken € co. Zeigen Sie, dass
(a) x* ein stetiges lineares Funktional ist mit [|z*|| = 2;
(b) z* € (¢o)* auf der abgeschlossenen Einheitskugel in ¢y seine Norm nicht annimmt.

26. (a) Sei X ein normierter Raum, Y ein separabler Banach-Raum und (Sy,),en eine beschrénkte Folge
in F(Y) mit der Eigenschaft, dass

lim Sp,y=y VyeY.
n—-+00

Zeigen Sie, dass F(X,Y) = K(X,Y).



27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

(b) Sei (T',d) ein kompakter metrischer Raum und M C (C(T), | - ||s))- Zeigen Sie, dass M genau
dann relativkompakt, wenn M beschrénkt und gleichgradig stetig ist.

Hinweis zu (a). Zeigen Sie, dass ST — T (n — +00).

(a) Sei z € £ und, fir 1 < p < oo, T, : P — (P (T,x)(k) = z(k)z(k) fir alle & € N (siehe
Ubungsbeispiel 19(a)). Zeigen Sie, dass T, genau dann kompakt ist, wenn z € co.

(b) C'[0,1] sei mit der Norm [|z[|c1 := [|#[|co + [|2/[| oo ausgestattet. Zeigen Sie, dass der Einbettungs-
operator Operator Id : (C1[0,1],| - 1) — (C[0,1], || - ||lso) kompakt ist.

(Volterra-Integraloperator) Sei & : [0, 1] x [0, 1] — K stetig und
T:C[0,1] - C0,1], (Ta)(s) = / k(s, ) (t)dt.
0

Zeigen Sie, dass T' wohldefiniert und kompakt ist.

Sei R? ausgestattet mit der euklidischen Norm, M = {(z,y) € R? | 22 —y = 0} und f : M —
R, f(x,y) = x. Zeigen Sie, dass

r 2
9:R2 =R, glzy) =1+,

5 5
die einzige Hahn-Banach-Fortsetzung von f auf R? ist.

Sei M = {(tp)neny € £ | t1 —3ta =0} und f: M = K, f((tp)nen) = t1. Zeigen Sie, dass

3 3
g: - K,  g((tn)nen) = Ztl + Zt2’

die einzige Hahn-Banach-Fortsetzung von f auf ¢! ist.

Sei X ein normierter Raum, M ein abgeschlossener linearer Unterraum von X und z € X \ M. Dann
existiert * € M+ mit ||z*|| <1 und 2*(z) = dist(x, M).

Sei X ein normierter Raum und M ein abgeschlossener linearer Unterraum von X. Zeigen Sie, dass
(X/M)* =2 M+ und M* = X*/M*.
Hinweis. Zeigen Sie, dass
le (X/ M) —z*=1lo[]e Mt

und
¥4+ Mt e X* /Mt x¥|y € M

isometrische Isomorphismen sind.

Sei X ein Vektorraum, A C X eine konvexe und absorbierende Menge und
pa: X =R, pa(z):=inf{A\>0]ze A},
das Minkowski-Funktional der Menge A. Zeigen Sie, dass:

(a) pa endlich und sublinear ist, und es gilt core A ={a € A | Uyso A(A—a) =X} ={zr € X |pa(x) <
1}.

(b) Ist X ein normierter Raum und A eine Umgebung von 0, dann ist p4 stetig und es gilt

int A=coreA={zr€X |pa(z)<1}und A={z € X |pa(z) <1}.



34. Sei ¢gp(R) der normierte Raum ¢ iiber K = R,
U= {(tn)neN S CO()(R) \ {0} ’ ty >0 fir N := max{n eN | tn 75 0}} - COO(R)

und V := —U. Zeigen Sie, dass U und V nicht offene, konvexe und disjunkte Mengen sind und dass
fiir jedes z* € (coo(R))* \ {0} gilt 2*(U) = 2*(V) = R.

35. (a) Seien U und V disjunkte abgeschlossene beschrinkte konvexe Teilmengen eines reflexiven Banach-
Raums X. Zeigen Sie, dass U und V streng getrennt werden kénnen.
(b) Finden Sie zwei disjunkte abgeschlosse konvexe Teilmengen U und V des R?, die nicht streng
getrennt werden koénnen.
36. (a) Zeigen Sie, dass keiner der Raume ¢>°, L'[0,1] und L*°[0, 1] reflexiv ist.

(b) (Satz von James) Zeigen Sie, dass, falls X ein reflexiver Banach-Raum ist, dann nimmt jedes
Element aus X* auf der abgeschlossenen Einheitskugel von X seine Norm an. (Die umgekehrte
Aussage gilt auch; der Beweis ist allerdings etwas aufwendiger).

(c) Sei (X,]| - ||lso) der Banach-Raum aus Ubungsbeispiel 13 und z* : (X, - ||s) — K,z*(z) =
fol x(t)dt, ein stetiges lineares Funktional. Zeigen Sie, dass z* auf der abgeschlossenen Einheits-
kugel in (X, || - ||oc) seine Norm nicht annimmt. Leiten Sie daraus ab, dass weder (X, || - |loc) noch
(C[0,1], ]| * ||oo) reflexiv sind.

37. (a) Seien X und Y normierte Rédume. Zeigen Sie, dass S € L(Y™*, X*) genau dann ein adjungierter
Operator ist, wenn S*(X) C Y.
(b) Seien X =Y = ¢o und S : (co)* = £* — (co)* = 1, S((tx)ren) = 15 4, 0,0, ....). Zeigen Sie,
dass S € L(#!) kein adjungierter Operator ist.

38. (a) Seien X und Y normierte Rdume und 7': X — Y ein (isometrischer) Isomorphismus. Zeigen Sie,
dass T% : Y* — X* ein (isometrischer) Isomorphismus ist. Falls X und Y Banach-Rdume sind,
dann gilt auch die Umkehrung.

(b) Der normierte Raum Y sei isomorph zu einem reflexiven Banach-Raum. Zeigen Sie, dass Y
ebenfalls reflexiv ist.

39. Sei X ein vollsténdiger metrischer Raum und ( f,,)nen eine Folge stetiger Funktonen f,, : X — K, n € N,
die punktweise gegen eine Funktion f : X — K konvergiert.

(a) Zeigen Sie, dass eine nichtleere offene Menge V' C X und M > 0 existieren so, dass |f,(z)] < M
fiir alle x € V und alle n € N.

(b) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ > 0 eine nichtleere offene Menge V' C X und eine natiirliche Zahl
N € N existieren so, dass |fp(z) — f(z)| < e fiir alle x € V und alle n > N.

Hinweis. Verwenden Sie den Satz von Baire.

40. (a) Sei (ag)ren C K so, dass fiir alle (t;)ren € €°° gilt (axtr)ken € co. Zeigen Sie, dass (ak)ren € co-
(b) Sei (ak)ken C K so, dass fiir alle (tx)ren € co gilt (arty)ren € co. Zeigen Sie, dass (ax)gen € £°°.

41. Seien X und Y normierte Rdume. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen wahr sind:

(a) Ist T € L(X,Y), dann 2, = & = Tz, — T2 (n — +00).

(b) Ist T : X — Y eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft, dass z,, — = = Tz, — Tz (n —
+00), dann ist T stetig.

(c) Ist Y ein Banach-Raum und T € K(X,Y), dann z,, = x = Tz, — Tx (n — +00).

(d) Ist X reflexiv und T € L(X,Y) erfiille 2, = & = Tz, — Tx (n — 400), dann ist T kompakt.
42. (a) Sei X ein Banach-Raum, Y ein normierter Raum und 7" € L(X,Y) so, dass T nicht surjektiv ist,

jedoch T'(X) dicht in Y ist. Zeigen Sie, dass T'(X) eine Menge der ersten Kategorie ist, die nicht
nirgends dicht in Y ist.



(b) Zeigen Sie, dass, fir 1 < p < oo, P eine Menge der ersten Kategorie ist, die nicht nirgends dicht
in ¢y ist.

(c) Zeigen Sie, dass, fiir 1 < p < g < oo, P eine Menge der ersten Kategorie ist, die nicht nirgends
dicht in £9 ist.

43. Sei p € C[0,1]und A = {fy | f € C[0,1]}. Formulieren eine notwendinge und hinreichende Bedingung
an ¢ dafiir, dass A eine Menge der ersten Kategorie in C[0, 1] ist.

44. Seien 1 < p < 00, 1 < ¢ < oo und eine Folge (a,)nen € K mit der Eigenschaft, dass fiir jeder Folge
(tn)nen € P gilt (anty)nen € £7.

(a) Zeigen Sie, dass der Multiplikationsoperator M, : 7 — €%, M,((tp)nen) = (antn)nen, linear und
stetig ist.

(b) Zeigen Sie, dass, falls 1 < p < ¢ < oo, dann gilt a € £*° und ||M,]|| = ||a|| = sup,en |an|-

45. Ein kompakter Operator zwischen Banach-Riumen hat genau dann abgeschlossenes Bild, wenn sein
Wertebereich endlichdimensional ist.

46. Sei 1 <p < oo. (] -||p) ist ein Hilbert-Raum genau dann, wenn p = 2.
47. (Verallgemeinerte Parallelogrammgleichung) Sei H ein Hilbert-Raum. Falls zy, ..., z,, € H, dann gilt

2 n
> =203 ||y %
=1

61,...,En€{—1,1}

n

E €T

i=1

48. Sei X = {f:R—>C | f(t)=>1_ ke, neN,c, € C,\, € R k=1,...,n}.

(a) Zeigen Sie, dass
R B Ep—
) i= Jim o [ s
ein inneres Produkt auf X definiert.

(b) Zeigen Sie, dass fiir f(t) = Y p_, cke™ !, mit A\g # \j, falls k # 4, gilt

NENGEE (Zw) .

k=1

(c) Zeigen Sie, dass (X, | - ||) nicht vollsténdig ist.
(d) Sei H die Vervollstdndigung von X beziiglich der Norm || - ||. Zeigen Sie, dass H nicht separabel
ist.

49. Sei H ein Hilbert-Raum, K C H eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Menge und z € H \ K.

(a) Zeigen Sie, dass Pg(z) € bd K := K \ int K und dass dist(z, K) = dist(z, bd K).
(b) Zeigen Sie, dass, falls bd K nichtleer und konvex ist, dann gilt Py (z) = Poq i ().
(c) Fir H ein reeller Hilbert-Raum und K := {x € H | (z,a) < ¢}, wobei a € H \ {0} und ¢ € R,

bestimmen Sie den orthogonalen Projektionsoperator Pk

50. (a) Sei H ein Hilbert-Raum und K C H eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Menge. Zeigen
Sie, dass
1Pr(x) = Pr ()| < llz =yl Vz,y € H.

(b) Bestimmen Sie P (a)> Wobel Upla)={xcH||lxz—a|]| <r}.



51. Der Vektorraum cgo sei ausgestattet mit dem Skalarprodukt des Raumes ¢? und der entsprechenden
Norm, und sei

52

53

54.

55

56.

o7.

58.

(a)

(b)
(c)

“+oo
Tn
M:{xz(fﬁn)neNECOO | Zn:0}~

n=1

Zeigen Sie, dass ein eindeutiges Funktional 2* € ¢fj, existiert so, dass M = ker z* und z*(e;) = 1.
Leiten Sie daraus ab, dass M ein abgeschlossener linearer Unterraum ist.

Zeigen Sie, dass kein y € ¢gp existiert so, dass fiir alle = € ¢gp gilt z*(x) = (x,y).
Bestimmen Sie M. Zeigen Sie, dass cog # M @9 M+ und dass M # M++.

. Sei H ein Hilbert-Raum, (z,)neny € H und z € H. Dann gilt:

Tp = (n— 400) <z, =, lznll = |z (n — +00).

. Sei H ein Hilbert-Raum, M C H ein abgeschlossener linearer Unterraum und ¢ : M — K ein stetiges
lineares Funktional auf M. Zeigen Sie, dass ¢ eine eindeutige Hahn-Banach-Fortsetzung auf H hat und
dass diese durch x +— £ o Pys(z) gegeben ist.

(a)
(b)

Sei H ein Hilbert-Raum und (2,)nen ein Orthonormalsystem in H. Zeigen Sie, dass z, —
0 (n— +00).
Sei A C [0, 27] eine Lebesgue-messbare Menge. Zeigen Sie, dass

lim sin(nt) = lim cos(nt) = 0.
n——+o0o A n—-+00 A

. Sei w : [0,1] — (0, +00) eine stetige Funktion. Fiir n € N, definieren wir auf P,[0,1] (siche Ubungs-
beispiel 8) das Skalarprodukt

(a)
(b)

(a)
(b)
()

1
(prq) = /0 p(a(tyw(t)dt Wp,q € Paf0,1].

Zeigen Sie, dass P, [0, 1] eine Orthonormalbasis {pg, p1, ..., pn} hat mit Grad(px) = k,k =0, ..., n.
Zeigen Sie, dass (pg,pj) =0 fur alle k =0,...,n.

Sei H ein komplexer Hilbert-Raum. Zeigen Sie, dass jeder Operator T' € L(H) als T = U + iV,
mit U,V € L(H) selbstadjungiert, dargestellt werden kann.

Sei H ein Hilbert-Raum. Zeigen Sie, dass jeder Operator T' € L(H) als T = U -V, mit U € L(H)
selbstadjungiert und V' € L(H) schiefsymmetrisch (V* = —V), dargestellt werden kann.

Zeigen Sie, dass, falls H ein Hilbert-Raum mit dim H > 2 ist, dann sind die Mengen {U €
L(H) | U ist selbstadjungiert} und {U € L(H) | U ist schiefsymmetrisch} nirgends dicht in
L(H).

Seien H und G Hilbert-Riume, {ey,...,e,} ein Orthonormalsystem in H, {fi, ..., fn} ein Ortho-
normalsystem in G, Ai,.., A\, € K, und T : H — G,T(z) = > | \ifi(x,¢;). Berechnen Sie
7.

Sei H ein Hilbert-Raum, a,b € H\{0},a L b,und T : H — H,T(x) = a(x,b) +b(z, a). Berechnen
Sie |||

Sei T : L*[0,n] — L?[0,7],(Tf)(x) = sinz [ f(t)costdt + cosz [ f(t)sintdt. Berechnen Sie
7.

Sei H ein Hilbert-Raum und (7},)neny € L(H) so, dass lim,— 4o |(Thz,y)| = 0 fiir alle z,y € H.
Lésst sich daraus herleiten, dass (||7},||)nen eine Nullfolge ist? Lésst sich daraus herleiten, dass
die Folge (||T||)nen beschrénkt ist?



(b) Sei (an)nen € £°° und fiir alle n € N
Tn : €2 — €2, Tn(l‘l, X9, ) = (anJrla?nJrl, An+2Tn42, )

(i) Zeigen Sie, dass (T})nen € L(¢2) und dass T),(z) — 0 (n — +o0) fiir alle z € £2.
(ii) Berechnen Sie T;* fiir alle n € N.
(iii) Sei M := {x € £? | T¥(x) — 0 (n — +00)}. Zeigen Sie, dass M = ¢2 genau dann, wenn a € ¢
und dass M = {0} genau dann, wenn a ¢ cg.

59. Sei ¢ : [0,1] — R eine stetige Funktion und 7" : L2[0,1] — L?[0,1], (T'f)(x) = p(x) fol o(t) f(t)dt.

(a) Zeigen sie, dass T selbstadjungiert und positiv ist.
(b) Bestimmen Sie A > 0 so, dass T? = AT
(c) Bestimmen Sie V/T.

Hinweis. Sei H ein Hilbert-Raum. Ein Operator 7" € L(H) heifit positiv (man schreibt 7' > 0),
falls (Tx,z) > 0 fiir alle x € H. Ist T € L(H) selbstadjungiert und positiv, so existiert genau ein
selbstadjungierter positiver Operator S € L(H) mit S* = T' (man schreibt S = /7).

60. Sei X = {z € £>°([0,1]) | « ist stetig bei 0 und 1,2(0) = 0} ausgestattet mit der Supremumnorm.

(a) Zeigen Sie, dass X ein abgeschlossener linearer Unterraum von X ist.

(b) Sei T': X — X, (Tz)(t) = tx(t). Zeigen Sie, dass T ein linearer stetiger Operator ist mit o(7) =
[0,1]. Bestimmen Sie 0,(T"), 0.(T") und o,(T).



