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1. Es seien p,q > 1 mit der Eigenschaft, dass % + % =1.
(a) (Young-Ungleichung) Zeigen Sie, dass fiir alle a,b > 0 gilt
ppa
ab < @ + —.
p q

(b) (Holder-Ungleichung) Zeigen Sie, dass fiir alle n € N und alle ay, by € K,k = 1,...,n, wobei K = R
oder K = C, gilt

1 1
n n P n q
2 laibi| < (Z!%P’) (Z!W) -
k=1 k=1 k=1

2. (Minkowski-Ungleichung) Sei p > 1. Zeigen Sie, dass fiir alle n € N und alle ax, by, € K,k = 1,...,n,

wobei K = R oder K = C, gilt
1 1
n P n P
k=1 k=1

n
(Z |ak + bk|p )
k=1
3. Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Zeigen Sie, dass (X, d) vollstéindig ist.
Hinweis. Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstéindig, falls jede Cauchy-Folge in X einen Grenzwert
in X besitzt.

4. Sei (X,d) ein (nicht notwendig vollsténdiger) metrischer Raum. Wir betrachten

X = {(n)neny € X | (xn)nen ist eine Cauchy-Folge in X}
mit der Aquivalenzrelation
(@n)neny ~ (yn)nen in X & (d(@n, yn)nen ist eine Nullfolge.

Weiterhin, sei

J: XXX — [07 —I—OO), d((xn)neNa (yn)neN) = nginoo d(ajna yn)

(i) Zeigen Sie, dass d wohldefiniert ist und dass (X, d) ein vollstéindiger metrischer Raum ist.

(ii) Sei J : X — X, J(r) = (%)nen. Zeigen Sie, dass J injektiv und isometrisch ist und dass J(X)
dicht in X (J(X) = X) ist.

5. Sei X der Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen von [0, 1] nach R. Fiir z € X, sei

o) = o)

J#luip = 2(0)] +  sup | HE

s,t€[0,1],s#t

Zeigen Sie, dass

(a) |- |lLip eine Norm ist, und es gilt ||z||c < ||z||Lip fir alle z € X;
(b) (X, |- |lLip) ein Banach-Raum ist.



6. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen wahr sind:

(i) =~ dist(z, A) == inf{d(x,y) : y € A} ist eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante
< 1, und die Lipschitz-Konstante ist gleich 1 ist falls X \ A nichtleer ist;

(ii) die Umgebungen B,(A) = {z € X | dist(z, A) < r} sind fiir alle r > 0 offene Mengen;
(iii) fur r,s > 0 gilt B,(Bs(A)) C By1s(A); ermitteln Sie, wann Gleichheit gilt.

7. Sei C[0,1] der Raum der stetigen Funktionen f : [0,1] — K. Fur f € C|0, 1] definieren wir

1
(rali ::/0 | £(t)|dt.

Zeigen Sie, dass (C[0,1], ]| - |[1) ein nicht vollstdndiger normierter Raum ist.

Hinweis. Firn > 2, set

0, falls()ﬁxﬁ%—%;
fai[01] =R, ful@)=< n(z—3+1), fallsj—L<z<s;
1, falls % <z<l1.
Zeigen Sie, dass die Folge (fy)n>2 eine nicht konvergente Cauchy-Folge in (C[0,1],] - ||1) ist.

8. (Pompeiu-Hausdorff-Abstand) Sei (X, d) ein metrischer Raum und
A :={A C X | A ist nichtleer, beschrénkt und abgeschlossen}.
Der Pompeiu-Hausdorfl-Abstand zwischen A; € A und As € A ist definiert durch
di(A,B) :=inf{e > 0: A; C B.(Ag) und Ay C B.(41)}.

Zeigen Sie, dass dgr eine Metrik auf A ist und dass fiir A, B € A gilt

dp(A, B) =max {sup dist(a, B), sup dist(b, A) }
acA beB

= sup |dist(z, A) — dist(z, B)|,
zeM

fiir jede Menge M C X mit AUB C M.

9. (James, 1951) Fiir z = (t,)nen € co, sei

2

r—1
z]ly == sup (Z gy — 75nk|2 + |tn, — tn, |2>
k=1

r>2n1<ne<..<np

Betrachten Sie nun
J:={z€co||z|ls < +o0}.

Zeigen Sie, dass (J, ] - ||7) ein Banach-Raum ist.
10. (a) Zeigen Sie, dass fiir 1 < p < g < oo gilt /Z C ¢7 indem Sie zeigen, dass
[zl < [lzfl, Ve f®.

(b) Zeigen Sie, dass

U P C ¢

1<p<oo

und ermitteln Sie, ob diese Inklusion echt ist.

11. Sei x € ¢4, fiir ¢ > 1. Zeigen Sie, dass limp_ 1o ||2]|p = ||2]/co-



12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

Ist T' eine Menge und ¥ eine o-Algebra auf T', so heifit eine Abbildung p : ¥ — R (bzw. p : ¥ —
C) signiertes (bzw. komplexes) MaB, falls p additiv ist, d.h. wenn fiir paarweise disjunkte Mengen

(Aj)ien C X gilt
% <U Ai) = ZM(Ai)-

i€eN i€N
Es ist einfach zu sehen, dass u(() = 0.
Ist p ein signiertes oder komplexes Mafl und A € X, so definiert

|ul(A) =sup > |u(Ai)],
=1

wobei das Supremum {iiber alle endlichen Zerlegungen A = A; U ... U A, mit paarweise disjunkten
A; € ¥ gebildet wird, ein positives Maf}, das als Variation von p bezeichnet wird. Es kann gezeigt
werden, dafl |u|(T) < +oo.

Die Menge M (T, %) aller Mafle auf ¥ ist ein Vektorraum und die sogenannte Variationsnorm wird als
lpell = 1pl(T) - Vi € M(T, %)
definiert. Zeigen Sie, dass M (T, Y), ausgestattet mit der Variationsnorm, ein Banach-Raum ist.

Sei X = {x € C[0,1] | z(0) = 0}. Dann ist (X, ||-|lec) ein Banach-Raum und M = {z € X | fol z(t)dt =
0} ein echter abgeschlossener linearer Unterraum. Zeigen Sie, dass

dist(z, M) = /le(t)dt‘ Vre X

und dass fiir kein x € X\ M das Infimum in der Definition der Distanz-Funktion dist(-, M) angenommen
wird.

Zeigen Sie, dass die Norm von £>°/cq durch ||[z]|| = limsupy_,, o [/, fiir © = (tx)ren, gegeben ist.
Seien a,b € R, a < b.
(a) Zeigen Sie, dass fiir 1 < p < ¢ < oo gilt L?[a,b] C LP[a,b] indem Sie zeigen, dass

£l < 1 1lq - Vf € Lia,b).

(b—a)r  (b—a)s

(b) Sei f € L*®[a,b]. Zeigen Sie, dass limy oo || fllzr = || f]|1oe-
(c) Sei f e L20,1], fiir ¢ > 1. Zeigen Sie, dass limy,q || fl|ze = || f|| 1.

Sei X ein Vektorraum iiber K. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) X ist endlichdimensional.

(ii) Jede zwei Normen auf X sind &quivalent.
Zeigen Sie mittels Riesz-Lemma, dass ein Banach-Raum keine abzéhlbare Basis haben kann.

Sei T : L%[0,1] — L?[0, 1] definiert durch (T'f)(z) = f(yv/x) fiir f € L?[0,1] und z € [0, 1]. Zeigen Sie,
dass T stetig ist und finden Sie ||T]|.

(Heisenberg-Relation) Sei X ein nichttrivialer normierter Raum und P, @ : X — X lineare Operatoren
mit PQ — QP = Id. Zeigen Sie, dass P und @ nicht stetig sein kénnen.

Sei P der Vektorraum aller reellwertigen Polynome auf R. Fiir ein Polynom p(t) = Y_7_, axt® setze
Ipll = > k=0 lal-



21.

22.

23.

24.

25.

26.

(a) Zeigen Sie, dass (P, | - ||) ein normierter Raum ist. Ist er vollstdndig?

(b) Untersuchen Sie, ob folgende lineare Operatoren 7' : P — R stetig sind, und bestimmen Sie
gegebenenfalls ||T:

(c) Untersuchen Sie, ob folgende lineare Operatoren T : P — P stetig sind, und bestimmen Sie
gegebenenfalls ||T]:

(Tp)(t) = p(t +1), (Tp)(t) = /0 p(3)ds.

Sei (2, %, p) ein Mafiraum mit p semifinit, d. h. fiir jede Menge M € ¥ mit pu(M) = +o0 es existiert
NCM,Ne¥ mit0< p(N) < +oo, und g € L*(u). Zeigen Sie, dass fiir

Tg:L'(u) » K, @mnz/mw

gilt | Tg]| = [lgllz=-
Sei S ein kompakter topologischer (metrischer) Raum und

M:={T:C(S) = K| T+#0,T ist linear und multiplikativ}.
Zeigen Sie, dass fiir alle T € M ein zp € S existiert so, dass

T(f) = fxr) VfeC(S).

Seien X und Y zwei normierte Rdume und 7' : X — Y ein Quotientenoperator. Zeigen Sie, dass
X/ker(T) =Y.

(Mazur-Ulam) Zeigen Sie, dass jede bijektive Isometrie zwischen reellen normierten Raumen
[+ X =Y |f@) - fWl=lz—yl VoyelX,

affin ist, d.h.
flx+ (1 =t)y)=tf(z)+ (1 —-1t)f(y) Vx,ye X Vtel0,1].

Hinweis. Fiir x,y € X fixiert, zeigen Sie, dass die “affine Defektfunktion”

x;y)_f@ﬂ;f@w

as - s

gleich Null ist, indem Sie:

e zeigen, dass def(f) < ||9C;/H;

e zeigen, dass f/ = f~lopo f, mit p(z) = f(z) + f(y) — z, eine bijektive Isometrie ist, und def(f’)
ermitteln.

Finden Sie die Form der stetigen linearen Funktionale auf ¢y, die auf der abgeschlossenen Einheitskugel
ihre Norm annenhmen.

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass:

(a) falls X folgenkompakt ist, d.h., jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge, dann ist X
vollstinding und total beschrdinkt, d.h., Ve > 0 es existieren endlich viele Punkte x1,...,z, € X
so, dass X C |Up_{z € X : d(z,xy) < e}.

(b) falls X wollstanding und total beschrdnkt ist, dann ist X kompakt.



27. (a) Sei X ein Banach-Raum und (x,,),en eine Cauchy-Folge in X. Zeigen Sie, dass die Menge {x,, | n €
N} relativkompakt ist.

(b) Sei T ein kompakter metrischer Raum, (fy,)neny € (C(T), ] - ||oo) eine (gleichmifBig) beschrinkte
Folge und die Abbildung g : T' — ¢*°, g(x) = (fn(x))nen. Zeigen Sie, dass g genau dann stetig ist,
wenn die Menge {f, | n € N} relativkompakt ist.

(c) Sei (gn)nen eine Folge zweimal differenzierbarer Funktionen definiert auf einem offenen Intervall,
das [0, 1] enthilt. Weiters, sei g,(0) = ¢,,(0) = 0 fiir alle n € N und |g//(z)| < 1 fiir alle n € N und
alle z € [0,1]. Zeigen Sie, dass (gn)nen eine Teilfolge hat, die gleichméBig konvergent auf [0, 1] ist.

28. Sei X ein Banach-Raum und (zy,)neny € X so, dass limy, oo ||z, ]| = 0. Zeigen Sie, dass die Menge

+o0
K = {m:Zanxn e X
n=1

—+o0
3 o) < }
=1

n=

kompakt ist.
29. Sei X ein normierter Raum, Y C X ein linearer Unterraum und zp € X \ Y.

(a) Zeigen Sie, dass f : lin(Y U{xo}) = K, f(y + Azp) = A fiir y € Y und A € K, wohldefiniert und
linear ist.

(b) Zeigen Sie, dass f genau dann stetig ist, wenn zo ¢ Y.

(c) Zeigen Sie, dass Y = N{Ker 2* | 2* € X*,Y C Ker z*}.

30. Zeigen Sie, dass jedes lineare stetige Funktional auf cq eine eindeutige Hahn-Banach-Fortsetzung auf
£%° hat.

31. Sei M = {(tp)nen € £ | t1 = t3 = t5 = ... = 0}. Zeigen Sie, dass jedes lineare stetige Funktional auf
M, das nicht Null ist, unendlich viele Hahn-Bahanch-Forsetzungen auf ¢! hat.

32. (Konig) Sei X ein separabler normierter Raum. Dann existiert ein injektiver linearer stetiger Operator
T:X — c.

33. Sei X ein normierter Raum, f : X — R eine konvexe stetige Funktion sowie g : X — R U {—o00} eine
konkave Funktion mit g < f. Zeigen Sie, dass eine stetige affine Funktion h : X — R existiert so, dass
g<h<f

34. Sei H = L*([-1,1];R) und, fiir o, € R, # B, Uy := {f € H | f ist stetig, f(0) = a} und
Ug:={f € H| f ist stetig, f(0) = }. Zeigen Sie, dass U, und Ug disjunkt, konvex und dicht in H
sind und dass sie nicht durch ein stetiges lineares Funktional auf H getrennt werden kénnen.

35. Sei X ein reeller normierter Raum.

(a) Zeigen Sie, dass, fiir eine nichtleere Menge U C X, gilt

coU = {x € X | 2%(z) <supz*(u) Va* € X*}.
uelU

(b) Sei U C X eine abgeschlossene konvexe Menge mit nichtleerem Inneren. Zeigen Sie, dass fiir jedes
zeU\intU ein 2* € X*\ {0} existiert mit 2*(x) = sup,cyy z*(u).

(c) Sei X = R™ und U C R"™ eine abgeschlossene konvexe Menge. Zeigen Sie, dass fiir jedes x €
U\intU ein z* € R\ {0} existiert mit 2*(z) = sup,cyy 2*(u).

36. Sei X ein reflexiver Banach-Raum und K C X eine nichtleere abgeschlossene konvexe Menge. Zeigen
Sie, dass zu jedem x € X ein y € K mit

— y|| = dist(z, K) = inf ||z — &
v =yl = dist(z, &) = inf |}o |

existiert. Leiten Sie daraus, dass (C0,1],|| - ||s) nicht reflexiv ist.
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38.
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45.

46

Sei X ein normierter Raum.
(a) Ist T € L(X,£>), so existiert eine beschriankte Folge (z})nen C X* mit T'(z) = (2} (z))nen fir
alle z € X.
(b) Sei Y C X ein linearer Unterraum und 7" : Y — £*° ein stetiger linearer Operator. Zeigen Sie,
dass ein Operator T € L(X,¢>) existiert so, dass T'|y =T und ||T|| = ||T].
(a) Firn e N, sei X,, :={f € C[0,1] | 3t € [0,1] so, dass |f(s) — f(t)| < n|s—t| Vs € [0,1]}. Zeigen
Sie, dass X, abgeschlossen und nirgends dicht ist.
(b) Leiten Sie aus (i) die Existenz einer Gs-Teilmenge von C[0, 1] ab, die nur aus Funktionen besteht,
die an keiner Stelle im Intervall [0, 1] differenzierbar sind.
Sei X ein Banach-Raum, Y ein normierter Raum und 7,, : X — Y, n € N, eine Folge stetiger linearer
Operatoren. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Fiir jede konvergente Reihe > z, gilt Ty, (2,,) — 0 (n — +00).

(i) suppen [Tl < +oc.

Hinweis. Der Banach-Raum (warum?) ¢o(X) := {(2n)nen | limy— 400 || 20| = 0} ausgestattet mit der
Norm ||(zp)nen|| := sup,en ||zn || konnte hilfreich sein.

Sei C':={f: R — C| f ist 2m — periodisch und stetig} ausgestattet mit der Supremumnorm, o,,(f) :=

S r .k fiir f € Cund n € N, wobei ¢ = 5= 027r f(t)e~*tdt k € N, der k-te Fourierkoeffizient von f
ist. Zeigen Sie, dass (op)nen eine Folge stetiger linearer Funktionale auf C' ist mit sup,,cy ||on| = +o0.

Leiten Sie daraus ab, dass eine Funktion f € C existiert so, dass die Fourier-Reihe der Funktion f an
der Stelle 0 divergent ist.

Seien X und Y Banach-Réume und 7' € L(X,Y") so, dass T abgeschlossene beschrinkte Mengen in X
auf abgeschlossene Mengen in Y abbildet. Zeigen Sie, dass T'(X) abgeschlossen in Y ist.

Seien X und Y normierte Rédume, X # {0} und Y # {0}. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:
(i) Jeder lineare stetige Operator T': X — Y, T # 0, ist offen.
(ii) Jeder lineare stetige Operator T': X — Y, T # 0, ist surjektiv.
(iii) dimY = 1.

“+oo

Zeigen Sie, dass keine Folge (¢, )nen C K existiert so, dass, fiir (an)nen C K, die Reihe )" a,, absolut

konvergent ist genau dann, wenn die Folge (a,c,)nen beschriankt ist.

Sei X ein abgeschlossener linearer Unterraum von C|0,1], der nur aus C!'-Funktionen besteht. Zeigen
Sie, dass X endlichdimensional ist.

(a) Sei X ein strikt konvexer normierter Raum, d.h. fiir z,y € X und ||z|| = |ly|| = 1 gilt |z +y| < 2.
Falls fiir z,y, z € X eine Zahl A € [0, 1] existiert so, dass ||z —z| = (1 = \)|Jly — | und ||z —y| =
Mly — ||, dann gilt z = Az + (1 — \)y.

(b) Zeigen Sie, dass Hilbert-Réume strikt konvex sind.

(c) Sei X ein Hilbert-Raum. Fiir z,y,2 € H mit ||z — z| = ||y|l, |z — vl = ||z]| und ||z]| = ||z + y||
gilt z =2z +y.

Sei H ein Hilbert-Raum und f : By — Bp so, dass
If (@) = fW)ll = ll= —yll Vz,y € Bu.
Zeigen Sie, dass eine R-lineare Abbildung g : H — H existiert mit der Eigenschaft, dass

lg(x) =gl = llx =yl Va,y € H
und f(z) = g(z) fir alle x € By.



47. (Ptoleméische Ungleichung) Sei H ein Hilbert-Raum. Fir a,b,¢,d € H gilt

la = cllllb = dll < [la = bll[lc = dlf + [|b = cl[l|a — dI|.

48. Sei fr, : R = C, fp(z) = ﬁ (ii;)izil, fiir n € N. Zeigen Sie, dass

[ m@na={y mon

—00

49. (Lax-Milgram) Sei (H, (-,-)) ein komplexer Hilbert-Raum und sei b : H x H — C sesquilinear.

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) b ist stetig;
(ii) y > b(x,y) ist stetig fir alle x € H und x — b(z,y) ist stetig fiir alle y € H;
(iii) es existiert M > 0 so, dass

bz, y)| < Mllz|lllyll  vz,y € H.
(b) Zeigen Sie, dass, falls b stetig ist, dann existiert 7' € L(H) mit
b(z,y) = (Tx,y) Va,yc H.

(c) Zeigen Sie, dass, falls b koerziv ist, d.h. es existiert m > 0 so, dass b(x,z) > m/||z|? fiir alle z € H,
dann ist 7" invertierbar und |77 < L.

50. Zeigen Sie, dass K = {f € L?[0,1] | fol |f(x)|dz < 1} C L?[0,1] eine nichtleere, konvexe und abge-
schlossene Menge ist und bestimmen Sie den Projektionsoperator P .

51. (a) Sei X ein normierter Raum, My C My ... € M,, C M,y ... eine Folge linearer abgeschlos-
sener Unterrdume und M := lin (UISMn) Zeigen Sie, dass fir alle x € X gilt dist(x, M) =
lim,,—, 4 o dist(x, M,,). Falls X ein Hilbert-Raum ist, dann gilt Pys(x) = limy,—, 4o Par, (z) fiir alle
r € H.

(b) Sei H ein Hilbert-Raum, K7 O Ks... O K, O K;1... eine Folge nichtleerer konvexer abgeschlos-
sener Mengen und K := ﬂ:{i‘an Zeigen Sie, dass fiir alle z € H gilt Px(x) = lim,, 4o Pk, ().

(¢) Sei M = {f € L*(0,+00) | [;" f(z)dz =0Vn € N} C L?(0,+00). Bestimmen Sie den orthogona-
len Projektionsoperator Py .

52. (a) Sei H ein reeller Hilbert-Raum und f : H — R ein stetiges lineares Funktional. Zeigen Sie, dass
die Funktion ¢ : H — R, ¢(z) = ||z||*> — f(z) nach unten beschrinkt ist und dass sie auf jeder
nichtleeren konvexen abgeschlossenen Menge ein edeutiges Minimum besitzt.

(b) Sei ¢ : L%([0,1;R) — R,o(f) = fol\f(a:)Ide - 16[01 xf(x)dzx, und die Menge K = {f €
L2([0,1];R) | fol |f(x)|dz < 1}. Finden Sie f* € K so, dass ¢(f*) = infrci ¢(f).

53. (a) Sei H ein Hilbert-Raum und S C H ein unendliches Orthonormalsystem. Zeigen Sie, dass S
abgeschlossen und beschréankt, allerdings nicht total beschréankt ist.

(b) Sei {e,, | n € N} C H ein Orthonormalsystem und (ay),en C K. Zeigen Sie, dass {ane, | n € N}
genau dann total beschrankt ist, wenn a,, — 0 (n — +o00). Ist {z,, | » € N} C H \ {0} ein
Orthogonalsystem ist, dann ist {x,, | n € N} genau dann total beschriankt, wenn ||z,| — 0 (n —
+00).

54. (a) Sei H ein Hilbert-Raum, M C H ein abgeschlossener linearer Unterraum und 7' : M — X ein

stetiger linearer Operator, wobei X ein normierter Raum ist. Zeigen Sie, dass ein stetiger linearer
Operator T : H — X existiert so, dass T'|py =T und ||T]| = ||T||.



55.

56.
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59.

60.

(b) Sei M = {z € 2 (z,eq) = 0} und T': M — co, Tz = z. Geben Sie einen stetigen linearen
Operator T : £2 — ¢q so, dass T|py = T und ||T|| = || T

Sei H ein Hilbert-Raum.

(a) Zeigen Sie, dass, falls H unendlichdimensional, dann ist L(H) nicht separabel.
(b) Zeigen Sie, dass L(H) genau dann ein Hilbert Raum ist, wenn dim H = 1.

Sei T': C™ — C" ein linearer Operator so, dass (T'x, Ty) = 0, falls (z,y) = 0. Zeigen Sie, dass T' = k.S,
wobei k£ > 0 und S unitéar.

Sei H ein Hilbert-Raum.
(a) Zeigen Sie, dass, falls U € L(H) ein selbstadjungierter und positiver Operator ist, dann ist U
kompakt genau dann, wenn v/U kompakt ist.
(b) Seien U,V € L(H) zwei selbstadjungierte Operatoren mit V' > U > 0 und V kompakt. Zeigen
Sie, dass auch U kompakt ist.

Hinweis. Sei H ein Hilbert-Raum. Ein Operator 7' € L(H) heifit positiv (man schreibt 7' > 0), falls
(Tx,x) > 0 fir alle x € H. Fir U,V € L(H) man schreibt V> U, wenn V —U > 0. Ist T € L(H)

selbstadjungiert und positiv, so existiert genau ein selbstadjungierter positiver Operator S € L(H)
mit S2 = T (man schreibt S = /T).

Sei H ein Hilbert-Raum und U,V € L(H) selbstadjungiert mit V' > U > Id. Zeigen Sie, dass U und
V invertierbar mit stetigen Inversen sind und dass U~1 > V1.

Sei ¢ € L*[0,1] und T, : L?[0,1] — L?[0,1], (T, f)(z) = p(z) f(z).
(i) Zeigen Sie, dass T, linear und stetig ist und bestimmen Sie |||

(ii) Bestimmen Sie T, und ermitteln Sie wann T, selbstadjungiert ist.

(iii) Zeigen Sie, dass T, > 0 genau dann, wenn ¢ > 0 fast iiberall auf [0, 1]. In diesem Fall bestimmen
Sie /T,

(Satz von Hahn-Banach in L(H))

Sei H ein reeller Hilbert-Raum.

(a) Zeigen Sie, dass, ein lineares stetiges Funktional f : L(H) — R existiert mit || f|] <1 und

inf (Tx,z) < f(T) < sup (Tx,x) VT € L(H), T selbstadjungiert.
el <1 ] <1

(b) Zeigen Sie, dass, ein lineares stetiges Funktional g : L(H) — R existiert mit ||g|| = 1 und

”iﬂlf (Tx,z) < g(T) < sup (T'x,z) VT € L(H),T selbstadjungiert.
zll=1 llzll=1



