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KAPITEL 1

Einleitung

1. Problemdarstellung

Das Thema soll nun kurz vorgestellt werden. (Alle hier vorkommenden Begrif-
fe sollen davon unabhingig in spéteren Kapiteln (nochmals) definiert und erklért
werden.)

Eine Plane Partition vom Rahmen A = (A > Xy > -+ > A,) (mit \; € N)
ist eine Matrix m = (m;;) positiver ganzer Zahlen, welche nur fir 1 < ¢ < r und
1 < j < A definiert ist, sodafl die Eintragungen 7;; entlang der Reihen und Spalten
monoton fallend sind. (D. h. es gilt m;; > m; j+1 und m;; > ;41 j, sofern beide Seiten
definiert sind.) Weiters definiert man die Norm von « durch |7| := 3~ 7;;. Solch eine

Matrix 148t sich folgendermaflen schreiben:

11 712 713 --- T
Tio1 T2 T23 ... T2),

Ty Tp2 oer Tp),

(Die leere Matrix (), die keine Reihen besitzt, ist auch erlaubt.)

Eine Plane Partition 7 kann mit einem dreidimensionalen Ferrer—Diagramm (sie-
he Kapitel IV, Abschnitt 3) assoziiert werden, wenn man die Eintragungen ;; der
zweidimensional angeordneten Matrix m = (7;;) als Hohen interpretiert. Diese um-

kehrbar eindeutige Zuordnung 148t sich mit
™ — {(i,j,k) € N° : m;; ist definiert und 1 < k < m;;}
formal beschreiben.

BEeispiEL 1.1. Die unten abgebildete Figur soll zur anschaulichen Vorstellung
des dreidimensionalen Ferrer—Diagramms der Plane Partition g dienen.

3



4 I. EINLEITUNG
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In der Folge werden wir eine Plane Partition 7 mit ihrem Ferrer-Diagramm

~

D

Z
<

~
2
=

identifizieren.

Die symmetrische Gruppe S wirkt auf N® durch Permutation der Koordinaten
und damit auf die Menge aller (dreidimensionalen Ferrer-Diagramme von) Plane
Partitions. Fiir eine Permutation g € S und eine Plane Partition 7 gilt, da8 g(7)
wieder eine Plane Partition ist, daher ist es naheliegend, sich zu fragen, welche Plane
Partitions invariant beziiglich ¢ sind, d. h. g(7) = 7 erfiillen.

Fiir r,¢,m € N bezeichne B(r,c,m) den Quader {(i,j,k) : i = 1,...,r; j =
1,...,¢; k = 1,...,m}. Zu jedem Quader B(r,c,m) und jeder Untergruppe G
von S3 betrachte man die Menge der Plane Partitions, deren Ferrer-Diagramme in
B(r, ¢, m) enthalten sind und die invariant beziiglich G sind. Das fiihrt zur Untersu-
chung von vier Symmetrieklassen von Plane Partitions, fiir die wir die erzeugenden
Funktionen bestimmen wollen. Bereits P. MacMahon [15] betrachtete die Symme-
trien der Plane Partitions, von dem einige Resultate stammen.

Die vier Symmetrieklassen, die wir untersuchen wollen, sind die Klasse aller Pla-
ne Partitions (siehe Kap. V), die der symmetrischen Plane Partitions (siehe Kap. V),
die der zyklisch—symmetrischen Plane Partitions (siehe Kap. V) und die der total-
symmetrischen Plane Partitions (siehe Kap. V). Fiir die ersten drei Klassen werden
wir erzeugende Funktionen herleiten, wihrend wir fiir die vierte nur ein Abzihl-
resultat liefern konnen. (Eine detailliertere Darstellung der Symmetrien mit einer
summarischen Ubersicht der Hauptresultate findet sich in Kapitel IV, Abschnitt 5.)
Interessanterweise gibt es immer “schéne” Formeln. Dennoch sind fiir diese Formeln
keine wirklich einfachen Beweise bekannt. Direkte kombinatorische Beweise fehlen,
und die Beweismethoden, die wir verwenden werden, sind von Problem zu Problem

alle verschieden.
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2. Ubersicht der folgenden Kapitel

In Kapitel II werden einige fiir spitere Anwendungen bendétigte Sétze iiber De-
terminanten und Pfaffsche Formen dargestellt, wobei letztere des geringeren Be-
kanntheitsgrades wegen langsam eingefiihrt werden sollen. Dies geschieht iiber die
1-Faktoren, die in der definierenden Gleichung der Pfaffschen Form die Rolle der
Permutationen iibernehmen (vgl. Definition IL.5).

Fiir unsere Zwecke ist vor allem wesentlich, dafl sowohl die Determinante als
auch die Pfaffsche Form eine analoge kombinatorische Deutung besitzen, ndmlich
als erzeugende Funktion einander nicht beriihrender Gitterpunktwege (siehe Kap.
III). Das erweist sich insofern als niitzlich fiir uns, weil die Abzidhlung von Plane
Partitions, Tableaux etc. sich auf das Problem der Abzdhlung gewisser Familien
einander nicht beriihrender Gitterpunktwege zuriickfiihren 148t.

Kapitel IV soll langsam auf die zentralen Problemstellungen dieser Arbeit hin-
fithren. Zunéchst wird erklirt, was iiberhaupt unter einer (Zahlen—)Partition zu ver-
stehen ist, womit gleich die Einfiihrung des ¢-Binomialkoeffizienten motiviert wird.
(Ein Leser, der mit diesen Dingen bereits vertraut ist, kann den ersten Abschnitt
von Kap. IV iibergehen.) Zur Referenz folgt eine Auflistung von g-Identitéiten, die
bei den Berechnungen in den spiteren Kapiteln benotigt werden. Danach werden
niitzliche Begriffe, wie Ferrer-Diagramm, Plane Partition bzw. Tableau eingefiihrt.
Abschnitt 5 von Kap. IV nimmt eine zentrale Stelle ein. Mit der Darstellung der
Symmetrieklassen von Plane Partitions wird die Analyse jener eingeleitet.

Die letzten vier Kapitel spezialisieren sich auf jeweils eine Symmetrieklasse und
konnen als Anwendung der in den vorhergehenden Kapiteln aufgebauten Theorie
verstanden werden.

Historische Bemerkungen treten jeweils direkt an den entsprechenden Stellen im
Text auf.

An dieser Stelle mochte ich besonderen Dank an meinen Betreuer fiir diese Di-
plomarbeit, Univ.-Doz. Christian Krattenthaler, aussprechen, der das interessante
Thema vorschlug und mit wertvollen Hinweisen zur Durchfiihrung dieser Arbeit

beitrug.
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KAPITEL II

Determinanten und Pfaffsche Formen

1. Ein Determinantenlemma

Das folgende von C. Krattenthaler entwickelte Determinantenlemma [10, Lem-
ma 34| wird uns als ein wesentliches Hilfsmittel bei der Auswertung der erzeugenden
Funktionen in Kapitel V bzw. VI dienen. Auflerdem werden wir zwecks spéterer
Verwendung eine spezielle Version dieses Lemmas (vgl. auch [9, Lemma 2.2]) notie-
ren.

Der Grad eines Laurentpolynoms p(X) = Sr_,; ax X*, wobei M, N € Z, ay € C
und ay # 0, sei definiert als degp := N.

LEmMA I1.1. Xy, Xo, ..., X,, Ao, A3, ..., Ar, C seien Unbestimmte. Falls die p;
(j =0,1,...,r — 1) Laurentpolynome sind mit degp; < j und p;(C/X) = p;(X),
dann gilt

det [(Xs + Ar) T (Xs + At-l—l)(C/Xs + Ar) T (C/Xs + At-l-l) 'pt—l(XS)]

1<s,t<r

r

= I (XZ._Xj)(1—C/Xin)HA:i—lf[lpi_l(—Ai)- (1)

1<i<j<r i=1

BEMERKUNGEN. 1. Leere Produkte (wie (X;+ A;) -+ (Xs+ Ayyq) flirt=r)
sind nach Konvention gleich 1.
2. Die Unbestimmte Ay, die auf der rechten Seite von (1) auftritt, ist in der Tat

tberfliissig, da sie dort Argument eines konstanten Polynoms ist.

BEWEIS. Zunichst vereinfachen wir die Determinante. Da degp; 1 <t — 1 und
p-1(C/X) = py1(X), miissen az(-t) €C,i=1,...,t— 1, existieren, sodaf}

t—1
pra(X)+ Y o (X + 4) (X + Aip)
=1

x (C/X + Ay)--(C/X + A1) - pi1(—A;) = konstant.
7



8 II. DETERMINANTEN UND PFAFFSCHE FORMEN

Der Wert dieser Konstante muf} p;_;(—A;) sein. Das sieht man, indem man X = —A;
setzt.
Daher erhalten wir, daf} es agt) € C gibt, sodaf3

pe—1(X) + i“gt)(X + Ap) (X + Ai) @)

X (C/X + A1) - (C/X + Air) - pia(—As) = pra(— 4.

Nun fithren wir fiir j = 2, 3,...,r (in dieser Reihenfolge) folgende Spaltenopera-
tionen durch: Addiere ozgj) mal die i—te Spalte, 1 = 1,2,...,7 — 1, zur j—ten Spalte.

Unter Verwendung von (2) sieht man dann, daf§ der s—te Eintrag in der j—ten Spalte
(Xu A7) (Kot Ap2) (O X A,) (O X+ Agir) By 2~ 45)

ergibt. Dies ermdglicht es uns, p;_;(—A;) aus der j—ten Spalte herauszuheben.
Nach Durchfiihrung dieser Operationen erhalten wir, dafi die Determinante in
(1) gleich

ﬁpz’—l(_Ai) . det [(Xs+A4,) (Xs+A1)(C/Xs+ Ap) - (C/Xs + Apsr)]

<s,t<r

ist. Daher bleibt nur noch zu zeigen, dafl

det [(X,+ A) -+ (X, + Ap)(C/X, + A) -+ (C) X,y + Arr)]

1<s,t<r

= JI Xi-Xx)0-c/x:X)][[A7" (3)
1<i<j<r i=1
Die Determinante auf der linken Seite von (3) ist ein Polynom in Xi,..., X, vom
Grad 3(;) dividiert durch []; X/ ~1. Weil die Determinante fiir 1 < s; < 8o < r null
ergibt, falls X;, = X, oder X, = C/Xj,, ist die linke Seite gleich
p(X1, .., X)) TI(X = X)) (X X; =€) [ T X7,
i<j i
wobei p(Xi,...,X,) ein Polynom in den X; ist. Vergleicht man die Grade, sieht

man, dal p eine Konstante ist, welche sich durch Vergleich der Koeffizienten von
[1; X" auf beiden Seiten von (3) berechnen 1:8t. O
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LEmMmA 11.2. Xy, Xy, ..., X, Ag, As, ..., Ay, By, Bs, ..., B, seien Unbestimmte.
Dann gilt

det [(Xs + AT) T (Xs + AH-I)(XS + Bt) o (XS + BQ)]

- x-x) II B-4). (&)

1<i<j<r 2<i<j<r
BEWEIS. Man lasse im vorhergehenden Lemma zunéchst C gegen null gehen.
Dadurch werden die p;, die sich in der Form p; = f;zo a,(cj) (X +C/X)F mit a,(cj) eC
schreiben lassen, zu Polynomen und man erhélt die Identitét
(det [(Xs+Ap) -+ (X + Ar) - pea (X)) =TT (X = X5) [T pica (= A)).
S6IS 1<i<j<r i=1

SchlieBlich setze man p;(X) = [T/-; (Biy1 + X). O

KOROLLAR I1.3.

det [(Xs4+ A) - (Xs+A4)]= ][] (Xi—X)).

1<st<r 1<i<j<r

BEWEIS. Man dividiere in (4) auf beiden Seiten durch []o<;<;<,(B; — 4;) und
lasse B; — 0o gehen (i =2,3,...,7). O

BEMERKUNG. Als Spezialfall ergibt sich hierbei fir A; =0 (i = 2,3,...,r) die

wohlbekannte Vandermondesche—Determinante.

2. 1-Faktoren

Sei v = (v1,...,v,) eine geordnete Liste von n Elementen, n soll gerade sein.
Unter einem 1-Faktor (oder Linearfaktor bzw. Perfektes Matching) von v versteht
man eine Menge von (ungerichteten) Kanten auf der Knotenmenge v, sodaf} jedes v;
mit genau einem v;, (j # ) verbunden ist. F(v) bezeichne die Menge der 1-Faktoren
von v, F, die Menge der 1-Faktoren von (1,2,...,n).

Wir werden stets die Kanten eines 1-Faktors 7 € F(v) in der Form (v;, v;) mit
i < j schreiben. Zwei solche Kanten (v;,v;) und (vg,v;) kreuzen sich, falls i < k <
j <loder k <i <l < j. Man kann diese Bedingung geometrisch interpretieren,
indem man die Kanten durch Bogen in der oberen Halbebene reprisentiert. Zwei

sich kreuzende Kanten schneiden sich dann in dieser Darstellung. Man definiert
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ABBILDUNG II.1

das Vorzeichen von  als sgn(m) = (—1)*, wobei k die Anzahl der sich kreuzenden
Kantenpaare in 7 ist. Diese Grofle hdngt offensichtlich von der gewihlten Ordnung

der Elemente in v ab.

LEMMA I1.4. Sei 7 € F(v) und angenommen, (vg,v;) (fir k < 1) ist keine
Kante aus w. Mit ' bezeichne man den 1-Faktor, der aus der Vertauschung von
v mit v; hervorgeht. Falls weder vy noch v, mit einer Kante (in w) zu einem v;,

k < i <l verbunden sind, dann gilt sgn(mw) = —sgn(n’).

BEWEIS. Sei S die Knotenmenge, die aus vk, v; und die zwei mit diesen (in 7)
verbundenen Knoten besteht. Die beiden Kanten, deren Endknoten in S liegen,
sollen speziell heiflen. Paare nicht—spezieller Kanten kreuzen sich in 7 genau dann,
wenn sie sich in 7' kreuzen, solche Paare beeinflussen daher nicht sgn(7)sgn(n’).
Eine nicht-spezielle Kante (v;,v;) kreuzt eine ungerade Anzahl von speziellen 7
Kanten (bzw. n'-Kanten) genau dann, wenn eine ungerade Anzahl von Knoten aus
S zwischen die Endpunkte v; und v; liegt. Da diese Gréfle gleich ist fiir 7 und
7', schlieflen wir, dafl sgn(7)sgn(n’) = +1 oder —1, je nachdem, ob der Status des
Sich—Kreuzens der beiden speziellen Kanten gleich bleibt oder sich dndert. D. h., wir
kénnen uns auf die Betrachtung der vier Knoten von S beschréinken und 7 sowie
7' als 1-Faktoren von S ansehen. In diesem Fall bedeutet die Annahme, dafl kein
Knoten v; zwischen vy, und v; zu S gehort, dafl v und v; aufeinanderfolgend sind als
Elemente von S (in der von v geerbten Ordnung). Es ist nun leicht zu sehen, daf
die Vertauschung von v, und v; den Status des Sich—Kreuzens der beiden speziellen
Kanten éndert (vgl. Abbildung II.1). O

BEMERKUNG. Die Vertauschung zweier beliebiger (nicht verbundener) Knoten
braucht das Vorzeichen eines 1-Faktors nicht zu dndern.
Gegenbeispiel: Vertauschung von 1 und 8 im 1-Faktor {(1,2),(3,4)}.
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3. Pfaffsche Formen

DEeFINITION II.5 (Pfaffsche Form). Die Pfaffsche Form einer oberen Dreiecksmatriz

A = (a5)1<icj<n Sei folgendermafen definiert:

pf(4) = > sgn(m) [ ay- (5)

TEFn (i,9)em

Ublicherweise betrachtet man die Pfaffsche Form als eine Funktion, die auf dem

Raum der schiefsymmetrischen Matrizen definiert ist.

BEISPIEL I1.6. Sei

0 Q12 a3 a4
A— —Q12 0 23 24
—Q13 —Qg3 0 34

—a14 —ags —az 0
Finsetzen in (5) ergibt pf(A) = a12a34 — a13G94 + @14093. Mit etwas Rechnerei erhdlt
man auferdem det(A) = pf(A)%. Das gilt allgemein fiir schiefsymmetrische Matri-

zen.
PROPOSITION I1.7. Sei A schiefsymmetrisch, dann ist pf(A)? = det(A).

BEWEIs. Sei G, C S, die Menge der Permutationen mit nur Zyklen gerader
Lange. Fiir 0 € S, — G, bezeichne 0 = oy ---0; die disjunkte Zyklenzerlegung,
sodal o; der Zyklus ungerader Linge ist, dessen kleinstes Element kleiner ist als
die Elemente aller anderen Zyklen ungerader Linge von o. Mit dieser Darstellung
definiert die Abbildung o — ¢’ = 0,02 ---0; eine Involution auf S, — G,,. Falls
I C{1,2,...,n} der Orbit von o, ist, dann impliziert die Antisymmetrie

[ aioe = (=) " [T aotyi = — Il aio-10-

iel iel iel
Dabher gilt a, = —a,s, wenn man a, als Abkiirzung fiir a; o(1) - - - @y o(n) schreibt. Da
o und ¢’ dasselbe Vorzeichen besizten, heben sich die Beitrige von ¢ und ¢’ zur
Determinante von A gegenseitig auf, und damit gilt det(A) = > ,cq, sgn(o) a,.

Es gibt eine natiirliche Bijektion (7, 7') — o von F, x F, auf G,, und zwar
folgendermaflen: Bei einem gegeben Paar 7, 7' € F, ist der Graph, der von 7 U 7’
gebildet wird, 2-regulir und bipartit (d. h. von jedem Knoten gehen zwei Kanten
aus, die eine ist zu 7, die andere zu 7’ gehérig) und daher eine disjunkte Vereinigung

von Zyklen gerader Linge. Man erhilt die zugehorige Permutation o, indem man
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jeden Zyklus auf kanonische Weise orientiert; man startet mit dem kleinsten Element
des Zyklus und setzt danach iiber die Kante aus 7 mit dem néchsten Element fort,

usw. Nun behaupten wir, dafl

sgn(m) sgn(m’) ] @i =sgn(o)a,. (6)
(,5)emun’
Wenn das bewiesen ist, folgt sofort die Proposition, da die Terme auf der linken
Seite von (6) klarerweise die von pf(A)? sind, wihrend wir bereits gezeigt haben,
daf} die Terme auf der rechten Seite die von det(A) sind.

Um diese Behauptung zu beweisen, definieren wir e(c) = |{i : 0(i) < ¢}| und
bemerken, daf (6) dquivalent ist zu sgn(m) sgn(n’') = sgn(o)(—1)4"). Jetzt nehmen
wir an, dies gilt fiir irgendein bestimmtes o € G, und betrachten das Ergebnis
der Konjugation von ¢ mit der Transposition (4,7 + 1). Gleichermafien kénnte man
natiirlich die Positionen von 7 und 741 in den Orbits von ¢ vertauschen. Falls ¢ und
i+1 (in welcher Reihenfolge auch immer) aufeinanderfolgend innerhalb eines Orbits
auftreten, dann wird diese Konjugation die Paritét von e(o) &ndern. Auflerdem
wird es eines der 1-Faktoren von 7 oder 7’ invariant lassen, (den, der die Kante
(7,7 + 1) enthilt,) wihrend es das Vorzeichen des anderen #ndert (sieche Lemma
I1.4). Andererseits, falls 4 und ¢ + 1 nicht aufeinanderfolgend oder in verschiedenen
Orbits sind, dann wird die Konjugation e(o) erhalten, withrend es das Vorzeichen
von 7 und 7' dndert. In jedem Fall kénnen wir schliefen, daf§ die Giiltigkeit von (6)
nach Konjugation erhalten bleibt, also brauchen wir fiir jeden moglichen Zyklustyp
nur eine Wahl von ¢ zu betrachten. Falls z. B. o der n—Zyklus (1,2,...,n) ist, dann
iste(o) =1, n={(1,2),...,(n—1,n)} und 7' = {(2,3),...,(n—2,n—1),(1,n)},
daher ist die Behauptung in diesem Fall klarerweise wahr. Da (6) multiplikativ ist

beziiglich (disjunkten) Zyklen von diesem Typ, folgt das Ergebnis. O

BEMERKUNG. Praktisch bedeutet Proposition I1.7, daf$ die zur Berechnung der
Pfaffschen Form bendtigte Anzahl arithmetischer Operationen schlimmstenfalls eine

Polynomfunktion n—ten Grades ist.
Nun folgen weitere niitzliche Eigenschaften von Pfaffschen Formen.

KOROLLAR I1.8. pf(XTAX) = det(X) pf(A).
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BEWEIS. Proposition I1.7 impliziert pf(X?AX) = +det(X) pf(A4). Die Wahl

der Einheitsmatrix fiir X zeigt, dafl der positive Zweig korrekt sein muf. 0J
KOROLLAR I1.9. pf(z;z;a:;) = @1 - - -z, pf(aij). O

BeispieL 11.10. Folgender Reduktion einer Pfaffschen Form kommt praktische

Bedeutung zu: Sei A = (a;;)1<i j<on eine schiefsymmetrische Matriz der Blockgestalt

0 a1,2 a1,3 e a1,2n—2 0 0
—0a1,2 0 (23
—a1,3 —a23
A=
0 (273,202
—Qa1,2n—2 <ee —02p—32n—2 0 0 0
0 ... 0 0 =«
0 ... 0 —x 0

Dann folgt sofort aus Definition I1.5, daf$ die Pfaffsche Form von A in ein ein-
faches Produkt zerfdllt:

pf(aij)i<ij<on = T - PE(aij)1<ij<on—o-

BEMERKUNG. Oft steht man vor dem Problem der Auswertung der Pfaffschen
Form einer Matriz der Ordnung 2n. Dabei kann folgendes Verfahren helfen: Unter
Verwendung von Korallar I1.8 (insbesondere durch elementare Reihen— und Spal-
tenoperationen) versucht man die Matriz auf eine Form, wie im obigen Beispiel,
zu bringen. Dadurch reduziert sich das Problem auf die Auswertung der Pfaffschen

Form einer Matrixz der Ordnung 2n — 2.

PROPOSITION I1.11. Es ist pf(1)i<icj<n = 1, oder dquivalent, ¥, c 7 sgn(m) =

BEWEIS. Man gehe mittels Induktion nach n vor. Die Aussage stimmt fiir n = 2.
Wenn n > 2, dann bezeichne man mit F; C F, die Menge der 1-Faktoren, die (1, 1)
enthalten (1 < ¢ < n). Bei gegebenem 7 € F), stimmt die Anzahl der Kanten in 7, die
(1,%) kreuzen (mod 2) mit ¢ iiberein, und wir erhalten mit Induktion 3=, cr sgn(7) =

(—1)". Die Beitréige aller F; ergeben daher insgesamt > ;<,(—1)" = 1. O
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LEMMA I1.12. Sei X = (z4)1<ij<on €ine schiefsymmetrische Matriz mit xo;0; =

0, so gilt
pf(X) = det (l‘gi_l’gj). (7)

1<4,5<n
BeEweIs. Das folgt direkt aus der Definition der Pfaffschen Form (siehe I1.5). O
LEmMA I1.13. Es gllt pf(ﬁj_i)1§i<j52n = det(yij)lsi,j@, wobet Yij = Tji—j|+1 +
Tli—j|4+3 T =+ Tigj-1-
BEMERKUNG. Dieses auf B. Gordon [4, Lemma 1] zurickgehende Lemma wer-
den wir fiir die Berechnung der erzeugenden Funktion der symmetrischen Plane

Partitions bendtigen. Damit man sich unter diesem Lemma auch etwas vorstellen

kann, folgt ein Beispiel.

BEeIspiEL 11.14. Fir n = 3 erhalt man

0 1 To T3 Ta Ts
- 0 T T T T
—x; -z 0 1 x? xz xi 1 T2 3
pf =|T9 1+ T3 Lo+ T4
—xr3 —xo —x1 O T1 X2
T3 To+ T4 T1+ X3+ Ts
—Ty4 —T3 —To —I71 0 T

—Ts —T4 —X3 —x9 —x1 O
BEWEIS. Man addiere zur letzten Spalte von X = (z,_;)1<; <2 die zweite, vier-
te, sechste, . .. und (2n — 2)—te Spalte. Dann addiere man zur (2n — 1)—ten Spalte die
dritte, fiinfte, ...und (2n — 3)-te Spalte. Allgemein, falls 0 < j < n—2, addieren wir
zur (2n—j)-ten Spalte von X die Spalten j+2, j+4,...und 2n—j—2. Die erhaltene
Matrix heifle X*. Nun fiihrt man die selbe Prozedur mit den Reihen von X* durch,
d. h. zur (2n — j)-ten Reihe von X* (wobei 0 < j < n — 2) wird die (5 + 2)-te,
(j+4)-te,...und (2n — j — 2)—te Reihe addiert. Es ist leicht zu iiberpriifen, daf} sich
fiir die resultierende Matrix .
- X Y
=3 )

ergibt, wobei X die (n x n)-Matrix (;_;)1<ij<n ist. Daraus folgt, da det X =
det X** = (det Y)2. Deshalb ist die Pfaffsche Form von X gleich +det Y. Da sowohl
pf(X) als auch det(Y") einen Term z7 enthalten, gilt das Pluszeichen. O

Im folgenden Lemma geht es um die Pfaffsche Form einer Summe. Sei J C

{1,...,n} und A eine (n xn)-Matrix. A; bezeichne die Untermatrix, die man erhlt,
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wenn man die durch J indizierten Reihen und Spalten auswéhlt. Wir wollen o(J)

fiir 3-,¢; J schreiben.

LemMA I1.15. Angenommen, n ist gerade.
1. Falls A und B (n x n)-Matrizen sind, dann gilt

pf(A+ B) = > (~=1)7=I2pf(A,) pf(Be),

summiert dber alle J C {1,...,n} mit |J| gerade.
2. Falls A=[(-1)"""Yi<icj<n und |J| gerade, dann ist

pi(dy) = (~1)7 12
Beweis. Fiir (a) haben wir
pf(A+B)= > sgn(rUp) H a; I b,
TUPEFy J)E™ (i,5)€p
summiert iiber alle Moglichkeiten, jeden 1—Fakt0r aus F, in zwei 1-Faktoren 7, p
zweier komplementdrer Teilmengen von {1,...,n} zu teilen. Angenommen, daf
(m, p) einer dieser Paare und J = {j; < --- < ji} die Knotenmenge von 7 ist.
Falls (j,, js) € m, dann wird die Anzahl der Kanten von p, die (j,, js) kreuzen, (mod
2) mit der Anzahl der Punkte von p zwischen j. und js, nimlich j; — j, — s + 7,
iibereinstimmen. Die Anzahl der zwischen 7 und p gekreuzten Kanten ist daher
> gs—dr—s+r=0o(J)+ (k;1> =o(J)—1J|/2 (mod 2),
(Jr.ds)Em
und wir haben damit sgn(7 U p) = (—1)°)"1/1/2sgn () sgn(p). Es folgt, das
pf(A+B) =3 (=172 3~ sgn(m) I ay > sen(p) I by,

J TeF(J) (ij)em  peF(JC) (i.9)ep
summiert iiber alle J von gerader Kardinalitdt. Das ist zur behaupteten Formel
klarerweise dquivalent.

Fiir (b) beachte man, da pf(C) = (—1)*2pf(—C) fiir eine beliebige (k x k)
Matrix C. Deshalb geniigt es zu zeigen, daf§ pf(—A;) = (—1)°)), was wiederum
direkt aus Korallar I1.9 (wéhle dort z; = (—1)*) und Proposition II.11 folgt. O



16

II. DETERMINANTEN UND PFAFFSCHE FORMEN



KAPITEL III

Gitterpunktwege

1. Grundkonzepte

Unter I soll folgender azyklische gerichtete Graph verstanden werden: Die Kno-
tenmenge sei Z?, den Kanten entsprechen die Schritte (0,1) bzw. (1,0).

M. a. W.: I"ist das nach Norden und Osten gerichtete zweidimensionale Zahlengitter.
Die Notation

U — v fir w,v e Z?

soll bedeuten, dafl eine Kante von u auf v gerichtet ist. Das heifit offensichtlich, dafl
v=u+(0,1) oder v =u+ (1,0).

Fiir beliebige u,v € Z? sei P(u,v) die Menge der (gerichteten) Gitterpunktwege
von u nach v. Falls u = v, dann besteht P(u,v) aus einem einzigen Pfad der Linge
null. Bei gegebenen r—Tupeln von Knoten u = (u1, ..., u,), u; € Z%, v = (v1,..., ),
u; € Z? bezeichne P(u,v) die Menge der rTupel (Py,...,P,) von Pfaden mit
P; € P(u;,v;). Po(u,v) sei die Teilmenge von P(u,v), die nur aus einander nicht
berithrenden r—Tupeln von Pfaden besteht. (D. h., es existiert kein gemeinsamer
Knoten zwischen je zwei Pfaden dieser r—Tupel.)

Fiir die folgenden Uberlegungen soll Z? mit einer Ordnung < versehen sein (mit

den iiblichen Axiomen, wie Reflexivitdt, Antisymmetrie und Transitivitét).

DEFINITION III.1 (kompatibel). Seien I und J geordnete Teilmengen von Z2.
Dann heifit I kompatibel zu J, falls aus u < u' in I und v > v' in J folgt, daf$ jeder
Pfad P € P(u,v) jeden Pfad Q € P(u',v") schneidet.

17
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Das Wesentliche dieser Bedingung ist folgende Tatsache: Angenommen u ist
kompatibel zu v. Falls fiir eine Permutation ¢ € S,, wobei S, die symmetrische
Gruppe der Ordnung r ist, die Menge Po((u1,...,Ur), (Vo1); - -, Vo(r))) Dicht leer

ist, dann muf} o die Identitit sein.
BeispieL 111.2. Angenommen,
u = (ug,u2), u;=(0,2), upg = (2,1), vy Uy

V= (Ul’v2)7 V1 = (3:4)a Vg = (5:4)7 e o o o o o

wober up < ug und vy < vy sein sollen.

Offensichtlich ist u kompatibel zu v.

Betrachtet man auf Z? die Halbordnung
u=(r1,72) 2 v=(y1,%2) & n <y & m>p (8)

(d. h. v liegt rechts unterhalb von u), dann 148t sich ein niitzliches Kompatibili-

tatskriterium angeben:
PROPOSITION II1.3. Zwei beliebige Ketten von (Z?%, <) sind kompatibel.

BEWEIS. Angenommen, es gibt ein Paar einander nicht beriihrender Pfade (P, Q)
mit P € P(u,v), @ € P(u',v"), u < v und v = v'. Unter allen solchen Gegenbei-
spielen wihlen wir ein Paar, fiir das die Summe der Pfadlingen ¢(P)+¢(@) minimal
ist. Falls £(P) > 0, dann gibt es ug € P und uy € @ mit u — up und v’ — uy.

Aus u = (x1,29) < ' = (a),24) folgt x1 < x| oder x5 > =,. Im ersten Fall
kann u von P, im zweiten Fall kann u' von ) entfernt werden, um ein kleineres
Gegenbeispiel zu erhalten.

OBdA sei £(P) = 0. (¢(Q) = 0 analog.) Dann gilt v = v und daher v' < u < /,
d. h. v’ liegt links oberhalb von u'. Da @ ein Pfad von u' nach v’ ist, liegt v' auch
rechts oberhalb von u'. Also liegt v' oberhalb von «' (mit gleicher 1. Koordinate)

und v muf} dazwischen liegen, d. h. @) beriihrt v — Widerspruch. O

Die Halbordnung < auf Z? erweist sich als recht niitzlich, und von nun an wol-
len wir von dieser Ordnung ausgehen, d. h., u = (uy,...,u,) kompatibel zu v =

(v1,...,v,) soll einfach bedeuten, dal u; < uy < --- < u, und v; < vy <X --- 2 v,
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ABBIiLDUNG III.1

e o o o o 9 o o o
e o o . e o o o
U2
* o o 9—9 o o o
] I—; - (] p—o U3 e
Uy e o o o
e 6—o o o e o o
U2
e o b o o o oo
o o I e o o o o o o
us

gilt. Anschaulich ergibt sich in T', daf fiir (P, ..., P.) € Py(u,v) der erste Pfad links
oben und der r—te Pfad rechts unten verlduft (siehe Abbildung III.1).

2. Die Gessel-Viennot—Methode

Nun fiihrt man fiir Gitterpunktwegen in I' eine Gewichtsfunktion w ein, die jeder
Kante in I' einen Wert in einem kommutativen Ring R zuordnet.

Im allgemeinen empfiehlt es sich, fiir jede Kante e eine Unbestimmte x, zu wihlen
und im formalen Potenzreihenring R = Z][[z, : Kante in I']] zu arbeiten. Fiir die An-
wendungen soll diese Gewichtsfunktion w(e) = x. entsprechend spezialisiert werden
(— meist durch g—Potenzen). Hat man sich fiir eine bestimmte Gewichtsfunktion
w entschieden, erweitert man w multiplikativ auf Multimengen von Kanten, so-
daB8 w(M) = [l.ear w(e) fiir irgendeine Multimenge M ist. (Nach Konvention sei
w(@) = 1.) In der Regel wird das Gewicht eines Gitterpunktweges in I' oder r—
Tupels von Gitterpunktwegen als das Gewicht der Multimenge der durchlaufenen
Kanten definiert.

Sei eine beliebige Familie F von Multimengen von Kanten gegeben, so schreiben
wir EF[F] fiir die erzeugende Funktion beziiglich dem Gewicht w, also EF[F| =
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> arer w(M). Insbesondere definieren wir

w(u,v) = EF[P(u,v)] = >  w(P). 9)

Da es nur endlich viele Pfade in P(u, v) gibt, ist w(u, v) zu einem gegebenen Gewicht
w stets wohldefiniert.

Das folgende Resultat geht auf Karlin [7, 8] und Lindstrém [13] bzw. in der vor-
liegenden Form auf Gessel und Viennot [6, Theorem 1| zuriick und ist der Schliissel

fiir die Berechnung der erzeugenden Funktionen in dieser Arbeit.

SATz I11.4 (Gessel-Viennot). Gegeben seien u,v € (Z?)". Wenn u kompatibel

zu v ist, dann gilt

EF[Po(u,v)] = det [w(u;,v;)]. (10)

1<i,j<r

BeEwels. Wir konnen

det [w(u;,v;)] = Z sgn(m) w(u1, V(1)) - W (U, Va(r)) (11)

lstysr TES,
(wobei S, die symmetrische Gruppe der Ordnung 7 bezeichne,) interpretieren als
erzeugende Funktion Y w(rm, P, ..., P,) fir 7 € S, und P; € P(u;, vx(;)), wobei das
Gewicht durch @(m, Py, ..., P,) =sgn(m) w(Py) - - - w(P,) erklirt ist.

Nun wird eine Involution beschrieben, die auf die Konfigurationen («, Py, ..., P,)
wirkt, die mindestens ein Paar sich beriihrender Pfade besitzen. Auf solche Kon-
figurationen angewandt soll die Involution das Vorzeichen des Gewichtes dndern.

Man betrachte also eine beliebige Konfiguration (7, P, ..., P,) mit mindestens
einem Paar einander beriihrender Pfade. Unter allen Beriihrungspunkten zwischen
irgendwelchen zwei Pfaden betrachte man die am weitesten links liegenden und unter
diesen den am niedrigsten liegenden Beriihrungspunkt. D. h., falls s = (Z, §) der nun

erhaltene Beriihrungspunkt ist, dann gilt fiir jeden anderen Beriihrungspunkt (z,y)
x>7T, oderfalls =2z, dann ¢ <uy. (12)

Unter allen Paaren von Pfaden, die s gemeinsam haben, sei (P, P;) das Paar, fiir
das (k, 1) minimal ist in der lexikographischen Ordnung von Zahlenpaaren. Aus (12)
folgt u. a., da} s der erste Beriihrungspunkt zwischen P und P, ist.

Verwendet man die Schreibweise Py(— s) bzw. Py(s —), um die Unterpfade von

Py, zu bezeichnen, die von u; nach s bzw. s nach vy fithren (und analog fiir ),
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dann definieren wir (7', Py, ..., P!) als die Konfiguration mit P! = P; fiir i # &, I,
P| = P,(— s) P(s —), P, = P(— s) Py(s —) (d. h. die terminalen Abschnitte von
Py, und P, werden vertauscht,) und 7’ = 7 o (k,1) (siehe Abbildung II1.2).

Da die Multimenge der Kanten, die in (P, ..., P,) und (P),..., P!) vorkommen,
gleich ist, folgt, daf8 die Operation (7, Py,...,P,) — (7', P{,..., P!) eine Involution
ist. Aulerdem ist sie Vorzeichen—umkehrend, daher kénnen wir alle Terme, die auf
der rechten Seite von (11) auftreten, weglassen, bis auf jene, die Konfigurationen
einander nicht beriihrender Gitterpunktwege entsprechen. Da laut Voraussetzung u
kompatibel zu v ist, treten diese in (11) nur auf, wenn 7 = id und werden sodann

mit einem positiven Gewicht gezihlt. O

3. Nicht-beriihrende Gitterpunktwege und Pfaffsche Formen

Fiir v € Z? und eine Teilmenge I C Z? sei P(u;I) die Menge der Gitterpunkt-
wege von u zu irgendeinem v € I. Qr(u) sei die zugehorige erzeugende Funktion;

also

Qr(u) =EF[P(y; )] = > w(P)=> wu,v).

PeP(u;l) vel
Sei u = (uy,...,u,) € (Z*)", dann bezeichne P(u;I) die Menge der r—Tupel
von Pfaden (Pi,...,P,) mit P; € P(u;I); Po(u;I) sei die Teilmenge davon, die
aus einander nicht beriihrenden r—Tupeln besteht. Analog erweitert man die Q;—

Notation, indem man
QI(u) = Ql(ula R U/'I‘) = EF[P()(H, I)]
definiert.

BEISPIEL I11.5. Sei r = 2 und I eine Kette von (Z?,=<). Unter der Annahme,
daf$ uy < ug, tmpliziert Satz II1.J

Qr(ur,us) = Y. (w(ul,vl) w(ug, vo) — w(u, ve) w(uQ,vl)). (13)

v1<vo€l

SATz I11.6. Sei u € (Z?)" mit uy < -+- = u, und r gerade. Falls I eine Kette
von (Z2,=) ist, dann gilt

Qr(uq, ..., uy) = pf[Qr(us, uj)li<icj<r-
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BEMERKUNG. Diese hier dargestellte Involution ist der Kern der Gessel-Viennot—
Methode. Es sei erwdhnt, dafi die Sdtze I11.4,111.6 und II1.7 mit den entsprechend
allgemeineren Formulierungen in jedem azyklischen gerichteten Graphen gelten. Wir

haben ihn nur fir Pfade in T mit der speziellen Ordnung < auf Z? formuliert, weil

III. GITTERPUNKTWEGE

ABBILDUNG III.2

Uoe—o

[ ] L]
[ ] [ ]
. .
S
U2
L] [ ]

Uy — V1

Uy — V2

Us — V3

Uiy — Vo

Uy — V1

Uz — Vs

dies fiir die spdteren Anwendungen in dieser Arbeit ausreichend ist.
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BEMERKUNG. Fulls r ungerade ist, kann man zu u und I den Phantomknoten
Uury1 = (00, —00) hinzufiigen, sodaf u; < upy1 (i =1,...,7) und P(urs1;1) = 0. In
diesem Fall gilt Qr(u;, uri1) = Qr(u;) und Satz II1.6 kann verwendet werden, um
eine Pfaffsche Form der Ordnung r + 1 fir Q(u) zu erhalten.

BeEwEIS. Wir konnen

pf[Qr(ui,uj)] = > sgn(n) [ Qi(us,uy) (14)

w€F(u) (usyuj)em

interpretieren als erzeugende Funktion 3 w(w, Py,...,P,) fir P, € P(u;;I) und
m ein 1-Faktor von u, wobei fiir jede Kante (u;,u;) von w gilt, da8 P, und FP;
einander nicht beriihren diirfen. Hier ist das Gewicht durch w(w, Py,...,P,) =
sgn(m) w(Py) - - -w(P,) erkldrt. Wir werden zeigen, daf es eine Vorzeichen—umkehrende
Involution auf den Konfigurationen (7, Py, ..., P,) gibt, die zumindest ein Paar ein-
ander beriihrender Pfade besitzen.

Wir gehen nun genauso wie in Satz II1.4 vor. Gegeben sei eine Konfiguration
(m, Pp, ..., P.) mit mindestens einem Paar einander beriihrender Pfade und s der
in Satz III.4 beschriebene Beriihrungspunkt. Geméfl der Notation von Satz III.4
definieren wir eine neue Konfiguration (7', Pj,..., P!). Wie oben sei P = Py(—
s) P(s =), P = P(— s) Py(s —) und P/ = P, fiir i # k,l. Weiters bezeichne 7’
den 1-Faktor, der durch Vertauschung von u; und w; in 7 hervorgeht.

Wir behaupten, daf§ (m, P{,...,P!) eine der Konfigurationen ist, die in (14)

T

auftreten, d. h., daB8 fiir jede Kante (u;,u;) € 7' die Pfade P/ und P] einander
nicht beriihren. Die einzigen nicht unmittelbaren Félle sind jene, wo die modifi-
zierten Pfade P} und P/ involviert sind. Jedenfalls impliziert (12), dafi es keine
weiteren Beriihrungspunkte auf den Unterpfaden Py(— s) und P(— s) gibt. Da-
her wird der Pfad P; genau dann Py (bzw. P;) schneiden, wenn P] P; (bzw. F/)
schneidet, woraus die Behauptung folgt. Damit schlieflen wir, dafl die Operation
(m,Py,...,P.)— (7', P, ..., P!)eine Involution auf den einander beriihrenden Kon-
figurationen ist, die in (14) auftreten.

Um zu beweisen, dafl diese Involution Vorzeichen—umkehrend ist, geniigt es zu
zeigen (nach Lemma I1.4), dal weder uy noch u; in 7w durch eine Kante mit einem
u; verbunden sind fiir £ < 7 < [. Dafiir reicht es zu zeigen, dafl aus k¥ < 7 < [

folgt, da3 P; sowohl Py als auch P, berithren muf}. Um das fiir diese Werte von 7 zu
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beweisen, bezeichne man mit vy, v; € I die Endpunkte von P, und P;. Falls vy = v;,
wire alles bereits gezeigt. Sonst betrachte man die zwei Félle mit v, > v; und
v < v;. Im ersten Fall zwingt die Kompatibilitdt von u mit I, dafi sich P, und P;
schneiden. Im zweiten Fall miissen dann (wieder aufgrund der Kompatibilitéit) P/ =
P,(— s) Py(s —) und P, sich schneiden. Wie auch immer, da s, wie oben erwihnt,
der einzige Beriihrungspunkt in Pj(— s) ist, miissen sich P; und P/ im Unterpfad
Py(s —) schneiden, d. h., P; schneidet P;. Ganz analog kann man schliefen, daf
sich P; und P, beriihren miissen.

Nachdem wir die Existenz dieser Vorzeichen—umkehrenden Involution gezeigt
haben, kénnen wir alle Terme von (14) mit einander beriihrenden Konfigurationen
von Pfaden streichen, d. h.

pf[Q1(ui, uj)] = EF[Py(u; I)] > sgn(r).
TEF,

Schliefflich vervollstindigt die Anwendung von Proposition I1.11 den Beweis. O

4. Nicht—beriihrende Gitterpunktwege zwischen zwei Ketten

Satz I11.6 des vorhergehenden Abschnittes bestimmt die erzeugende Funktion
fiir eine Menge von r—Tupeln einander nicht beriihrender Gitterpunktwege, deren
Anfangspunkte fest sind, deren Endpunkte jedoch variieren kénnen. Genauer: Die
Pfade gehen von einer r—elementigen nach einer beliebigen Kette von (Z?, <). In
diesem Abschnitt wollen wir uns dem allgemeineren Problem zuwenden, wo sowohl
die Anfangs— als auch die Endpunkte iiber festgelegte Ketten von (Z2, <) variieren
diirfen.

Wie im vorigen Abschnitt nehmen wir an, dal u = (u4,...,u,) € (Z*)" und
I C Z2. Fiir s < r definieren wir P{”(u; I) als die Menge der s—Tupeln (P, ..., P,)
einander nicht beriihrender Gitterpunktwege in Py(u’, I), wobei sich u’ iiber alle
s—elementigen Teilmengen von u erstreckt. Die dazugehdrige erzeugende Funktion
sei

QP () =EFPI(w; D)= Y Qului,---,us,)-

11 <--<1g

SaTz I11.7. Seiu € (Z*)" mit uy < --- < u, und I eine Kette von (Z?, X).
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1. Falls r gerade ist, dann gilt
r/2

> QP (w) = pf[(=1)"7 " + Qu(ui, ug)]icicics
5=0

2. Falls r ungerade ist, dann gilt
> O (w) = pf[(— 1) + Qf (us, up)hi<icjcri1,
s=0

wobei Qf(u;, uj) = Qr(us, uj) fir j < r und Qf(us, ursr1) = Qr(u;).
3.  Fuallsr gerade ist, dann gilt

> QP (w) = pf[(=1)"™ 7 + Qj (us, u))i<icj<rso,
s=0
wobei Qf(ui, uj;) gleich ist wie in (b) fir j <r+1, und Qf(u;, ur42) = 0.

BeispieL 111.8. Wir wollen die erzeugende Funktion aller Familien einander
nicht berihrender Gitterpunktwege mit Anfangspunkten aus u und Endpunkten aus
I bestimmen. Zundchst sei v = 3. Satz I11.7(b) besagt, daf$ die gesuchte erzeugende

Funktion Y7\, _, §5) (u) gleich der Pfaffschen Form der oberen Dreiecksmatriz

I14+q2 —14+q3 1+q
1+qg3s —1+4+4¢q
1+ g3

ist, wobei q;; = Qr(us,uj) und g = Qr(u;). Im Falle r = 4 ist nach Satz 111.7(c)
jene erzeugende Funktion die Pfaffsche Form von

I+q2 —=14+qs 1+qu —1+¢ 1
I+¢gs —14+q¢a 1+¢g -1

l+ga —1+¢3 1

1+Q4 -1

BeEWwEIS. Um (a) zu beweisen, wenden wir Lemma II.15 auf das Matrizenpaar
A=[(-1)"""" und B = [Qr(u;,u;)] an und erhalten

pf[(—=1)"77 + Qr(us, uy)] = Y pf[Qr (i, uy)licjes,

summiert iiber alle J C {1,...,7} mit gerader Kardinalitdt. Nach Satz II1.6 kann
der J-te Term pf[Qr(u;,u;)licjes mit der erzeugenden Funktion einander nicht
beriihrender Gitterpunktwege von {u;|j € J} nach I identifiziert werden.

Die Teile (b) und (c) folgen aus (a).
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Fiir (b) adjungieren wir zu Z? den Phantomknoten u, = (0o, —oo), wobei offen-
sichtlich u* = (uy, ..., u,41) kompatibel zu I* = I Uwu,,; ist. Aulerdem koénnen die
2s—Tupel von Pfaden in PéQs)(u*; I*), die den 0-Pfad u,41 — u,41 (mit Gewicht 1)
involvieren, mit den (2s — 1)—Tupeln in P (u; I) identifiziert werden, und daher
erhalten wir die erzeugende Funktion >7_, Qgs)(u), indem wir Teil (a) auf das Paar
u*, I* anwenden. Aufgrund von Q«(u;, u,4+1) = Qr(u;) ergibt sich das gewiinschte
Ergebnis.

Fiir (c) adjungieren wir zur Konstruktion von Teil (b) einen weiteren Phantom-
knoten u, o, der keine Kanten besitzt. Weil es ja keinen Gitterpunktweg von u, o
nach I* gibt, wird bei dieser Erweiterung die Struktur von ’Pés) (u*; I*) nicht veréndert,
und daher kénnen wir Teil (a) auf das Paar w*™* = (uq, ..., u,19), [* anwenden. Auf-

grund von Qg+ (u;, ur4+2) = 0 ergibt sich die Behauptung. O



KAPITEL IV

Partitionen und g—Identitéiten

1. Partitionen

Unter einer Partition einer natiirlichen Zahl n versteht man eine Darstellung
von n als Summe natiirlicher Zahlen, n = A + Ao + --- + A, mit \; € N, wobei
es auf die Ordnung der Summanden nicht ankommen soll. D. h., man kann oBdA
annehmen, dal \; > Ay > --- > A, gilt. Per Definition gibt es genau eine Partition
von 0, nimlich die leere Partition (). Folgende Schreibweise ist gebriuchlich: A\ =
(A, .oy Ar), wobei Ay > Ag > -+ > A, und [A| = A\ + --- + A, Falls A eine
Partition von n ist, d. h. |A| = n, schreibt man A F n. Die Komponenten \; heiflen
auch Teile der Partition A\, und die Anzahl der Teile wird mit {()\) = r, der Linge
von A, bezeichnet.

BEMERKUNG. Eine andere eindeutige Darstellung wire X = (1¥12¥23%3 - .} wo-
bei in dieser Darstellung nur endlich viele v; # 0 sind. Das bedeutet also: Die Zahl

1 kommt vy -mal vor, die Zahl 2 vo—mal, usw. Auferdem gilt Y iv; = |A|.
BEispIEL IV.1. Es gibt 7 Partitionen der Zahl 5:
0=4+1=34+2=34+14+1=24+2+1=24+141+1=1+14+14+1+41.

Hiufig wird das Pluszeichen weggelassen, wonach sich eine lineare Anordnung der

Teile ergibt. Hier ergibe das dann

5, 41, 32 311 221, 2111 11111

b

Oft werden Partitionen auch lineare Partitionen genannt. Diesen Ausdruck wer-
den wir allerdings nur dann verwenden, wenn betont werden soll, daf} es sich um
eine Partition und nicht etwa um eine Plane Partition, die eine zweidimensionale
Anordnung ihrer Teile besitzt (siehe Abschnitt 3), handelt.

27
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Die Anzahl der Partitionen einer Zahl n wird mit p(n) bezeichnet. Also p(0) = 1,
p(1) =1, p(2) =2, p(3) =3, p(4) =5, p(5) =7, p(6) = 11, etc. P. MacMahon [15]
hat Tabellen von p(n) angefertigt bis n = 200 (z. B. p(200) = 3972999029388).

Es ist einiges iiber Partitionen und die Partitionsfunktion p(n) bekannt. Eine
gute Darstellung der Partitionen und der damit verbundenen Theorie findet man
in [1]. Uns soll es hier nur um die einfachsten Sachverhalte gehen, bevor wir uns
unserem eigentlichen Anliegen, den Plane Partitions, zuwenden.

Die erzeugende Funktion der p(n) ist, wie man sich leicht anhand der obigen
Bemerkung vergegenwirtigt,

Yopm)g" =T > ¢ =110 -¢)"
n>0 i>1v;>0 i>1

Wir wollen uns etwas Schwierigerem zuwenden. Sei p(n, k,m) die Anzahl aller
Partitionen von n in hochstens k Teile, die alle < m sind. Was ist dann die erzeu-

gende Funktion -, -, p(n, k,m)q"?
LEMMA TV.2.

n. k __ 1
Dl s s B

(15)

BEWEIS. Die rechte Seite von (15) ist [T/ >, >0 ¢" 2" Der Koeffizient von ¢"2*
ist die Anzahl aller moglichen (m + 1)-Tupel (v, v1, ..., V) mit vy + 209 + - -+ +
mv,, = nund vy + v; + ---+ v, = k bzw. die Anzahl der Partitionen von n in
n+ -+ vy, = k — 1y Teile (also insbesondere < k Teile), die alle < m sind, also

gerade p(n, k, m). O

Nun wird es Zeit, die g—Schreibweise einzufithren. Fiir n € Ny definiert man
[n]y := 1 — ¢" und die ¢-Fakultét [n],! := [n],[n — 1],!, wobei [0],! := 1. Danach
wird fiir £ > 0 auf natiirliche Weise der g—Binomialkoeffizient (auch Gauflscher

Binomialkoeffizient genannt) durch

n [n]y[n —1lg---[n—k+1] fiir k > 0,
Bl = [k]g!
q 0 sonst,

definiert. Man beachte dabei, dal im Zihler und Nenner (1 — ¢)* herausgehoben

werden kann, sodaf} sich fiir ¢ = 1 der gew6hnliche Binomialkoeffizient (Z) ergibt.
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Gelegentlich werden wir die Basis ¢ in [n],, [n],! und lﬂ durch andere ¢

q
Potenzen ersetzen. Z. B. ist [n]gs! = (1 — ¢*)(1 — V) .- (1 - ¢%).

Es gelten die Rekursionsformeln
n+1|  gn n
ARV A
q q q

n+1 _|n n—k+1 n
SR AR
q q q

wie man leicht nachpriift.

und

Weil ¢-Binomialkoeffizienten in der Kombinatorik eine grofle Rolle spielen, ge-
langt man auf natiirliche Weise zu der Untersuchung von ¢-Identititen. Dazu kommt,
dal man beim Operieren mit erzeugenden Funktionen sich keine Sorgen beziiglich
Konvergenz zu machen braucht, da man stets in einem formalen Potenzreihenring
arbeitet. Im Allgemeinen ist man nur an den Koeffizienten der entsprechenden ¢—
Potenzen interessiert. Was reine Polynomidentitdten betrifft, so kann man dabei
unbesorgt spezialisieren (z. B. ¢ = 1 setzen), wenn man will.

A priori ist noch nicht klar, dafl der g—Binomialkoeffizient fiir n > k tatséchlich
ein Polynom in ¢ ist. Wie beim gewdhnlichen Binomialkoeffizienten, (wenn man
nachweisen will, daf§ es sich dabei um eine natiirliche Zahl handelt,) zeigt man das
am bequemsten anhand einer kombinatorischen Interpretation. Genau diesem Zweck

diente unsere obige Fragestellung.

LEmMmA IV.3.

(1—z)(1—qz1)---(1—qm2) =X lm:’;k]qzk

k>0

BEWEIS. Man gehe mit Induktion vor unter Verwendung der ersten Rekursions-

formel fiir den g—Binomialkoeffizienten. O

KOROLLAR IV /4.

S pln, b m)g® = [’"*’“L .

n,k>0
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BEMERKUNGEN. 1. Die Rekursionsformeln fiir den q—Binomialkoeffizienten

entsprechen den Rekursionen
p(na kam) = p(nakam - 1) +p(’ﬂ - mak - 17m)
p(n,k,m) =p(n,k —1,m)+pn—k, k,m—1),

die man kombinatorisch sofort verifiziert.

2. Lafit man in Korollar IV.4 k,m — oo gehen, erhdlt man erwartungsgemdf

. . m+k
p)" = lim 3 pln kym)g" = lim [ ]
7§0 k,m—00 n%O k,m—00 m p
(=g (A =gt (1= g 1
= lim — = —.

2. g—Identititen

Hier sollen nur die elementarsten g—Identitéiten, wie der g—Binomische Lehrsatz
oder die g—Vandermonde—Identitit, gebracht werden, die wir in unseren Anwen-
dungen benétigen werden. Was die Auswertung von g—Binomialsummen betrifft,
so sei erwidhnt, dafl es eine umfassende Theorie gibt, ndmlich die der sogenannten
q-hypergeometrischen Rethen, welche eine systematische Berechnung solcher Rei-
hen zuléft. (Eine ausgezeichnete Referenz fiir elementare hypergeometrische Funk-
tionen stellt [5] dar.) Auflerdem kann durch eine algorithmische Behandlung von
(¢—)hypergeometrischen Reihen [26] der Computer die Berechnungen iibernehmen.

Zunichst sieht man leicht, daf3

b

fiir £ > 0 gilt. Auflerdem gilt fiir beliebige ganze Zahlen n, k,l € Z

[ZL m: l’fﬁl]q ln_fﬂlq- (17)

[ e [, "

wobei k,n € 7Z sind, wird uns ebenfalls niitzlich sein. Nun werden wir Summen von

Die Formel

g—Binomialkoeffizienten betrachten.



2. ¢-IDENTITATEN 31
LEMMA IV.5 (¢—Binomischer Lehrsatz).
421+ g9t = Tl [f]
k>0 q

BEWEIS. Man gehe mit Induktion nach n vor unter Verwendung der zweiten

Rekursionsformel fiir den g-Binomialkoeffizienten. O

LEMMA IV.6 (q—Vandermonde) Es gilt

el e

fiir beliebige n,m € Z und k € No.

BeEwEIs. Fiir n, m > 0 gilt nach dem ¢g—Binomischen Lehrsatz

Zq(;) lntm] Zi — (1_1_2)...(1_}_(1”*12) . (1+qn2)---(1+qn+m71z)

— n )\l
R T
Koeffizientenvergleich bei z* liefert
3 |mm ()| ™| gme=d)
R R A K
wobei sich nach Zusammenfassen der g—Potenzen das behauptete Resultat ergibt.
Fiir ein festes £ > 0 sind beide Seiten von (19) Polyome in ¢™ und ¢™, daher
folgt, dafl (19) fiir alle n und m gilt. O

BEMERKUNG. Manchmal sieht man die q—Vandermonde—Identitdt in einer ge-

ringfigig anderen Variante, ndmlich

"), e BB,

Aber wie man nach Indextmnsformatzon j — k—j feststellt, ist das eigentlich nichts

Neues.
Dual zur ¢-Vandermonde-Identitét gilt folgendes Lemma:

LemMmA IV.7. Es gilt

n+m+k+1 b [+ [m+ k=
q q

J=0
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fiir beliebige n,m € Z und k € Ny.

BEwEIs. Es gibt zwei einfache Moglichkeiten. Einerseits kann man (18) auf die
g-Binomialkoeffizienten beider Seiten von (19) anwenden. Andererseits kann man
wie im Beweis von Lemma IV.6 vorgehen, d. h. man vergleicht Koeffizienten, verwen-
det aber statt Lemma IV.5 nun Lemma IV.3. O

Wir notieren jetzt einige Folgerungen dieses Lemmas.

Setzt man in (20) m = 0, erhalten wir

KOROLLAR IV.8.
n—i—k—i—l] Zk: -[n-l—j]
O
| x|,

Setzt man hingegen in (20) n = 0, dann erhalten wir

KoroLLAR IV.9.

k .
q

Wendet man (18) auf den ersten g—Binomialkoeffizienten der rechten Seite von

(20) an, so ergibt sich
KoOROLLAR IV.10. Es gilt

n+m+k+1 k ity [—n—1| [m+k—j
— -1 j(n+m+1) ( ) ' '
A ] I P

fiir beliebige n,m € Z und k € Ny . O

Schliefflich soll zwecks spiterer Bezugnahme noch eine Folgerung aus Lemma

IV.7 dargelegt werden.

KOROLLAR IV.11. Es gilt
(1)mgmhg () ln +m+k+ 1] _y [n + j] lj —m — 1]
k q J q q

i=0 m

fiir beliebige n € Z und m, k € Ny.
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BEWEIS. Aus (16) und (18) folgt fiir m, k,j € Z mit m + k > j, daf

jmat)y Mk =7J1 _ ey |MAE =G0 m mkg () |7 k=1
! lk—jL_q lm A

gilt. Das substituiert man jetzt in (20). O

Zum Abschlufl dieses Abschnittes sei noch auf eine niitzliche Notation hinge-
wiesen, die das Umformen gewisser Produkte iibersichtlicher macht. Man definiert
die Hyperfakultit durch H(n) = (n—1)! (n—2)! - - - und die verschobene Hyperfakultdt
durch Hi(n) = (n—k)! (n—2k)!- - -. Die Fakultét sei F'(n) = n! und die verschobene
Fakultit Fy(n) = n(n — k) (n — 2k)---. Die entsprechenden ¢—Analoga werden
mit H(n)g, Hi(n)g, F(n)g und Fi(n), bezeichnet. So ist z. B. [Ti<icj<,[j — ilq =
icicrlr — ilg! = H(r)q-

3. Plane Partitions und Tableaux

Es gibt eine gebrauchliche graphische Darstellung fiir eine Partition. Das Ferrer—
Diagramm einer Partition A = (Aq, Ao, ..., A;) (fiir Ay > Ay > --- > \,) erhiilt man,
indem man eine Reihe von A; Késtchen zeichnet, darunter, von links beginnend,
eine Reihe von A\, Késtchen, usw. Zum Beispiel ist die unten abgebildete Figur das

Ferrer-Diagramm fiir Ay = (5,3, 3,1).

Man bezeichnet die Késtchen (auch Zellen genannt) mit (7, j), wobei i der Zeilen—
und j der Spaltenindex ist. Dabei gilt (i, j) € A genau dann, wenn i € {1,...,7} und
j €{1,..., \;}. Die Abbildung, die (7, j) in (4, %) iiberfiihrt, nennt man Konjugation,
was der Spiegelung des Ferrer-Diagramms entlang der Hauptdiagonale entspricht.
Die zu A konjugierte Partition wird mit A" bezeichnet. A’ = (A],..., Al) ist eine

» ¢

Partition mit A, = A\; Reihen und \| = r Spalten. Z. B. ist A\j = (4,3, 3,1,1).
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Offensichtlich ist die Zuordnung A — )’ eine Involution, d. h. es gilt A" = A.
Eine Partition A mit der Eigenschaft A = X heifit symmetrische Partition.

BEMERKUNG. Eine symmetrische Partition X\ ist durch ihre Zellen (i,7) fir
1 < j eindeutig bestimmt. Lafit man die anderen Zellen weg, so ergibt sich eine
Partition p, deren Teile alle verschieden sind (also py > pg > -+ ). Solche Uberle-
gungen werden bei der Behandlung der verschiedenen Symmetrieklassen von Plane

Partitions eine wichtige Rolle spielen.

Der Haken eines Késtchens (i, 7) ist definiert als die Menge der Késtchen, die
rechts oder unterhalb von (4, ), (7, j) eingeschlossen, liegen. Die Anzahl dieser Késtchen

wird Hakenlinge genannt und mit h; ;) bezeichnet.

BEispiEL 1V.12. In den Kdstchen von Ay sind die Hakenldngen notiert. Speziell

wurde der Haken von (1,2) markiert.

8 [6_15 |2 |1
e
5 (3112
4 (2] 11
1
BEMERKUNGEN. 1. Die Hakenlinge einer Zelle (i,7) € X lGft sich auch for-

mal durch hgjy = A\i —j + A; — i+ 1 definieren.
2. Wir werden den Begriff des Hakens im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht
mehr bendtigen, bis auf Kapitel VI, wo wir bemerken, dafi die Hakenlingen

der diagonalen Zellen (i,1) einer symmetrischen Partition stets ungerade sind.
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Sei eine Partition A gegeben. Eine Plane Partition m vom Rahmen X ist eine
Anfiillung des Ferrer-Diagramms von A mit natiirlichen Zahlen, sodaf§ die Eintra-
gungen sowohl entlang der Reihen als auch der Spalten monoton fallend sind. Falls
die Summe der Eintragungen gleich n ergibt, sagt man, daf§ 7 eine Plane Partition
von n ist, bzw. die Norm von 7 ist gleich n, symbolisch |7| = n. Ein einfaches

Beispiel einer Plane Partition ist m (mit Rahmen \g):

616431
514

T =
41413
2

Wenn, wie hier, der Rahmen eindeutig aus der Matrixanordnung von 7 hervor-
geht, wird er einfachheitshalber meistens weggelassen. So kann eine Plane Partition
einfach als Matrix (m;;) aufgefafit werden, die nur fir 1 <7 <rund 1 <j < )
definiert ist, wobei die Monotoniebedingungen gelten miissen. Eine Plane Partition
heiflt spaltenstrikt (bzw. reihenstrikt), falls strikte Monotonie entlang der Spalten
(bzw. Reihen) gelte. Falls man in der Definition “fallend” durch “wachsend” ersetzt,
spricht man von Reversed Plane Partitions. Spaltenstrikte Reversed Plane Partitions
werden auch Tableaqux genannt. Z. B. ist das unten angegebene 7y ein Tableau vom
Rahmen (7,6,4,2).

7 8 8 9
— 8 9 12

O =~ W
—_

0

o Ot MO
~J T A N

BEMERKUNG. Tableauz spielen u. a. eine wesentliche Rolle in der Darstellungs-
theorie der symmetrischen Gruppe. Eine gut lesbare FEinfiihrung in dieses Gebiet
bietet [19].

Das Gewicht einer Plane Partition 7, (analog fiir ein Tableau,) wird mit w(r) =
[Tis1 2™ definiert. Dabei ist m;(r) die Vielfachheit, mit der die Zahl i in 7 vor-
kommt. So gilt z. B. fiir obige Plane Partition w(m) = z12225052572.

Gegeben sei eine Familie F von Plane Partitions oder Tableaux, etc. Die er-
zeugende Funktion ist dann 3, .7 w(m). Oft werden alle x; = ¢' gesetzt. In diesem

Fall gilt nimlich w(7) = ¢™l. Mit dieser einfachen Statistik werden wir uns in den
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spéiteren Anwendungen beschiiftigen, wenn wir (Norm—)erzeugende Funktionen ver-

schiedener Klassen von Plane Partitions bestimmen wollen.

4. Symmetrische Funktionen

Eine symmetrische Funktion ist bekanntlich eine Funktion, die invariant ist beziiglich
einer beliebigen Permutation ihrer Variablen. Wir fiihren nun drei wichtige Klassen
solcher symmetrischer Funktionen ein. Wir schreiben im folgenden x fiir (z1, o, 3, ... ).
Dabei kann eine unendliche Variablenmenge angenommen werden, da wir ja formale
Potenzreihen betrachten und uns nicht um Konvergenz zu kiimmern brauchen. Ist
man nur an endlich vielen Variablen z1,...,z,, interessiert, so setze man einfach

Tmpt = Tmyz = -+ = 0.

DEFINITION IV.13. Die elementarsymmetrische Funktion e, (x) der Ordnung n
ist durch

en(x) = Z Liy Tiy == Ty,

1<i1 <12 <<l

definiert.

Z. B. ist e3(x) = 212923 + T1Z0%4 + - - - + T1T3T4 + - - -
Die erzeugende Funktion der e, ist
E@®) =Y et" = [J (1 + zst). (22)
n>0 i>1
(t ist eine neue Variable.) Das sieht man, indem man das Produkt auf der rechten
Seite ausmultipliziert. Falls die Anzahl der Variablen endlich ist, z. B. gleich m,
dann ist e, = 0 fiir alle n > m, und (22) hat die Gestalt

m

n=0

=1

KOROLLAR IV.14. Seiz; = ¢" ! fir 1 <i<m und z; =0 fiir i > n. Dann ist

0, = (&) m :

n

BeEwErs. Es gilt

m—1 ) m ~ [m
Z ent" = H (1 + qzt) = Z q(Q) l ] tn,
n>0 1=0 n=0 n q

nach dem ¢-Binomischen Lehrsatz (Lemma IV.5). O
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DEFINITION IV.15. Die vollstindig homogensymmetrische Funktion h,(x) der
Ordnung n ist durch

hn(x) = > Tiy Tiy " * Ti,

1< <ig<-+<in
definiert.

Z.B.ist hg(x) =z} + 25+ +2izo + - -
Die erzeugende Funktion der h,, ist
H(@) =Y hot" =[]0 —zit)~". (23)
n>0 i>1
Das sieht man, indem man unter Verwendung von (1 — z;t)™! = Y45 25tF das

Produkt auf der rechten Seite von (23) ausmultipliziert.

KOROLLAR IV.16. Seiz; = ¢! fir1 <i<m und z; =0 fiir i > n. Dann ist

_m+n-1
e[

BEWwEIs. Es gilt
m—1
n o__ ipy—1 m+n— 1 n
> hnt" = [ (1 =) _Z[ N ]t,
n>0 1=0 n>0 q
nach Lemma IV.3. O

ProproOSITION IV.17. Die elementarsymmetrischen Funktionen e, und die voll-
stindig homogensymmetrischen Funktionen h, bilden jeweils eine Algebrabasis fiir

den Ring der symmetrischen Funktionen.

BEMERKUNG. Das heifit, dafs man jede symmetrische Funktion eindeutig als Po-
lynom in die e, (bzw. hy) schreiben kann. Dieser sogenannte Hauptsatz der symme-
trischen Funktionen ist ein bekanntes algebraisches Resultat und wird unter anderem
in [14, 1.(2.4) bzw. 1.(2.8)] bewiesen.

DEeFINITION IV.18. Die erzeugende Funktion tber alle Tableaur vom Rahmen
A heift Schurfunktion sy (x) (= sx(z1, T2, 23,--.)). Es gilt also
sx(x) = D w(r),
TEF
wober tber alle Tableaur 7 vom Rahmen A summiert wird.
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BEISPIEL 1V.19. Sei A = (2,1,1). U. a. gibt es folgende Tableauz vom Rahmen

W N =
N
[S2 0 NI
=W =
W DN
=N

—_
[\
—_
w

w
V]
W N =
CtWw =

Es ist also
_ .2 2 2 2
S@1,1)(X) = BT + T1T2Ts + T1T2T5 + + -+ + T1T3T4 + - ..
2 2
s T1X5T3 + T1X5T4 + - - -+ 3T1X9T3T4 + 3T1XT9T3T5 + - - .

ProOPOSITION 1V.20. Die Schurfunktionen s, bilden eine Vektorraumbasis fiir

den Ring der symmetrischen Funktionen.

Einen vollsténdigen Beweis dieser Tatsache findet man in [14, 1.(3.2),(3.3)]. Wir
wollen im folgenden nur zeigen, dafy die Schurfunktionen symmetrische Funktionen
sind. Geht man von der kombinatorischen Definition der Schurfunktion aus, wiirde
man das wohl kaum vermuten. Als erste Anwendung der Methode der einander nicht
beriihrenden Gitterpunktwege werden wir zeigen, daf sich jede Schurfunktion s, als

Polynom in die vollstdndig homogensymmetrischen Funktionen h,, ausdriicken 1a8t.

SATz IV.21 (Jacobi-Trudi-Identitét). SeiA = (A1,..., \.) eine Partition. Dann

18t
sx(x) = det [hy—i;(x)]-
BewEers. Wir fithren den Beweis fiir x = (21, ..., %,). (Ist man an einer abzihl-

bar unendlichen Variablenmenge interessiert, so setze man m — oc.)

Jedes Tableau 7 = (7;;) steht in umkehrbar eindeutiger Zuordnung zu einer
Familie einander nicht beriihrender Gitterpunktwege in I'. Die i—te Zeile des Ta-
bleaux (i = 1,...,r) wird in einen Pfad P; € P(u;,v;) mit u; = (1,7 + 1 —4) und
v; = (m,r+ 1+ \; — i) iibersetzt. Dabei entspricht die Eintragung 7;; (fir 1 <¢ <r
und 1 < j < ;) gerade dem vertikalen Schritt (75,7 + j — 1) = (75,7 +Jj — i+ 1).

Die horizontalen Schritte dienen nur zum Verbinden der vertikalen zu einem Pfad.
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Das Gewicht w(Py, ..., P,) so einer Familie von Gitterpunktwegen soll multipli-
kativ sein (w(Pi,...,P,) = w(Py)---w(P,)). Das Gewicht eines Pfades P; sei als
das Produkt der Gewichte der vertikalen Kanten des Pfades definiert, wobei man
den Kanten (k,r +j — i) — (k,7 4+ j — i+ 1) das Gewicht z; zuordnet.

Offensichtlich ist das Gewicht w(7) eines Tableaux 7 identisch mit dem Gewicht
w(Py,...,P,) der dem Tableau 7 entsprechenden Familie von einander nicht be-
rithrenden Gitterpunktwegen.

Auf diese Weise wird das Problem der Abzdhlung von Tableaux auf das Problem
der Abzdhlung solcher Familien einander nicht beriihrender Gitterpunktwege zu-
riickgefiihrt.

Die erzeugende Funktion w(u;, v;) der Pfade von u; = (1,7 + 1 — ¢) nach v; =
(m,r + 14 Xj — j) ist, wie man sich leicht iiberlegt, die vollstindig homogen-
symmetrische Funktion hy;_j,i(1,...,%y). Nun wendet man einfach Satz III.4 an

(und transponiert w(u;, vj)1<ij<r)- ]

BEeispiEL 1V.22. Angenommen, man betrachtet Tableauz, deren Teile < 6 sind.

Dann korrespondiert 7 zu der folgenden Familie von Gitterpunktwegen:

. - - - QU o
2

. ] ] ——o—@Uy o

2 4
1 2 2 b [ [ [
= 3 3 4 Ul[ . 3h [ p——OU3 o

T1 = 4 5 1 3 5 3

5 U2® - ] .

4
U3® - - U,y o

5

UL@® - g - (] .

BEMERKUNG. Auf dem Raum der symmetrischen Funktionen kann man durch
0 : e, — h, eine lineare Abbildung definieren — die Basistransformation, die
die elementarsymmetrischen in die vollstindig homogensymmetrischen Funktionen

tberfihrt. Von dieser Abbildung lGft sich zeigen, daf sie eine Involution ist (siehe
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[20, Proposition 3.2.] oder [14, 1.(2.7)]). Dadurch erhdlt man fiir manche Identitd-
ten eine korrespondierende duale Identitit. (Man vergleiche Lemma IV.5 mit Lemma
IV.3, oder Lemma IV.6 mit Lemma IV.7.) Wendet man 0 auf die Schurfunktion s)
an, so erhdlt man sy. (Das kann man leicht dber die Jacobi-Trudi-Identititen zei-
gen. (Siehe dazu auch Beispiel VI.3). Dabei tiberlegt man sich, daf$ nach Konjugation
des Rahmens (A — X') das Tableau T in eine reihenstrikte Reversed Plane Partition
7' tibergeht. Der Beweis von Satz IV.21 wird hierfir etwas modifiziert: Finer Reihe
von 7' wird ein Pfad in I' zugeordnet, wobei das Gewicht dieses Pfades dann eine

elementarsymmetrische Funktion ist.)

5. Rdumliche Interpretation und Symmetrieklassen

So wie man sich eine lineare Partition als zweidimensionale Anordnung von
Quadraten vorstellen kann, bekommen wir durch die Interpretation der Teile ei-
ner Plane Partition als Hohen ein dreidimensionales Ferrer-Diagramm. Es ergibt
sich hierbei eine rdumliche Anordnung von Einheitswiirfeln. Fiir eine Plane Partiti-
on m = (m;;) vom Rahmen X gilt dann (4, j, k) € 7, genau dann, wenn (¢, j) € A und
ked{l,... m;} gilt.

BeispiEL 1V.23. Die unten abgebildete Figur soll zur anschaulichen Vorstellung

des dreidimensionalen Ferrer—Diagramms der Plane Partition w dienen.

&

AN/ AN W

3
i

Il
DN DN W
=

NN

=

2
S

N
<z
N
S8

~

N

Diese Darstellung motiviert uns zu der Betrachtung der Symmetrien von Plane
Partitions. Fiir r,¢,m € N soll B(r,c,m) den Quader {(i,j,k) : i =1,...,7r; j =

1,...,¢; k = 1,...,m} bezeichnen. Fiir den Wiirfel B(m,m, m) schreiben wir
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kurz B,,. Wir werden eine Plane Partition 7 mit ihrem dreidimensionalen Ferrer—
Diagramm identifizieren, wenn wir z. B. sagen, daf§ 7 in den Quader pafs.

Die symmetrische Gruppe S; wirkt auf N* durch Permutation der Koordinaten
und damit auf die Menge aller (dreidimensionalen Ferrer-Diagramme von) Plane
Partitions. Fiir jeden Quader B(r, ¢, m) und jeder Untergruppe G von S; betrachte
man die Anzahl der Plane Partitions, die in den Quader B(r, ¢, m) passen und invari-
ant beziiglich G bleiben. Wir kénnen natiirlich davon ausgehen, dafi B(r, ¢, m) selbst
G—invariant ist, wodurch sich bei bestimmter Wahl von G die Gleichheit mancher
der Zahlen r,c und m ergeben wird.

Es gibt grundsétzlich vier verschiedene Symmetrieklassen, aus denen vier Ab-
zéhlprobleme hervorgehen. In der Tat wollen wir, sofern es mdoglich ist, (¢—)er-
zeugende Funktionen fiir diese Klassen finden.

Die vier Symmetrieklassen sollen kurz aufgezidhlt werden. Diese werden dabei
von den Untergruppen von &3 “erzeugt”. Wir definieren 7, die Transposition, durch
7(%,4,k) = (4,4, k), und p, die Rotation, durch p(i, j, k) = (j, k,7) (wobei 4, j, k € N).
Auflerdem bezeichne e die Identitét.

1. Sei Gy = (e). Wir erhalten die Menge aller Plane Partitions, die in den Quader
B(r, ¢, m) passen. (Diese sind invariant beziiglich G.)

2. Sei Gy = (7). (OBdA betrachten wir nur die Vertauschung der ersten zwei
Komponenten von 7.) Wir erhalten die Menge der symmetrischen Plane Parti-
tions, die in den Quader B(n,n,m) passen. Das sind jene Plane Partitions
7 = (m;;), fiir die m;; = 7;; gilt.

3. Sei G3 = (p). Wir erhalten die Menge der zyklisch-symmetrischen Plane Par-
titions, die in den Wiirfel B,, passen. Das sind jene Plane Partitions 7 = (),
fiir die gilt, da} die i—te Reihe von 7 als Partition die Konjugierte der i—ten
Spalte ist. (Beispiel IV.23 stellt eine zyklisch—symmetrische Plane Partition
dar, welche in den Wiirfel B pafit.)

4. Sei G4 = (7, p). Wir erhalten die Menge der total-symmetrischen Plane Parti-
tions, die in den Wiirfel B,, passen. Das sind jene Plane Partitions, die sowohl

zyklisch—-symmetrisch als auch symmetrisch sind.
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Jetzt, wo wir die vier Symmetrieklassen einmal vorgestellt haben, kénnen wir
mehr ins Detail gehen. Zur Ubersicht sollen die wichtigsten Ergebnisse, die in den

spateren Kapiteln hergeleitet werden, zusammen aufgelistet werden.

BEMERKUNG. In der Literatur (vgl. [12, 18, 21, 25]) wird oft eine zusdtzliche
Symmetrie von Plane Partitions betrachtet. Fir = C B(r,c,m) definiert man das

Komplement 7¢ von m durch

Wc:{(r-}-l—z,c—i—l—j,m—i—l—k)(l,j,k)gﬂ}

Klarerweise ist ¢ eine Plane Partition und ||+ |7¢| = rem. Die Transformation ©

und die Gruppe Sz erzeugen eine Gruppe T der Ordnung 12. Wieder kann man fir
jede Untergruppe G von T die Klassen der Plane Partitions m C B(r, ¢, m) betrach-
ten, die invariant beziglich G sind. Man erhdlt dadurch sechs weitere Symmetrie-
klassen von Plane Partitions, aus denen sechs weitere Abzdihlprobleme hervorgehen.
Die insgesamt zehn Abzdihlprobleme sind heute bereits geldst, wobei das letzte offene
Problem die Abzdhlung der total-symmetrischen Plane Partitions war, das erst 1992
J. Stembridge [24] erfolgreich bewdltigte (siehe Kapitel VIII).

Hier wollen wir uns allerdings auf die Betrachtung der urspringlichen vier Sym-

metrieklassen beschrinken.

Die Notation sollte eigentlich selbsterklirend sein. Die (¢—)erzeugende Funktion
der hier betrachteten vier Symmetrieklassen von Plane Partitions sei mit EF[.X; B]
notiert, wobei X fiir PP (Plane Partitions), sPP (symmetrische Plane Partitions),
zPP (zyklisch-symmetrische Plane Partitions) oder tPP (total-symmetrische Plane
Partitions) steht und B ein noch nidher anzugebender Quader bzw. Wiirfel bedeute.

In den ersten drei Féllen erhélt man als erzeugende Funktion

1— qm+i+j—1

EF[PP,B(T, C, m)] = H W, (24)
1<i<r q
1<j<c
n _ m—|—2z 1 1— q2(m+i+j71)
EF[sPP; B(n,n,m)] H prr 1I Ty (25)
- 1<i<j<n + 4
m o1 _ q3i—1 1— q3(m+i+j—1)

i=1 1<i<j<m
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Das vierte Problem dagegen ist noch nicht véllig geldst. Das reine Abzdhlresultat

ist
nt(20)! (n+ 20+ 1)!

TS(n) = 1;[0 Git ) (n+i)l’

(27)

wobei T'S(n) die Anzahl der total-symmetrischen Plane Partitions ist, die in den
Wiirfel B,, passen.

Die Schwierigkeiten, die sich bei einem ¢g—Analogon ergeben, werden wir in Kapi-
tel VIII darzustellen versuchen. Fiir eine (¢—)erzeugende Funktion der total-symmetrischen
Plane Partitions ist bisher nur eine Vermutung bekannt, ndmlich
1 — gitith-1
EFo[tPP;B,] = ]

1<i<j<k<n

1= g (28)
Dabei betrachtet man hier nicht die gew6hnliche (Norm—)erzeugende Funktion, son-
dern die Orbit—erzeugende Funktion, was in Kiirze niher erldutert werden soll.

I. Macdonald hat eine einheitliche Darstellung fiir obige Formeln vorgeschlagen,
die schlieflich von R. Stanley [21, S. 106] erweitert wurde. Sei B ein G—invarianter
Quader, wobei G = G fiir ein 4 = 1,...,4 (siehe oben). Fiir z = (i,j,k) € B
definiert man die Hohe ht(z) = i + j + k — 2. Wenn G auf B wirkt und 7 ein
Orbit dieser Wirkung ist, dann definiert man ht(n) = ht(x) fiir jedes € n. (Ein
Orbit kann in diesem Fall aus 1,2,3 oder 6 Elementen bestehen, wobei der Orbit
von einem Element erzeugt ist und beziiglich G invariant ist. Z. B. besitzt die Plane
Partition 7 von Beispiel 1V.23, als zyklisch-symmetrische Plane Partition aufgefafit,
zwei einelementige Orbits, (1,1,1) bzw. (2,2,2), und vier dreielementige Orbits, die
sich durch (1,1,2), (1,1,3), (1,2,2) bzw. (1,2,3) reprisentieren lassen.) Klarerweise ist
ht(n) wohldefiniert.

Man hat dann zwei natiirliche erzeugende Funktionen zur Betrachtung. Man
definiert die Norm—erzeugende Funktion (wir nennen sie einfach erzeugende Funk-

tion) als

EF[X,B] =Y ¢, (29)

nCB
TeX

wobei X eine Symmetrieklasse von Plane Partitions ist. Nun hat I. Macdonald [14,
S. 52-53] beobachtet, da8 fiir die Félle 1 und 2 die erzeugende Funktion sich in der
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vereinheitlichten Form
1 — gl (Lht(m)

1 — g/nl-ht(n)

EF[X;B| = H
nEB/G
schreiben 148t, wobei B/G die Menge der Orbits ist, welche auf B wirkt. Tatséchlich

gilt diese Form auch fiir den dritten Fall, was wir aus (26) rasch folgern kénnen.

(30)

Wie auch immer, fiir den vierten Fall ist (30) sicher falsch, da die rechte Seite
nicht einmal ein Polynom in ¢ ist. Fiir ¢ = 1 allerdings stimmt die Formel, was aber,
wie erwihnt, erst 1992 von J. Stembridge [24] gezeigt wurde.

Die Orbit-erzeugende Funktion definieren wir durch

EFo[X,B] = Y ¢™°, (31)
it
wobei 7/G die Menge der Orbits ist, welche auf m wirken (vgl. [21, S. 106]). Damit
formuliert sich die Vermutung fiir Fall 4 in der Form
1 — gl +ht(m

neEB/G
Fiir ¢ = 1 stimmen (30) und (32) iiberein. Gleichung (32) gilt auch fiir die Félle
1 und 2, wie man leicht nachpriift. Andererseits ist (32) falsch fiir Fall 3; die rechte

(32)

Seite ist zwar ein Polynom [25], dieses besitzt aber keine “schéne” Faktorisierung.

BEMERKUNG. In Anbetracht der gleichartigen Gestalt dieser Formeln sollte es
eine einheitliche Methode zur Lisung der dargestellten Probleme geben. Fine solche
1st insofern vorhanden, da man fiir alle vier Probleme tiber die Methode der einander
nicht-berihrenden Gitterpunktwege eine Determinante oder Pfaffsche Form erhilt.
Fiir die weitere Berechnung gibt es allerdings noch kein einheitliches Konzept. Es gibt
daber noch genug offene Fragen, wobei andere Zweige der Mathematik, wie die Dar-
stellungstheorie, zu einem besseren Verstindnis mancher Zusammenhdnge zu helfen
scheinen. Ein ernstzunehmendes Hilfsmittel bei der Lésung von kombinatorischen
Problemen ist der Computer, mit dem man Vermutungen rasch verifizieren kann.
So hat D. Robbins [18] eine Vielzahl von Formeln entdeckt und Vermutungen auf-
gestellt, deren Giiltigkeit empirisch offensichitlich erscheint (siehe auch [22]). Einer
dieser Vermutungen war das g—Analogon zum vierten Problem, das fiir ca. n < 20

bestdtigt wurde.



KAPITEL V

Plane Partitions

Wir wollen uns jetzt dem Problem der Abz#dhlung aller Plane Partitions zuwenden,
wobei die Anzahl der Zeilen < r, die Anzahl der Spalten < ¢ und alle Teile < m

sein sollen. Das Ziel dieses Kapitels ist der Beweis folgenden Satzes:

SAaTz V.1. Die erzeugende Funktion aller Plane Partitions, die in den Quader
B(r,c,m) passen, ist
1 — gmHiti-l
EF[PP; B(r,c,m)] = ][]

1<e<r

1<j<c

T (33)

BEMERKUNG. Die Formel stammt von P. MacMahon [15, Sect. 495], der sie

allerdings mit Induktion bewies.

BeispiEL V.2. Fir r = 1 erhdlt man als Spezialfall die erzeugende Funktion

aller (linearen) Partitionen mit hichstens ¢ Teilen, die alle < m sind:

1—qmti

EF[PP;B(1,c,;m)] = [[ —L— = lm“]
15<e 1o “ I

Wir bekommen also das in IV.1 hergeleitete Resultat (siehe Korollar IV.4), wel-

ches damals zur Motivation fiir die Einfihrung des g—Binomialkoeffizienten gebracht

(34)

wurde. Damit stimmt Satz V.1, eingeschrinkt auf diesen Spezialfall, mit etwas uns

schon Bekanntem tberein.

BEISPIEL V.3. Ldft man in (33) die Parameter r,c,m — oo gehen, so erhdlt
man die erzeugende Funktion aller Plane Partitions
EF(PP) = J[(1—¢"7F, (35)
k>0
die schon P. MacMahon [15, Sect. 422] gefunden hat. Die ersten Terme dieser er-
zeugenden Funktion sind 1+ q + 3¢*> + 6¢® + - - - . Man iiberprift dies sofort anhand
45
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der expliziten Auflistung der Gewichts—kleinsten Plane Partitions:

0 1 2 11 1
1
3 2 1 2 11 1 11 1
1 1 1

1. Vorbereitungen

BEISPIEL V.4. Fiir den Quader B(4,5,3) wire my eine typische Plane Partition.

3 3 21 33210 —
3221 32210 .
o= 9 T 21000 N
1 1 00 00 N
Das Gewicht dieser Plane Partition ist w(m) = ¢*'.
r-mal
Man kann also vom Rahmen A = (¢") = (¢,...,¢) ausgehen, wobei die erste

Eintragung (d. i. das Feld (1,1)) < m und alle Zahlen > 0 sein sollen.

Jede Plane Partition 7 = (m;;) steht in umkehrbar eindeutiger Zuordnung zu
einer Familie einander nicht beriihrender Gitterpunktwege in I'. Die i—te Zeile der
Plane Partition wird von rechts nach links gelesen und in einen Pfad P; € P(u;, v;)
mit u; = (i, —3) und v; = (c+1i, m—1i) iibersetzt. Dabei entsprechen die Eintragungen
mi; der i—ten Zeile (1 < j < ¢) gerade den Schritten des i—ten Pfades in horizontaler
Richtung der Hohe 7;; — i. Die vertikalen Schritte dienen nur zum Verbinden der

horizontalen zu einem Pfad.

BEISPIEL V.5. 7y aus Beispiel V.4 korrespondiert zu der folgenden Familie von
Gitterpunktwegen:
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n
° ° [} »ioi. ° [} ° °
R R T 3321
3 2 21
R 2,2, , Ivge . o= 9
V4 1
0 [ 0 1 ° . [ 2 ]
U1 0 1
° *——e ° ° ° °
OU2. Mh . 1 . (r_4’c_5,m_3)
U
° ° 3 ° [ ] 0 - 0 - 0 - O ° °
Uy
Das Gewicht w(P, ..., P,) so einer Familie von Gitterpunktwegen soll multipli-

kativ sein (w(Pi,...,P.) = w(Py)---w(P,)). Das Gewicht des einzelnen Pfades P,
(d. h. der Pfad mit dem Anfangspunkt (7, —:)) sei mit

w(P) = ¢t 2i", (36)

wobei die h; die Hohen der horizontalen Schritte sind, definiert. (Im obigen Beispiel:
w(Pl) — q5+(—1)+0+1+2+2 — q3+3+2+1 oder ’LU(Pg) — q3-5+3(—3)+(—2)+(—1) — q2+1) Of-
fensichtlich ist das Gewicht w() einer Plane Partition 7 identisch mit dem Gewicht
w(Py, ..., P,) der der Plane Partition 7 entsprechenden Familie von einander nicht
beriihrenden Gitterpunktwegen.

Auf diese Weise wird das Problem der Abzihlung von Plane Partitions auf das
Problem der Abzdhlung solcher Familien einander nicht beriihrender Gitterpunkt-
wege zuriickgefiihrt.

Die erzeugende Funktion w(us,v;) der Pfade von uy, = (s, —s) nach v; = (¢ +
t,m — t) ist, wie man sich leicht iiberlegt, ¢*¢ - heiy s(¢™°,¢7*, ..., ¢™ ). Nach
Korollar IV.16 erhalten wir

— 8¢,—s(ctt—s) m—-t+st+ct+t—s — 8(s—t) m+c
w(us,ve) = 4% c+t—s ) 1 c—s+it] -

(37)
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2. Berechnungen

Nach den Vorbereitungen des vorigen Abschnitts konnen wir uns auf die letzten

Berechnungen konzentrieren. Nach Satz I11.4 gilt

EF[PP; B(r,c,m)] = qXi=1® - det (y“l’”+cl>

1<s,t<r c—s—+t
q

T
_ [m+c]q qzl .
ile—i+r]d m+i— 1]

x det (¢ *c—s+rlg-le—s+t+1m+s—t+1],--[m+s—1],)

1<s,t<r
H [m + ¢! qz;zl[iz_i+(c+i)(z’_1)1 (_1)(;)
Cle—i+r)dm+i— 1],

—c—r\ .. . (=S _ ,—c—t—1 -s _ m—t+1\  ( —s _ m—1

X et [la™ =) () )

Nun wenden wir Lemma II.2 mit X; = ¢ %, A; = —¢ ¢ ' und B, = —¢™ ! an
und erhalten
J [m + ]!
EF[PP; B(r,c,m)] = H

c—i+r]! [m+i—1]
XQZMWAHwW4M4ﬂQ I =9 [ (7 - g™+

1<i<yi<r 2<i<j<r
_ (m+d) Th<icj<rld — dgMocicjarm + e+ 145 — il
[Ti<icrle =i+ 7] Th<icr [m + 0 — 1!
__(m+d )" H(r)g H(m + c+1)q H(c)g H(m),
(m+c)*Hm+c+1),H(r+c),H(m+r),
:H(m+c+r)q (m)gH(c)gH(r)y m+i+j—1],

(
H(m+c)gH(m+71)H(r +c¢), 1<i<r [L+37 -1l
1<j<e

(Fiir die Umformung der Produkte wurde die Hyperfaktoriellen-Notation verwen-
det, die am Ende von Kapitel IV, Abschnitt 2 eingefiihrt wurde.) Somit ist Satz V.1

bewiesen. m



KAPITEL VI

Symmetrische Plane Partitions

Das vorliegende Kapitel ist dem Beweis folgenden Satzes gewidmet:

SATZ VI.1. Die erzeugende Funktion aller symmetrischen Plane Partitions, die
in den Quader B(n,n,m) passen, ist
1—gmt-t 1 — g2(mtiti-1)

1— q2i—1 H

1<i<j<n

EF[sPP; B(n,n,m)] = ]

=1

1 — ¢2+-D (38)

BEMERKUNG. Diese Formel hat bereits P. MacMahon [15, Sect. 520] vermutet,
ohne sie allerdings beweisen zu kinnen. Sie wurde erst 1977 von G. Andrews [2] mit
Hilfe duflerst komplizierter hypergeometrischer Berechnungen bewiesen. Kurz danach
hat I. Macdonald [14, S. 52] mit Methoden aus der Darstellungstheorie einen villig
anderen Beweis geliefert. Fine weitere Moglichkeit, mit Hilfe der Darstellungstheorie
Satz VL1 zu zeigen, schlug J. Stembridge [23, S. 124] vor.

Hier werden wir einen neuen, mehr kombinatorischen, Beweis bringen. Der hier
beschrittene Weg wurde von C. Krattenthaler aufgezeigt [11] (der in [10, Theorem
13] wieder einen anderen Beweis bietet, wo sich iiber ein allgemeineres Resultat Satz

VI.1 als ein Nebenergebnis bzw. Spezialfall ergibt).

Zunichst sollen einige Aussagen iiber reihenstrikte Plane Partitions gemacht
werden, die uns dann fiir die Bewéltigung unserer eigentlichen Aufgabenstellung,
ndmlich der Abzdhlung der symmetrischen Plane Partitions, von groflem Nutzen

sein werden.

1. Reihenstrikte Plane Partitons

Man kann reihenstrikte Plane Partitons vom Rahmen A, wobei [(\) = r und alle
Teile < n, als Familie einander nicht beriihrender Gitterpunktwege aus P(u, v) mit
u; = (i, —i) und v; = (n+i—A;, \y—1i) (¢ =1,...,7) kodieren. Dabei bekommen die

49
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vertikalen Kanten Gewichte (# 1) und zwar w((a,b) = (a,b+1)) := xn_e_p, die den
Eintragungen der reihenstrikten Plane Partition entsprechen. (D. h. der i—te Pfad
entspricht der i—ten Reihe.)

BEeispPIEL VI.2. Angenommen, A = (2,2,1). Die reihenstrikte Plane Partition

7 vom Rahmen X\ wird auf folgende Weise kodiert:

U1
° >— ° ° ° °
0 2 Vg
4 2 t *+—o—o——
T = 3 2 41 2
2 ° b ° ° ° .
U1 3 U3
. *——— [} ——O .
U9 2
[} [} @o—o—> [} [}
Uus
. . . ° ° . .

Die erzeugende Funktion w(u, v) eines Pfades von v = (4, —i) nach v = (n+7, —j)
ist die elementarsymmetrische Funktion e;_;(z1,...,x,), wie man sich sehr leicht
iiberlegt. Mit der Konjugation A — A" und der Zuordnung xz; — ,,1_; erhilt man
aus reihenstrikten Plane Partitions vom Rahmen A sofort spaltenstrikte Reversed

Plane Partitions, also Tableaux, vom Rahmen ).

BEISPIEL V1.3. Aufgrund obiger Uberlegungen impliziert Satz III.4 die (duale
Form der) Jacobi-Trudi-Identitét:

sx(x) = det [ex_it;(x)] (39)
BEMERKUNG. Diese Formel mit x = (x1,...,2,) gilt auch fir n — oo. Da-

her kann man hier wie in anderen Fdllen, wenn man maoglichst allgemeine Aussa-
gen haben will, das Arqgument weglassen. Z. B. schreibt sich dann (39) kiirzer (und
prignanter)

sy= det [ex_;r1ql.
A= et Lexil
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Der niichste Satz, der, leicht modifiziert, [23, Theorem 7.1.] entnommen wurde,
wird uns fiir die Berechnung der erzeugenden Funktion der symmetrischen Plane

Partititions als willkommenes Werkzeug dienen.

SATZ V1.4, Sei gy = g1 = Y czei€ir- Es qult

(a) A12<21c Sy = lgg’ﬂsk(gs—t + Gsti—1)-

LR

BEWEIS. Im gerichteteten Zahlengitter I' bezeichne man mit u die Punktfolge
us = (s,—s) fiir s =1,...,r. Wir konnen reihenstrikte Plane Partitions mit Teilen
< n und hochstens 7 Spalten als Konfigurationen in Py(u; I) identifizieren, wobei
I'={(n+s,—s):s>1}. Nun wird Satz II1.6 angewandt. Im Falle » = 2k erhalten

WIr

Y osi= Jim pf[Q(us, ue)]1<s <2k
A <2k

Um diesen Grenzwert zu bestimmen, setzen wir in (13) w(u;,v;) = e;—; (fiir u; =
(¢, —i) und v; = (n+j4, —j)) und stellen fest, daBl Q(us, us) = ;s (auch fiir n — 00),
wobei
a= Y. eej—ee 1= Gi—Y gGi=g+g-1++9g-q-1-
j>i>0 i>—1 >l

Lemma II.13 zeigt, dal die Pfaffsche Form von ¢;_; gleich der Determinante der
(k x k)-Matrix mit (s,?)-Eintragung cs_¢+1 + €js—¢+3 + - - + Cs4¢1 ist. Indem wir
die s—te Reihe von der (s + 1)—ten (s = k — 1,...,1) subtrahieren und dann die
gleichen Operationen auf den Spalten durchfiihren, erhalten wir die Determinante
in (a), wie behauptet.

Fiir den Fall r = 2k + 1 fiigen wir einen Phantomknoten usy 2 zu u hinzu. Satz

IT1.6 impliziert

Z Sy = pf(%t)1gs<t52k+2,
A1<2k+1

wobei qg = ¢, (fiir s < t < 2k +2) und ¢z = 3; €; (fiir s < t = 2k + 2). Wéhrend
(gs¢) als eine schiefsymmetrische Matrix behandelt wird, subtrahieren wir jetzt die
s—te Reihe von der (s —1)—ten (s = 2,...,2k+2) und filhren dann dasselbe mit den
Spalten durch. Das ergibt eine Matrix, deren (s,t)-Eintragung ¢; s 1 — g _s+1 ist,

aufler in der letzten Reihe und Spalte; die letzte Spalte wird null sein, bis auf die
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(2k + 1)—te Reihe, wo ¥, e; steht. Diese Reihen— und Spaltenoperationen erhalten
die Pfaffsche Form, denn nach Korallar II.8 gilt

1 -1 0 1 0 0
0 1 ... 0 1 1 ...0
pf(A) =pf ||....o... Al 0 -1 ... 0
0 0 S
0 0 1 0 0 1

Wie in Beispiel I1.10 kénnen wir schlieflen, dafl die erhaltene Pfaffsche Form in ein

Produkt zerfillt, damit bekommen wir

Z S\ = Z ei - Pf(gr—s—1 — gt—s+1)1§s<t§2k-
A1 <2k41 i

Nach Anwendung von Lemma I1.13 ergibt sich, wie behauptet, die Determinante in

(b). O

2. Vorbereitungen

Jede symmetrische Plane Partition \, wobei Ay < n und alle Teile < m, kann
bijektiv auf eine rethenstrikte Plane Partition 1 mit ungeraden Eintragungen, p; <
m und Teilen < 2n — 1 abgebildet werden. Dabei geht man folgendermaflen vor: Die
symmetrische Plane Partition A besteht aus m Schichten symmetrischer linearer
Partitionen A\, i = 1,...,m (A® = Schnitt von A mit der Ebene z = 7), wobei
AD DN ... p\m) gilt.

Nun notiert man in der i—ten Reihe von p die (ungeraden) Hakenléngen (siehe
Kapitel IV, Abschnitt 3) der Hauptdiagonale von A®. Diese Bijektion ist offen-
sichtlich gewichtserhaltend, da |A| = X |AD| = 3 || = |/ gilt