Teilbarkeit ganze Zahlen

(Z,+,-) ganze Zahlen (Ring)  integer (number)
din:< (d¢g) n=dq dteilt n (d,n,q € Z)
d|n dTeiler von n dwvisor
1,—1,4n,—n unechte Teiler von n
1,—1 Einheiten in Z units
T(n):=>_4,1 Teilerfunktion
Anzahl der positiven Teiler
p prim : < 7(p) =2 Primzahl prime (number)
(# 1, keine echten Teiler)

(Division mit Rest) (3k,r) (eindeutig!)
(Yn,q) n=kq+r 0<r<n positiv kleinster Rest
(Vn,q) n=kq+r - (”;1) <r< (n;1)> absolut kleinster Rest
einige Figenschaften:

albAb|c = alc transitiv

albAb|la = a==b

also: (N, |) (teilweise) geordnet  partial order, poset
ferner: alb = a|bc

albAhalc = al|(b+c)

Definition:

a=bmodm:< m| (a—Db) kongruent

es gilt a=a (m) reflexiv

a=b = b=a symmetrisch

a=bANb=c = a=c transitiv

a=d ANb=b = a+b=d +V
und a=d ANb=bV = ab=a't

allgemein:

Eine Relation ist eine Kongruenzrelation,

wenn sie mit der Struktur vertréglich ist.
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Fuklid Teilbarkeit

(gewéhlt zu einem der schonsten Sétze der Mathematik)
sowie: ein Beweis aus ,,The Book“ (nach Pal Erdés)

(Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

denn: zu jedem n € N gibt es eine Primzahl p > n
N :=n!+ 1 ist durch kein k£ (2 < k < n) teilbar,

also sind alle Teiler (inklusive Primteiler) > n.

(a,b) grokter gemeinsamer Teiler
greatest common divisor
[a,b] kleinstes gemeinsames Vielfaches
least common multiple

(a,b) =1 a und b relativ prim

es gilt: Verband (N, |) lattice
dland|b = d]|(a,b) Infimum aNb
almAb|m = [a,b] | m Supremum a U b
sowie ab = (a, b)|a, b]
Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung von (a,b)
wegen (a,b) = (a,a — b) gilt 0bdA. a > b
(a,b) = (b,r) =: (a1, b1) fir a =bq+r
nach endlich vielen Schritten:
(a,b) =---=(an,0) =a,
FEinsetzen erqibt: by =r =a— bq etc.
(a,b) = a, = \a + ub (AN pez)
(a,b) =min{n > 0 | n € aZ + bZ}
(a,0)Z = aZ + bZ (Hauptideal)

Der grofte gemeinsame Teiler von zwei oder mehr Zahlen ist

die kleinste positive (ganzzahlige) Linearkombination dieser Zahlen.
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in Z oder N Primzahlzerlegung

(Fundamentallemma(-satz) der Zahlentheorie)

albcA(a,b)=1 = alc

Beweis: Euklidischer Algorithmus = (Z euklidisch)

l=Xa+upb = c=cha+ pb) = (Ac)a+ u(be) = alc [ |
(Spezialfall) pprim, p|bc = p|bVp|c p Primelement
(Definition) p irreduzibel (unzerlegbar)

p prim, (d | p) d.h. dd' =p = d oder d’ Einheit
ZPE = Zerlegung Primzahlen eindeutig

(Prim(zahl)zerlegung) (Z ist ein ZPE-Ring.)

Jede natiirliche (ganze) Zahl n kann als Produkt von Primzahlen,

n = pipP2 - - - Pk, geschrieben werden, und

die Darstellung ist bis auf die Reihenfolge (und Einheiten) eindeutig.

(Normalform) (eindeutig)
n = +p;Vps? . pi”) (e(r) =1, p1 <p2 <---<py)
n =422 p(k)erme (M) L= (41) Hpep(n) (ep(ry (n) > 0)
p prim
(Teiler) dln < ey(d) <ey(n) (Vp)
ep((m,n)) = min(e,(m), e,(n)) ep([m,n]) = max(e,(m), ep(n))
(m,n) = Hpmin(ep(m),ep(n)) [m,n] = Hpmax(ep(m),ep(n))
p prim p prim
Anzahl der Teiler (in N) Summe der Teiler

T(n) =>4, 1 o(n) =3 g, d
T(n) = H(ep(n) + 1) o'(n) = H(l +p+-- .pep(”))

p prim
pep(n)—|—1 -1
(o(n) =2n < :n vollkommen (Euklid) ) — H v T

-1
p prim p
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Der ZPE-Satz Teilbarkeit

Jede natiirliche Zahl (grofer 1)
ist kann als Produkt von Primzahlen geschrieben werden
und die Faktoren sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.
Beweis: sein > 2
Existenz Induktion nach n
Induktionsanfang: n = 2 2=2
Induktionsannahme: k<n = k=pips---ps
Induktionschritt:
entweder n hat keine echten Teiler = n prim n=mn
oder n=nino mit 1 < ni,ne <n

Induktionsannahme = ni; = pips---ps
und = no =qiq2- - q
= n=pip2---Psqiq2---q:
Eindeutigkeit
Induktionsanfang: n = 2 2=2
Induktionsannahme:
k<nund k=pipa--ps=qq2 - @
= s =t und die p; sind eine Permutation der g;
Induktionschritt: n=piP2---Ps =q1q2 - Gt
es gilt p1l (g2 -qt)
also (Fundamentalsatz)
p1 teilt einen der Faktoren (g;,)
P1 | G5, = p1=qj, da: gj, prim und p; > 1
also n > Jb = o =Py Ps = 12 Qjo—1Gjo+1 " G
und laut Induktionsannahme folgt:
die p; und die g; sind dieselben Faktoren

(Variante) sei zusatzlich oBdA. p1 < ps < ---ps,
g1 <q2<---qgund py < qq
= p<qa<g,=p1 = p1=aqa(=q)

also: n>p2p3...pszpll:%:qzq?’...qt
und daher laut Induktionsvoraussetzung:

(s—=1)=(t—1)und po = g2, p3 =q3, - - -, Ds = ¢s(= qr) |
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