Linearkombination Vektorraum

Vektorraum V' (iiber K) Vektoren v € V, Skalare A € K

(Definition) Ein Vektor v heifit

Linearkombination der Vektoren v; (i =1,...,n)

falls v = Z A\iV; (fiir passende \;).
i=1

Man sagt auch: v ist als Linearkombination der v; darstellbar.

Der Nullvektor ist durch jede (nicht-leere) Menge von Vektoren darstellbar:

0= Z 0 - v;, die triviale Darstellung
i=1

(Es gilt:)
Die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren einer Menge S C V
ist ein Teilraum, der von S erzeugte (oder aufgespannte) Teilraum.

Wir schreiben: (S :=<wv|v= Z)\ivi,vi eS,\eK,n=12,.. }
i=1
Es gilt: (S) ist der kleinste Teilraum der S enthélt.

und: (S) ist der Durchschnitt aller Teilrdume, die .S enthalten.
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linear (un)abhingig Vektorraum

S heift linear unabhingig (oder: ist eine linear unabhéngige Menge)
> der Nullvektor ist nur trivial durch (paarweise verschiedene)
Vektoren aus S darstellbar

d.h. es gilt: o = ZO -v; (v; €5) = (Fiy # i) vy, = v, V (Vi) Ay =0

=1

S heikt linear abhéingig (oder: ist eine linear abhéngige Menge),
= S ist nicht linear unabhingig

= Der Nullvektor ist eine nicht-triviale Linearkombination
von Vektoren aus S

d.h. es gilt: 0= Z)\Z - Vi (’Ui €58, 7&] = U; 7& 'Uj) = (\V/’L) A =0
i=1

(Definition) Basis eines Vektorraums

B C V heikt Basis, wenn B linear unabhéngig ist und V' erzeugt.

B ist Basis von V' & B ist eine maximale linear unabhéngige Menge

& B ist eine minimale V' erzeugende Menge

< jedes v € V ist (bis auf die Reihenfolge)

auf genau eine Art Linearkombination von Vektoren aus B
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R"™ und C™ Vektorraum

Vektorraum K" = Menge der geordneten n-tupel iiber K
re K" x=(x;) = (21,%2,...,Tp) rneK,i=1,....n
z,y e K" r+y = (x;+vy) Addition
ANeK,ze K" Az o= (Az;) Multiplikation mit Skalar
Einheitsvektoren ey == (Jx;) € K™ k=1,...,n
Standardbasis (kanonische Basis) E = {ey} e= (ey e ... ey)
es qilt: K"sz=(x;) = Z xi€; Basisdarstellung
i=1
X1
€2
daher: [x]p = .l eMys Koordinaten(-vektor)
Tn
X1
o "
und elzlp=(e1 e ... en) ) :inei:xeK”
=1
‘Tn
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Basis und Koordinaten Vektorraum

endlichdimensionaler Vektorraum V' (iiber K) dimV =n
Basis B = {by,...,b,} Basisvektoren b;, i =1,...,n
b= (b by ... by) (1 x n)-Matrix (mit Vektoren als Elementen!)
(Koordinaten-)Darstellung (beziiglich B)
(eindeutig!) Koordinaten v; € K
U1
Vov= Zvibi — [ = | € M, 1 Spaltenvektor
1=1 -
— (v)p = (v1,v2,...,0,) € K"
Es ist: v="> [v]gund (v)g =€ [v]B
Die Abbildungen [B:V —=My1, vi—[v]p
und ()p:V—>K" v— (v)p
sind bijektive lineare Operatoren (Isomorphismen)
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