
Idee: Äquivalenzklassen Zahlen, und neue ZahlenDie ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemaht,alles andere ist Menshenwerk.Leopold KronekerDie Zahlen sind freie Shöpfungen des menshlihen Geistes,sie dienen als ein Mittel, um die Vershiedenheit der Dingeleihter und shärfer aufzufassen.Rihard Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? 1887natürlihe Zahlen N natural numberspositive natürlihe Zahlen N+ := N \ {0}Monoide (N, +), (N+, ·) (N,≤) wohlgeordnet (verträglih)Erweitern von N N → Z ( Lösen von n + x = m )ganze Zahlen Z integer, integer (whole) number(Shule) Z := {+,−} × Nmit n = +n, 0 = +0 = −0 und (−n) · (−m) := n · m et.Quotientenbildung ( Monoid → Gruppe )
Z := (N × N)/≡ mit (n, m) ≡ (n′, m′) := n + m′ = n′ + manalog: N+ → Q+ ( Lösen von n · x = m )
Q+ := (N × N)/≡ mit (n, m) ≡ (n′, m′) := n · m′ = n′ · m(allgemeiner)Erweitern von Z: Z → Q ( Lösen von n · x = m )rationale Zahlen Q (Quotientenkörper) rational numbers(SS 07) Grundideen R.1 [ 26. April 2007 1.12 ℄



der Quotientenkörper der ganzen Zahlen rationale ZahlenJeder Integritätsbereih (mit Eins) kann (auf genau eine Art)zu einem (kleinsten) Körper(Quotientenkörper) erweitert werden.
R Integritätsbereih (mit 1) (notwendig: nullteilerfrei!)( F Körper ) R ⊂ F ⇒ Q = 〈R〉

Q =
⋂

{G, R ⊂ G ⊂ F} (G Unterkörper)Unterkörper Q von R in F erzeugtKonstruktion von Q (allgemein: niht Teil eines Körpers!)Motivation: (r, s) ↔ sx = r (s 6= 0) (eindeutige) Lösung( s(x − x′) = r − r ) sx = 0 (s 6= 0) ⇒ x = 0 ⇔ nullteilerfrei
sx = r und (ts)x = (tr) gleihe Lösung

R × (R \ {0}) (r, s) + (r′, s′) := (rs′ + r′s, ss′) (Brühe!)
(r, s)(r′, s′) := (rr′, ss′) (fast Ring)Kongruenzrelation auf R × (R \ {0}) ( N = {(0, s), s ∈ R} )

(r, s) ≡ (r′, s′) :⇔ rs′ = r′s (s 6= 0)Quotientenkörper Q := R × (R \ {0})/≡ ( R × (R \ {0})/N )(Einbettung von R) ( Isomorphismus R → ι(R) )
ι : R → Q

r 7→ (r, 1)(Charakterisierung)Jede Einbettung µ : R → F (µ injektiv, F Körper)kann zu einer Einbettung ϕ : Q → F (eindeutig)erweitert werden: ϕ ◦ ι = µ, ϕ(Q) = 〈R〉Beispiele: Z → Q rationale Zahlen
(a ∈ N) Z(

√
a) → Q(

√
a) (quadratishe Zahlkörper)speziell: Z(

√
−1) ⊂ Q(

√
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