Idee: Aquivalenzklassen Zahlen, und neue Zahlen

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,

alles andere ist Menschenwerk.

Leopold Kronecker

Die Zahlen sind freie Schopfungen des menschlichen Geistes,
sie dienen als ein Mittel, um die Verschiedenheit der Dinge
leichter und schéarfer aufzufassen.

Richard Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen? 1887

natiirliche Zahlen N natural numbers

positive natiirliche Zahlen NT :=N\ {0}

Monoide (N, +), (N*,.) (N, <) wohlgeordnet (vertriglich)
Erweitern von N N—Z ( Lésen vonn+x=m )
ganze Zahlen Z integer, integer (whole) number
(Schule) Z={+,-}xN

mit n =4n, 0 =+0= —0 und (—n) - (—m) =n-m etc.

Quotientenbildung ( Monoid — Gruppe )
Z=(NxN)/= mit (n,m)=(n',m') =n+m'=n"4+m
analog: Nt — Q* ( Lésen vonn-x=m )
Qt = (NxN)/= mit (n,m)=(n',m')=n-m' =n"-m
(allgemeiner)

Erweitern von Z: Z—Q ( Losen vonn-x=m )
rationale Zahlen Q (Quotientenkorper) rational numbers
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der Quotientenkorper der ganzen Zahlen rationale Zahlen

Jeder Integritdtsbereich (mit Eins) kann (auf genau eine Art)
zu einem (kleinsten) Korper

(Quotientenkirper) erweitert werden.

R Integritétsbereich (mit 1) (notwendig: nullteilerfrei!)
( F Korper ) RCF = Q=(R)
Q=N{G,RCcGCF} (G Unterkorper)
Unterkorper Q@ von R in F erzeugt
Konstruktion von ) (allgemein: nicht Teil eines Korpers!)
Motivation: (r,s) < sx=r(s#0) (eindeutige) Lisung
(s(x—2')=r—r) sz=0(s#0) = =0 & nullteilerfrei
st =r und (ts)x = (tr) gleiche Lisung
R x (R\ {0}) (r,s)+ (r',s") = (rs’ +1's, s5") (Briiche!)
(r,s)(r',s") = (rr', ss’) (fast Ring)
Kongruenzrelation auf R x (R \ {0}) (N ={(0,s),s € R} )
(r,s)=(r',s") & rs=r's (s #0)
Quotientenkorper Q=Rx(R\{0})/= (Rx(R\{0})/N )
(Einbettung von R) ( Isomorphismus R — «(R) )
L R — @
r o— (1)
(Charakterisierung)
Jede Einbettung pw:R—F (u injektiv, F' Korper)
kann zu einer Einbettung p:Q —F (eindeutig)
erweitert werden: poir=p, p(Q)=(R)
Beispiele: 7 — Q rationale Zahlen
(a € N) Z(\/a) — Q(\/a) (quadratische Zahlkorper)

speziell: Z(v/-1) cQ(v/-1) cC

Polynomfunktionen — rationale Funktionen
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