
eine typishe Anwendung Das Zornshe LemmaIt's elementary, dear Watson! (Sherlok Holmes)Theorem: Every vetor spae has a basis.Proof A: Obvious. (Consider the linearly independent subsetsand apply the Lemma of Zorn.)Beweis B:Die Menge der linear unabhängigen Teilmengen eines Vektorraumswird durh die Inklusion ⊂ induktiv geordnet,denn die Vereinigung einer Kette linear unabhängiger Mengenist ebenfalls linear unabhängig und daher obere Shranke.Nah dem Zornshen Lemma gibt eseine maximale linear unabhängige Menge, i.e., eine Basis.Beweis C:Sei V Vektorraum und U := {U ⊂ V | U linear unabhängig}Sei K ⊂ U eine Kette (linear geordnete Menge) in (U ,⊂).Dann ist K =
⋃

K ∈ U , (denn zu jeder endlihen Teilmenge S ⊂ Kgibt es ein U ∈ K mit S ⊂ U , also ist S linear unabhängig,)und daher obere Shranke von K (wegen U ⊂ K, ∀U ∈ K).Somit ist das Zornshe Lemma anwendbarund es gibt ein maximales Element B ∈ U .
B ist Basis von V , denn andernfalls gäbe es ein b ∈ V ,das von B linear unabhängig ist,daher B 6= B ∪ {b} ∈ U , also B niht maximal.Proposition 1: Seien Ui (i ∈ I) linear unabhängige Teilmengeneines Vektorraums. Gilt für beliebige i, j ∈ I stets

Si ⊂ Sj oder Sj ⊂ Si, so ist S :=
⋃

i∈I Si linear unabhängig.Beweis: Seien vk ∈ S (k = 1, . . . , n), ⇒ vk ∈ Sik
(für jedes k),

⇒ vk ∈ S0 (S0 gröÿte der Mengen Sik
), ⇒ vk linear unabhängig.Proposition 2: Sei V Vektorraum. Es gilt:

B maximale linear unabhängige Menge ⇒ B Basis.Beweis: Sei B maximal, aber der von B erzeugte Teilraum
〈B〉 6= V ⇒ (∃v)v ∈ V, v 6∈ 〈B〉 ⇒ B′ := B ∪ [v] linear unabhängig

B ⊂ B′, B′ 6= B ⇒ B niht maximal. Widerspruh!Korollar (Beweis D): Die linear unabhängigen Mengen von Vektorensind (bezüglih ⊂) induktiv geordnet (Proposition 1)und haben daher ein maximales Element B (Lemma von Zorn).
B ist eine Basis (Proposition 2).prerequisits: vetor spae, linear independene, basis(SS 07) Grundideen ZL [ 26. April 2007 1.9 ℄


