einige Grundbegriffe konvexe Mengen

eine Menge ist konvex = mit je zwei Punkten
gehort auch die Verbindungsstrecke zur Menge
M konvex < (VP,Q € M) [PQ] C M
M sternformig < (P € M) :VQ [PQ| C M

(M beschrinkt) M konvex < jede Gerade durch inneren Punkt
schneidet Rand in genau zwei Punkten
M konvex, P Randpunkt: die Strahlen

von P zu den Punkten von M bilden konveres Strahlenbiischel
sie bestimmen den Winkel bei P
daher: in jedem Randpunkt gibt es eine Stiitz(hyper)ebene
reguldarer Randpunkt & genau eine Stiitzebene, gestreckter Winkel
Randpunkt ist Ecke (singuldrer Punkt) < mehr als eine Stiitzebene
strikt konvex <= nur ein Randpunkt je Stiitzebene
Stiitzebenen paarweise parallel:

Durchmesser: grofiter Abstand < langste Sehne (orthogonal)
Dicke: kleinster Abstand <« kiirzeste Sehne (orthogonal)
Der Durchschnitt konvexer Mengen ist konvex

((Trennungs-)Satz von Hahn-Banach)
Zu je zwei disjunkten abgeschlossenen konvexen Mengen
gibt es eine trennende (Hyper-)Ebene
(orthogonal zur Strecke des kiirzesten Abstands)
konvexe Hiille = kleinste konvexe Obermenge
convS ={C|ScCeC} (ist konvex!)
convS=N{H|SCHeH}

(in Vektorriumen) die Summe konvexer Mengen ist konvex
Ch+Cy = {’U | UV = VU1 + Va2, V; ECZ}

z.B. Vergroferung C'+ K, von C' um r K, = Kreis mit Radius r
z.B. Parallelepiped als Summe von Intervallen
(Minkowski-Geometrie) (Norm, Metrik)

(zentralsymmetrische) konvexe Menge C' = —C' als Einheitskugel
|z| =1inf {\ > 0|z € \C}

Bemerkung: konvexe Mengen sind quadrierbar (haben Jordan-Inhalt)
der Rand konvexer Mengen ist rektifizierbar (hat Linge)
Notation: C abgeschlossene konvexe Mengen, H Halbebenen(-rdume)
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oder: das Problem der Dido das isoperimetrische Problem

Das geht auf keine Kuhhaut!

(. . . auch wenn das eine andere Geschichte ist)

Welche Figur hat bei gegebenem Umfang die grofste Flache?
oder
Welche Figur hat bei gegebener Fliche den kleinsten Umfang?

formal: C(L) ={C'| C konvex, Umfang L}

M(C(L)) =sup{F(C)|C eC(L)} < oo !
gesucht: Cy € C(L) mit F(Cypr) = M(C(L))  sup ist max ?
(heikle Frage) Was ist die umschlossene Fliche?

Gibt es die umschlossene Fliche?
(Antwort) Jordanscher Kurvensatz!
Beobachtung 1: Eine Losung muf konvex sein.

Beobachtung 2:
Es geniigt, durch einen Durchmesser halbierte Figuren zu betrachten.
Beobachtung 3:
Zu jeder Figur aufler einem Kreis gibt es
eine Figur mit gleichem Umfang, aber groerer Fléche.
daher:
Wenn es eine Losung gibt, dann ist diese der Kreis.
da: die Menge {F'(C) | C € C(L)} der Flicheninhalte
ist beschrankt und abgeschlossen =
Der Kreis ist die (einzige) Losung des isoperimetrischen Problems.
(isoperimetrische Ungleichung) AnF < L?

(Kompaktheitsaussage)
Jede Menge abgeschlossener konvexer Mengen {C' | C' > P}
(um einen Punkt P) mit Umfang L hat einen Haufungspunkt.
Metrik fiir abgeschlossene konvexe Mengen:
d(Cl, 02) = maxp, ec, d(Pl, 02) + maxp,cc, d(PQ, Cl)

wobei d(P,C) = mingec d(P, Q)
aquivalent dazu: Hausdorff-Metrik

dH(Cl, Cg) = max{maXplecl d(Pl, CQ), maxp,cc, d(Pg, 01)}
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