von der Algebra zur Geometrie, und retour . .. Streckenrechnung

A%(K) = K? affine Ebene iiber Grundkérper K

(allgemeine) affine (Inzidenz-)Ebene As
Basispunkte der Standard-Koordinaten:
o=(0,0), eg =(1,0), ea = (0,1) Koordinatenachsen k1, ko
Basispunkte eines (allgemeinen) Koordinatensystems:
O, FE, Ey 3 Punkte in allgemeiner Lage O, FE, Ey

Achsen k1 = OFEq und ko = OF,

Hilbertsche Streckenrechnung

gegeben: X, Y auf k (k= k1)
a:Acalk(a#k) Hilfslinie parallel k 0BdA. A = Es
b:Yeb||OA—B:=bnNa Parallelogramm OY BA
c:Bec|| XA—-C=cnk Parallelogramm XCBA

C : Summe von X und Y

(Langen:) XC=AB=0Y - 0C=0X+XC=0X+0Y
a:0€a(a#k) Hilfslinie durch O 0BdA. a = ks
A:Aca(A#0) Hilfspunkt auf a 0BdA. A = Es
b:Y eb|| E1A— B:=bNa Dreieck OF1 A dhnlich OY B
c:Bec| XA—-C:=cnk Dreieck OX A dhnlich OCB

C : Produkt von X und Y
X =(0,2),Y =(0,y) — C = (0,zy)

(Lingen:) OF,:0Y =0A:0B=0X:0C
gegeben: P
a:Pecal|ky—A=anNk Projektion parallel ko
b:Pecbl| kg —B=bNky Projektion parallel kq
c:Bec|E1Ey—C=cNk Dreieck OCB dhnlich OFE; Es
P = (A, C) Koordinaten von P
P=(z,y) — A= (0,2), C=(0,y) (beziiglich O, E, Es )

Konstruktionen unabhdingig von der Wahl der Hilfspunkte und -linien
affine Abbildungen O, Eq, E5 — O', E{, Ej sind Isomorphismen
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Symmetrien der Ebene affine Ebene: Automorphismen

Kollineation
Peg = aPecag Automorphismengruppe A
Spezialfall:
gl ag (Fernpunkte sind Fizpunkte)
es gilt: g>PaP = ag=g (Fizgerade)
daher: aP=P g>5P = ag=g (Fizgerade)

(1. Fall: kein Fizpunkt)
Translation 7
(VP) TP # P kein (eigentlicher) Fizpunkt
es gilt: (3h) g=719 < g|lh Schar von parallelen Fizgeraden
(2. Fall: genau ein Fizpunkt)
Streckung (Dilatation) §
(35) 05 =S5 Zentrum von 0 ein (einziger) Fizpunkt
es gilt: g=46g < g> 8 Biischel von Fixgeraden
(3. Fall: mindestens zwei Fizpunkte)
Identitét ¢

(gilt als) Translation und Streckung
P#Q, .P=P, 1Q=0Q (mehr als) zwei (eigentliche) Fixpunkte
= (VR)LtR=R — jeder Punkt ist Fixpunkt
denn: R ¢ PQ = «(PR)= PR, (QR)=QR
= (R=1(PRNQR)=PRNQR=R
und SePQ = (SR)=SR
= 1S =1(PQNSR)=PQNSR=S
Translationsgruppe 7 alle Translationen
(Untergruppe) T, Translationen mit 7g = ¢
Streckungsgruppe Dg (mit Zentrum S) Streckungen mit 65 = S
Seg 7, < additive algebraische Struktur
(S#FE€g) Dg « multiplikative algebraische Struktur
TA €Ty mit TS = A — A X=X+A
0p € Dg mit 0K = B — opX=B-X
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vom allgemeinen zum besonderen (affine) Ebenen: Klassifikation

Hilfsmuttel:
geometrisch algebraisch-geometrisch algebraisch

Automorphismen(gruppen)

Schliefungssétze Koordinaten(struktur)
allgemeine affine Ebene Ternarkorper
Basis O, Eq, Eo terndre Operation T(X,Y,Z)
(Streckenrechnung) =X-Y+Z
T(X,Y,Z)=(X -Y)+Z mit X -Y =T (X,Y,0)
und X +Y =T(X,E,Y)
viele Zwischenschritte: Loop, Doppelloop,
kartesische Gruppe, etc.
(p) kleiner Pappus Streckenaddition + kommutativ
(d) kleiner Desargues (Veblen- Wedderburn-System,)
Translationsebene:

T transitiv: zu P und Q gibt es TP = Q

(D) Desargues Streckungen linear transitiv Schiefkorper

zu P und Q und S € PQ gibt es 6P = Q (6 € Dg)
Achsenaffinititen linear transitiv
Affinitdten transitiv auf Dreiecken

(P) Pappus-Pascal Korper

Streckenmultiplikation - kommutativ
(Satz) = (Satz von Wedderburn,)
Jede endliche desarguessche Ebene Jeder endliche Schiefkérper
ist pappussch. ist kommutativ, d.h. Kérper

Achsenaffinitit: Gerade von Fizpunkten (Achse)
Affinitat: Produkt von Achsenaffinititen

(fiir Koordinatenschiefkorper:)
Affinitaten: o X = AX + P mit )\ linear
Kollineationen: aX = AX + P mit )\ semilinear

¢V — V'’ semilinear = (v +w) =o(v) + P(w)
(wobei ¢ Isomorphismus des Grundkorpers) d(Av) = o(N)d(v)
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