
von der Algebra zur Geometrie, und retour . . . Strekenrehnung
A

2(K) = K2 a�ne Ebene über Grundkörper K(allgemeine) a�ne (Inzidenz-)Ebene A2Basispunkte der Standard-Koordinaten:
o = (0, 0), e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) Koordinatenahsen k1, k2Basispunkte eines (allgemeinen) Koordinatensystems:
O, E1, E2 3 Punkte in allgemeiner Lage O, E1, E2Ahsen k1 = OE1 und k2 = OE2Hilbertshe Strekenrehnunggegeben: X, Y auf k (k := k1)

a : A ∈ a ‖ k (a 6= k) Hilfslinie parallel k oBdA. A = E2

b : Y ∈ b ‖ OA → B := b ∩ a Parallelogramm OY BA

c : B ∈ c ‖ XA → C := c ∩ k Parallelogramm XCBA

C : Summe von X und Y

X = (0, x), Y = (0, y) → C = (0, x + y)(Längen:) XC = AB = OY → OC = OX + XC = OX + OY

a : O ∈ a (a 6= k) Hilfslinie durh O oBdA. a = k2

A : A ∈ a (A 6= O) Hilfspunkt auf a oBdA. A = E2

b : Y ∈ b ‖ E1A → B := b ∩ a Dreiek OE1A ähnlih OY B

c : B ∈ c ‖ XA → C := c ∩ k Dreiek OXA ähnlih OCB

C : Produkt von X und Y

X = (0, x), Y = (0, y) → C = (0, xy)(Längen:) OE1 : OY = OA : OB = OX : OCgegeben: P

a : P ∈ a ‖ k2 → A := a ∩ k1 Projektion parallel k2

b : P ∈ b ‖ k1 → B := b ∩ k2 Projektion parallel k1

c : B ∈ c ‖ E1E2 → C := c ∩ k1 Dreiek OCB ähnlih OE1E2

P = (A, C) Koordinaten von P

P = (x, y) → A = (0, x), C = (0, y) (bezüglih O, E1, E2 )Konstruktionen unabhängig von der Wahl der Hilfspunkte und -liniena�ne Abbildungen O, E1, E2 → O′, E′

1
, E′
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Symmetrien der Ebene a�ne Ebene: AutomorphismenKollineation
P ∈ g ⇒ αP ∈ αg Automorphismengruppe ASpezialfall:
g ‖ αg (Fernpunkte sind Fixpunkte)es gilt: g ∋ P, αP ⇒ αg = g (Fixgerade)daher: αP = P, g ∋ P ⇒ αg = g (Fixgerade)(1. Fall: kein Fixpunkt) Translation τ

(∀P ) τP 6= P kein (eigentliher) Fixpunktes gilt: (∃h) g = τg ⇔ g ‖ h Shar von parallelen Fixgeraden(2. Fall: genau ein Fixpunkt)Strekung (Dilatation) δ

(∃S) δS = S Zentrum von δ ein (einziger) Fixpunktes gilt: g = δg ⇔ g ∋ S Büshel von Fixgeraden(3. Fall: mindestens zwei Fixpunkte)Identität ι(gilt als) Translation und Strekung
P 6= Q, ιP = P, ιQ = Q (mehr als) zwei (eigentlihe) Fixpunkte
⇒ (∀R)ιR = R → jeder Punkt ist Fixpunktdenn: R 6∈ PQ ⇒ ι(PR) = PR, ι(QR) = QR

⇒ ιR = ι(PR ∩ QR) = PR ∩ QR = Rund S ∈ PQ ⇒ ι(SR) = SR

⇒ ιS = ι(PQ ∩ SR) = PQ ∩ SR = STranslationsgruppe T alle Translationen(Untergruppe) Tg Translationen mit τg = gStrekungsgruppe DS (mit Zentrum S) Strekungen mit δS = S

S ∈ g Tg ↔ additive algebraishe Struktur
(S 6= E ∈ g) DS ↔ multiplikative algebraishe Struktur
τA ∈ Tg mit τS = A ↔ τAX = X + A

δB ∈ DS mit δE = B ↔ δBX = B · X(Geometrie) P.Sh. SS 08 KEb [ 10. April 2008 2.11 ℄



vom allgemeinen zum besonderen (a�ne) Ebenen: Klassi�kationHilfsmittel:geometrish algebraish-geometrish algebraishAutomorphismen(gruppen)Shlieÿungssätze Koordinaten(struktur)allgemeine a�ne Ebene TernärkörperBasis O, E1, E2 ternäre Operation T (X, Y, Z)(Strekenrehnung) = X · Y + Z

T (X, Y, Z) := (X · Y ) + Z mit X · Y := T (X, Y, O)und X + Y := T (X, E1, Y )viele Zwishenshritte: Loop, Doppelloop,kartesishe Gruppe, et.(p) kleiner Pappus Strekenaddition + kommutativ(d) kleiner Desargues (Veblen-Wedderburn-System)Translationsebene:
T transitiv: zu P und Q gibt es τP = Q(D) Desargues Strekungen linear transitiv Shiefkörperzu P und Q und S ∈ PQ gibt es δP = Q (δ ∈ DS)Ahsena�nitäten linear transitivA�nitäten transitiv auf Dreieken(P) Pappus-Pasal KörperStrekenmultiplikation · kommutativ(Satz) ⇐ (Satz von Wedderburn)Jede endlihe desarguesshe Ebene Jeder endlihe Shiefkörperist pappussh. ist kommutativ, d.h. KörperAhsena�nität: Gerade von Fixpunkten (Ahse)A�nität: Produkt von Ahsena�nitäten(für Koordinatenshiefkörper:)A�nitäten: αX = λX + P mit λ linearKollineationen: αX = λX + P mit λ semilinear

φ : V → V ′ semilinear :⇔ φ(v + w) = φ(v) + φ(w)(wobei ̺ Isomorphismus des Grundkörpers) φ(λv) = ̺(λ)φ(v)(Geometrie) P.Sh. SS 08 KE [ 10. April 2008 2.11 ℄


