
Was heiÿt symmetris
h? SymmetrieBeginnend mit der etwas vagen Vorstellung vonSymmetrie als Harmonie der Proportionen . . .Hermann Weyl, Symmetrie (Vorwort, p.7)(ins Deuts
he übersetzt von Lulu Be
htolsheim, Basel 1955)Symmetrie von geometris
hen Figuren/Körpern (�gure,body)Was ist ein Polygon/Polyeder/Körper? (polygon, polytope, polyhedron)geometris
h/topologis
h: Teilmenge des Raums Ed (Rd)(inklusive/exklusive Inneres / Rand)abstrakt/kombinatoris
h E
ken, Kanten, Seiten und deren Inzidenzkonvexer Polyeder ↔ konvexe Hülle der E
kenoder: ↔ S
hnitt von Halbräumenz.B. d-dimensionaler Würfel ↔ 2d E
ken ↔ 2d Halbräume(wi
htig für Komplexität von Algorithmen)Symmetrie Invarianz gegenüber gewissen AbbildungenSymmetrieabbildungen meist: Bewegungen (Isometrien)allgemeiner: Ähnli
hkeitsabbildungen, et
.Symmetriegruppe (einer Figur): ↔ Fixgruppe der Figurenthält: alle Symmetrieabbildungen, die die Figur invariant lassen(�auf si
h abbilden�)Polygon (n-gon) Drehungen und Spiegelungen
δ = 2π/n kleinste Drehung (orientierungstreu)
Cn =

{

δk
∣

∣ 0 ≤ k ≤ n − 1
} zyklis
he Gruppe (Ordnung n)

ε = δ0 = δn neutrales Element
σ Spiegelung
Dn = Cn ∪ σCn Dieder-Gruppe (Cn ⊳ Dn)[ 06a ℄ P.S
h. SS 08 (Geometrie) [29.05.2008 3.8℄



Vermis
htes Symmetriegruppen: EbeneDie Symmetriegruppe einer bes
hränkten Figurbesteht aus Drehungen und (eventuell) Drehspiegelungenmit einem gemeinsamen Fixpunkt (Drehzentrum).Beweis (Ebene): S(C) Symmetriegruppe von C

(∃b) (∀x) x ∈ M ⇒ |x| < b M ⊂ R
d bes
hränktTranslation τ (∃N)

∣

∣τN (x)
∣

∣ > b ⇒ τ 6∈ S(C)Ebene: Drehungen δP und δQ (Drehzentren P und Q)
P 6= Q ⇒ δP · δQ · δ−1

P · δ−1

Q Translation ⇒ P = QDrehspiegelung σP ⇒ σ2
P = δP (Drehung) (Drehzentrum P )Spiegelung σ, δ Drehung um P ⇒ σ−1 · δ · σ Drehung um σ−1(P )

⇒ P = σ−1(P ) ⇒ P auf Spiegela
hse(Ebene) S(C) diskret ⇒ O(X) diskret ⇒ endli
h
∃X ′ ∈ O(X) 0 6= α = 6 X ′PX minimal(P gemeinsames Drehzentrum)
δβ,P ∈ S(C) ⇒ kα ≤ β < (k + 1)αalso: X ′′ := δ−1

β,P δk+1

α,P ∈ O(X) mit 0 ≤ 6 X ′′PX < α

⇒ X ′′ = X ⇒ β = kα

Cn = 〈δα,P 〉 zyklis
he Gruppe der Ordnung n n = 2π/α

⇒ S(C) ∼= Cn oder S(C) ∼= Cn ∪ σCn
∼= DnProdukt (Zusammensetzung) von Drehungen:Dreie
k ABC α = 6 CAB, β = 6 ABC, γ = 6 BCA

⇒ δ2γ,C · δ2β,B · δ2α,A ist die Identitätdenn: (mit Spiegelungen σ an den Dreie
ksseiten)
δ2γ,C · δ2β,B · δ2α,A = (σCA · σBC) · (σBC · σAB) · (σAB · σCA)

= σCA · (σBC · σBC) · (σAB · σAB) · σCA = εKorollar:
δα,A, δβ,B Drehungen (Drehwinkel α, β, Drehzentren A, B)

⇒ δβ,B · δα,A = δ−γ,Cwobei ABC Dreie
k mit α/2 = 6 CAB, β/2 = 6 ABC, γ/2 = 6 BCA(au
h ni
hteuklidis
h: elliptis
h, hyperbolis
h!)[ 06b ℄ P.S
h. SS 08 (Geometrie) [29.05.2008 3.8℄


