
und die hyperbolis
he Ebene konforme Abbildungenkomplexe Zahlenebene C

z = x + iy = r exp(iϕ) = r(cos ϕ + i sinϕ) (Euler)Betrag r = |z| =
√

x2 + y2Argument ϕ = arg z = arctan(y/x)

z1z2 = r1 exp(iϕ1)r2 exp(iϕ2) = r1r2 exp(i(ϕ1 + ϕ2))(geometris
h) Produkt der Beträge, Summe der Argumente
z 7→ z + z0 Translation (um z0)
z 7→ z0z Drehstre
kung (mit Zentrum 0)Stre
kung um |z0| und Drehung um arg(z0)

z 7→ 1/z Inversion (am Einheitskreis |z| = 1)
z 7→ 1/z Inversion und Spiegelung (an reeller A
hse)(erzeugt von: z + z0, z0z, 1/z)
z 7→

az + b

cz + d
Möbius-Transformation (ad − bc 6= 0)konform (winkeltreu)läÿt Doppelverhältnis unverändertDoppelverhältnis: (a, b; x, y) :=

x − a

x − b

y − b

y − areell ↔ vier Punkte auf Kreis (oder: Gerade)(entspri
ht:) [z0, z1] 7→ [dz0 + cz1, bz0 + az1] (über C)projektive Abbildung der projektiven Geraden
{z | |z| < 1} (o�ener Einheitskreis)hyperbolis
he Ebene(Poin
aré) Gerade ↔ Kreisbogen(orthogonal zu Einheitskreis)Metrik ↔ Logarithmus des Doppelverhältnisses(mit den idealen Punkten)orientierungstreue Bewegungen (Isometrien) der hyperbolis
hen Ebene

↔ Möbius-Transformationen mit: Einheitskreis 7→ EinheitskreisSpiegelung (an Gerade) ↔ Inversion (an Kreisbogen)Bewegung ↔ Produkt von (bis zu) drei Spiegelungen (Inversionen)[ 08a ℄ P.S
h. SS 08 (Geometrie) [11.06.2008 3.8℄



Gerade, Kreis, Ebene Kreisverwandts
haften
C∗ := C ∪ {∞}(komplexe) Riemanns
he (Zahlen-)Kugel projektive komplexe Geradekomplexe Zahlenebene Cstereographis
he Projektion π : C∗ → C a�ne komplexe GeradeKreise ↔ Kreise, Gerade (in C) Fernpunkt ∞Kreis dur
h ∞ ↔ GeradeKreisverwandts
haft Möbius-Transformation projektive Abbildung(orientierungserhaltend)Kreise → Kreise Doppelverhältnis invariant

a, b, c, d auf Kreis (auf Kreis, Gerade) ↔ (a, b; c, d) ∈ RKreisverwandts
haft mit ∞ 7→ ∞(a�ne) Ähnli
hkeitstransformationDrehung um Pola
hse Drehung z0z (|z0| = 1)Gröÿenänderung Stre
kung r0z (r0 ∈ R)Vers
hiebung Translation z0 + zSpiegelung (am Mittelpunkt) Inversion 1/zUmkippen der Pola
hseInversion und Spiegelung 1/zKreisverwandts
haft mit z0 7→ ∞

z−1

0
7→ Pol Gerade → Kreise undKreise dur
h z0 → Gerade(orientierungstreu) (az + b)/(cz + d) mit cz0 + d = 0bzw. (az + b)/(cz + d) mit cz0 + d = 0Jede Kreisverwandts
haft istProdukt von hö
hstens drei Inversionen.(entspri
ht: Spiegelungen)[ 08b ℄ P.S
h. SS 08 (Geometrie) [11.06.2008 3.8℄



(hyperboli
 plane) die ni
hteuklidis
he EbeneDreie
ke mit glei
hen Winkeln sind kongruent.Die Winkelsumme im Dreie
k ist kleiner πDefekt ∆(ABC) := δ α + β + γ = 1 − δ

ABC = ADC ∪ DBC ⇒ ∆(ABC) = ∆(ADC) + ∆(DBC) ⇒Der Defekt ∆(ABC) ist proportional zur Flä
he(Die Flä
he von Dreie
ken ist bes
hränkt!)uneigentli
he Punkte:Randpunkte, unendli
h ferne Punkte, ideal pointsÜberpunkte, ideale Punkte,ultra-ideal pointsS
hiebung orientierungserhaltend, kein FixpunktKlassi�kation: P 6∈ g, h ∋ P(a) h s
hneidet g (interse
ting)(b) h überparallel zu g (ultra-parallel, divergent)genau eine gemeinsame Normale, kein S
hnittpunkt(
) zwei Gerade h1, h2 sind (rand)parallel zu gkeine gemeinsame Normale, kein S
hnittpunkt(limiting rays, parallel) ein gemeinsamer Randpunktäquidistante Kurven:Der Abstand paralleler Gerade ist ni
ht konstant:Die Punkte mit konstantem Abstand liegen (im Poin
aré-Modell)auf Kreisbogen dur
h die Randpunkte der Geraden.Horozykel: Grenzkurve der Kreise,die eine Gerade im selben Punkt berühren.(dur
h Randpunkt � das ist also keine Gerade!)Pseudosphäre: (konstante negative Krümmung)isometris
h zu einem Sektor eines Horozykels(zwis
hen zwei 
Dur
hmessern` dur
h Randpunkt)Die gesamte ni
hteuklidis
he Ebene kann im R3ni
ht isometris
h eingebettet werden. (Hilbert)euklidis
he Kreise im Poin
aré-Modell sind:(a) Kreise der ni
hteuklidis
hen Ebene (anderer Mittelpunkt!)(b) Horozykel (ein Randpunkt)(
) äquidistante Kurven (zwei Randpunkte)(d) Gerade (zwei Randpunkte, orthogonal)[ 08
 ℄ P.S
h. SS 08 (Geometrie) [11.06.2008 3.8℄



zwei Modelle orthogonale Geradenhyperbolis
he Ebene := {z | |z| < 1}Mittelpunkt M = 0 P, Q ∈ k := {z | |z| = 1} (ideale Punkte)Kleins
hes Modell Poin
arés
hes ModellStre
ke PQ Kreisbogen PQ orthogonal k

�����S Mittelpunkt von PQ SM · TM = 1 Tangenten TP und TQ

�����zwei Gerade PQ, P ′Q′ PQ ⊥ P ′Q′ ↔ TP ′Q′ kollinear
����Konstruktion des Lots von einem Punkt auf eine Gerade
����Konstruktion der gemeinsamen Normalen zu zwei Geraden[ 08d ℄ P.S
h. SS 08 (Geometrie) [11.06.2008 3.8℄



Lemmata orthogonale Geraden
�
�Æwegen PMT ∼ SMP

MP : MT = MS : MP ⇒ MS · MT = MP · MP = 1

�������(zu PQ und P ′Q′ ∋ T )sei S′ ∈ P ′Q′, MS′ ⊥ P ′Q′ (euklidis
h) und X = MQ′ ∩ PQwegen S′MT ∼ SMX
MS′ : MT = MS : MX ⇒ MX · MS′ = MS · MT = 1(also: XP ′ und XQ′ Tangenten) ⇒ XT'
����es ist TT ′2 = TS2 + ST ′2

= (MT − MS)2 + (MT ′2 − MS2)
= (MT 2 − 2 · MT · MS + MS2) + (M ′T ′2 − MS2)

= MT 2 + MT ′2 − 2also wegen PT 2 = MT 2 − 1 und P ′T ′2 = MT ′2 − 1(da PT und P ′T ′ Tangentenabs
hnitte) = PT 2 + P ′T ′2(i.e., Radien und Abstand bilden re
htwinkeliges Dreie
k)[ 08e ℄ P.S
h. SS 08 (Geometrie) [11.06.2008 3.8℄


