
eine simple Beobahtung das Problem von Sylvester-GallaiEndlih viele Punkte (in der Ebene) bestimmenendlih viele (Verbindungs-)Gerade.
G = {g | g ∋ P, Q ∧ P, Q ∈ S} |S| = n, |G| ≤ n(n − 1)/2
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����Im Normalfall liegen auf jeder Geraden nur zwei Punkte.Manhmal gibt es spezielle Gerade mit drei oder mehr Punkten.Auÿer wenn die Punkte auf einer Geraden liegen,ist das jedoh nie für alle Gerade der Fall.Wirklih nie?[ 01a ℄ P.Sh. WS 08 (Diskrete Geometrie) [21.10.2008 1.10℄



mit Kanonen auf Spatzen? das Problem von Sylvester-GallaiQuestions for solution.11851. (Professor Sylvester.)�Prove that it is not possibleto arrange any �nite number of real pointsso that a right line through every two of themshall pass through a third,unless they all lie in the same right line.The Eduational Times (1893).formuliert: J.J. Sylvester (1893),gelöst: Tibor Gallai (Grünwald) (1933)Beweis (L.M. Kelly, 1948)Es gibt nur endlih viele Paare (P, g).Daher gibt es ein Paar (P0, g0) mit minimalem Abstand.
P0 ∈ S, g0 ∈ G, P0 6∈ g0 d(P0, g0) minimalDann gilt: Auf g liegen nur zwei Punkte. |g ∩ S| = 2Denn: Unter drei Punkten auf gbe�nden sih stets zwei Punkte A und B,sodaÿ A näher an der Geraden durh P0 und B liegtals der Abstand von P0 zu g0 ist. Widerspruh!
��Sei P1 ∈ g0, d(P0, P1) = d(P0, g0) (Fuÿpunkt des Lots)und A zwishen P1 und B, h = (P0, B) ∈ G ⇒ d(P1, h) < d(P0, g)
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die Anordnung ist's . . . das Problem von Sylvester-GallaiBeweis (H.S.M. Coxeter)


�
ÆSei P einer der Punkte. P ∈ SSei h eine Gerade durh P , GP = {g ∈ G | g ∋ P}auf der kein weiter Punkt liegt. h ∋ P, h 6∈ G (|h ∩ S| = 1)Dann ist

Æ��unter den (endlih vielen) Shnittpunkten von hmit den Geraden aus G T = {Q = h ∩ g | g ∈ G, g 6∈ GP }ein Punkt (der zur Geraden h0 gehört),der dem Punkt P am nähsten ist. Q0 = h0 ∩ g ∈ Tmit d(P, Q0) minimal
����dann: liegen auf h0 nur zwei Punkteoder: auf einer der Geraden durh P liegen nur zwei Punkte
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Anordnung: Details das Problem von Sylvester-GallaiFall 1: |h0 ∩ S| = 2 Fall 2: |h0 ∩ S| ≥ 3

�����Unter drei Punkten auf h0 A, B, C ∈ h0,gibt es einen Punkt A,sodaÿ von den beiden anderen Punkteneiner im Intervall (A, Q0) B zwishen A und Q0und der andere auÿerhalb liegt. C niht zwishen A und Q0(Fall 2a) Q zwishen A, B, C Fall 2b) Q niht zwishen A, B, C

�����Dann liegen auf PA nur zwei Punkte g ∋ P, A ⇒ |g ∩ S| = 2Denn: Jeder weitere Punkt auf PA Q ∈ g, Q 6= P, Abestimmt eine Gerade, hB ∋ Q, B, hC ∋ Q, Cdie h zwishen P und Q0 shneidet Widerspruh!
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