
einige Varianten Ramsey-TheorieVery few areas of 
ombinatori
sdisplay su
h a variety of te
hniquesfrom various parts of mathemati
s.This should not be seen as a surprise.Jaroslav Ne²et°il, Ramsey Theoryin: Handbook of Combinatori
s, 1995(Diri
hlets
hes) S
hubfa
hprinzip (pigeon hole prin
iple)Verteilt man n + 1 Dinge auf n S
hubfä
her,so kommen in (mindestens) ein Fa
h (mehr als) zwei Dinge.
R(2, . . . , 2; 1) = r + 1 R(ki; 1) = 1 +

∑

i(ki − 1)(Anwendungsbeispiel) Diophantis
he Approximation
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q2 ∃p, q ∈ N, q ≤ nBetra
hte:
n Intervalle (k − 1)/n ≤ x < k/n (k = 1, . . . , n)

n + 1 Zahlen kα mod 1 (k = 0, . . . , n)Satz von Ramsey (geometris
h, graphentheoretis
h)konvexes Polytop mit n E
ken im R
d ( n ≥ R(ki; d) )

d E
ken bestimmen (d − 1)-dimensionalen Simplex(Fa
ette bzw. verallgemeinerte Diagonale)Bei jeder Färbung der Simpli
es (mit r Farben)gibt es ein (i-)�mono
hromes� Teilpolytop mit ki E
ken. (Farbe i)( Fall d = 2: n-e
k (Partyproblem), vollständiger Graph )�In (hinrei
hend) groÿen Strukturen lassen si
h(gewisse) Teilstrukturen ni
ht vermeiden.�[ 02a ℄ P.S
h. WS 08 (Diskrete Geometrie) [21.10.2008 2.34℄



te
hnis
h, aber nützli
h der Satz von Ramsey
N eine Menge mit n Elementen |N | = n

Ns Familie der s-elementigen Teilmengen
Ns := {S ⊂ N | |S| = s} es gilt: |Ns| =

(

n
s

)

Ns =
⋃

i F s
i Färbung (Partition) von Ns

F s
i paarweise disjunkt (mit r Farben) i = 1, . . . , r(Satz von Ramsey, 1930 )Zu jeder Wahl von r, s, ki gibt es (i = 1, . . . , r)ein R < ∞, derart daÿ: (Ramsey-Zahl R(ki; s) := minR )Ist |N | ≥ R und {F s

i } eine Färbung von Ns, so gibt esein i, und dazu eine Teilmenge M ⊂ N mit |M | = ki und M s ⊂ Fi.(d.h., die s-elementige Teilmengen von M haben dieselbe Farbe)Beweis (Induktion): (für r = 2 : Ns = F1 ∪ F2)(a) s = 1 F1 ∩ F2 = ∅ ⇒ |F1| + |F2| =
∣

∣N1
∣

∣ = |N |also R(k1, k2; 1) = k1 + k2 − 1(b) k1 = s entweder (∃S) S ∈ F1, S1 = {S}, |S| = s = k1oder F1 = ∅ ⇒ F2 = Nsalso R(s, k2; s) = k2 ( und R(k1, s; s) = k1 )(
) Induktionsvoraussetzung: R(k1, k2; s − 1) < ∞ (∀k1, k2)und K1 := R(k1 − 1, k2; s) < ∞ und K2 := R(k1, k2 − 1; s) < ∞Induktionss
hritt: ⇒ R(k1, k2; s) ≤ n := R(K1, K2; s − 1) + 1 < ∞denn: x, F1, F2 x ∈ N, N ′ := N \ {x}induzieren Färbung von S ∈ N ′s−1
: S ∈ F ′

i :⇔ S ∪ {x} ∈ Fiwenn |N ′| = R(K1, K2; s − 1) ⇒ (∃i, M ′) |M ′| = Ki, M ′s−1
⊂ F ′

i(oBdA.) i = 1 also wegen |M ′| = K1 = R(k1 − 1, k2; s) ⇒ (∃M ′′)wobei entweder |M ′′| = k2, M ′′s ⊂ F2 ↔ M := M ′′oder |M ′′| = k1 − 1, M ′′s ⊂ F1 (∗)da M ′′ ⊂ M ′ S ⊂ M ′′ ⇒ M ′′ ∪ {x} ∈ F1 (∗∗)(∗) und (∗∗) ⇒ (M ′′ ∪ {x})
s
⊂ F1 ↔ M := M ′′ ∪ {x}(d) r > 2 R(k1, . . . , kr; s) ≤ R(R(k1, k2; s), k3, . . . , kr; s)[ 02b ℄ P.S
h. WS 08 (Diskrete Geometrie) [21.10.2008 2.34℄



einige Beispiele Ramsey-Theorie(van der Waerden (Baudet's 
onje
ture)) Sei N = {1, . . . , n} ⊂ ZFür hinrei
hend groÿes n = n(k, r) gibt esin jeder Partition N = N1 ∪ · · · ∪ Nr eine Menge Nidie eine arithmetis
he Folge der Länge k enthält.(Erd®s-Szekeres, 1934)
E(k) Punkte (in allgemeiner Lage) in der Ebeneenthalten stets ein (strikt) konvexes k-e
k.

E(3) = 3, E(4) = 5, E(5) = 9 2k−2 + 1 ≤ E(k) ≤ R(k, 5; 4)denn mit: F1 = {konvexe Viere
ke}, F2 = {ni
ht-konvexe Viere
ke}gilt |S| ≥ 5 ⇒ S4 6⊂ F2bessere S
hranke: E(k) ≤ e(k, k)wobei e(k, l) := minimal, sodaÿ ∃konvexer Bogen der Länge k oder konkaver Bogen der Länge l

e(k, l) = e(k − 1, l) + e(k, l − 1) − 1Idee: e(k, l − 1) Endpunkte konvexer (k − 1)-Bögenenthalten Anfangspunkt eines konkaven (l − 1)-Bogens(Erd®s-Szekeres, 1934)Jede Zahlenfolge der Länge k2 + 1 enthälteine monotone Teilfolge der Länge k + 1.Beweis (A. Seidenberg, 1959): Folge a1, . . . , anSetze: ki =: Länge der längsten monoton wa
hsenden Folge,und li =: Länge der längsten monoton fallenden Folge,die bei ai beginntes gilt: (ki, li) paarweise vers
hiedendenn ist j < i ⇒ kj ≥ ki + 1 falls aj ≤ aioder lj ≥ li + 1 falls aj ≥ aialso: ki ≤ k, li ≤ l ⇒ n ≤ kl ⇒optimal! (s.u.) n ≥ kl + 1 ⇒ (∃i) ki ≥ k + 1 oder li ≥ l + 1

l, l − 1, · · · , 1, 2l, 2l − 1, · · · , l + 1, 3l, · · · , 4l, · · · , kl, kl − 1, · · · , (k − 1)l[ 01
 ℄ P.S
h. WS 08 (Diskrete Geometrie) [21.10.2008 2.34℄


