einige Anwendungen der Satz von Helly

(Definition) Helly-Zahl H (M) einer Mengenfamilie
H(M) = n minimial, derart daf}:
Haben je n Mengen einen gemeinsamen Punkt,
so ist der Durchschnitt von M nicht leer.
(V{Mi} M) N Mi# 9 = (M #2
(Satz von Helly) Fiir Familien M konvezer Mengen im R® gilt:

(1913) H(M)=d+1

falls (a) M ist endlich
oder falls (b) die Mengen in M sind kompakt
(Satz von Jung) universal cover, (,,Pferchkreis®)

Jede Menge der Ebene mit Durchmesser d
ist in einem Kreis mit Radius d/\/§ enthalten.
(Satz von Blaschke) Dicke = minimale Breite
Jede konvexe Menge der Ebene mit Dicke d
enthélt einen Kreis mit Radius d/3.
(Satz von Krasnosielski) (M beschrénkt, eben)
Konnen je drei Randpunkte von M
zugleich von einem Punkt aus gesehen werden,
so gibt es einen Punkt, von dem aus
alle Punkte der Menge gesehen werden konnen.
(d.h., M ist sternformig)
(k-sets)
Zu jeder endlichen Punktmenge in der Ebene gibt es
einen Punkt M, derart daf gilt:
In jeder abgeschlossenen Halbebene, deren Rand durch M geht,
liegt (mindestens) ein Drittel der Punkte.
(d.h.: auf jeder Seite jeder Geraden durch M
liegt (mehr als) ein Drittel der Menge (,ungefihr gleich viel®))
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Beweise der Satz von Helly

(Satz von Radon) d + 2 Punkte im R? kénnen stets so
in zwei Mengen aufgeteilt werden,
daf3 deren konvexe Hiillen einander schneiden.
Beweis: betrachte d + 1 Gleichungen in d + 2 Unbekannten \;:
YAPi=0,>, =0 My ={P; | \; >0}, My ={P; | \; <0}

(Radon 1921) M Familie konvexer Mengen (in R?)
M|=d+2 = HM)=d+1
sei I ={1,...,d+2} und M ={M;|iecl}
(ferner sei) Pie(uM; #2
(Satz von Radon) = I=LULLINL=g
sodafs (fiir die konvexen Hiillen C(I;) und C(I2) der P;,i € I, 15
AMDC(L)NC(1) # @

denn: P; € Mj und P; € M; fiir (Vi € 11,5 € 1)
also: C(I1) CNjer, Mj und C(l2) C Nyep, M;
[M] endlich = H(M)=d+1 (vollstindige Induktion)
denn seien My, ..., My n + 1 Mengen
betrachte My, ...,My_1,(My, N M,41) n Mengen
Induktionsvoraussetzung

= MiN---NMy_1N(M,NMyy1) #9 |

denn (Induktionsanfang!):
(M, N M,,+1) hat mit jeweils d Mengen M; nicht-leeren Durchschnitt

(Satz von Jung)
betrachte: die Kreise (r = d/+/3) um Punkte der Menge
(Satz von Blaschke)
betrachte: fiir alle Randpunkte die mit Faktor 2/3
homothetisch verkleinerten Kopien der Menge
(Satz von Krasnosielski)
betrachte: durch (lokale) Stiitzgerade bestimmten Halbebenen
(k-sets) betrachte: abgeschlossene Halbebenen,
die mehr als zwei Drittel der Punkte enthalten
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zweiter Beweis der Satz von Helly

(Trennungs-)Satz von Hahn-Banach Je zwei
disjunkte (beschrinkte) konvexe Mengen
kénnen durch eine Hyperebene getrennt werden.
Konstruktion (im R9):

Hyperebene orthogonal zum kiirzesten Abstand

M|=d+2 = HM)=d+1 Induktion nach d (Helly 1923)
d=2 drei Intervalle I},
linke Endpunkte aj, rechte Endpunkte b, = ap < by
d—d+1 d 4+ 2 konvexe Mengen Ci,-+,Cqy2
setze P, € Dy, = ﬂ#k C;, # 0
angenommen.: DyioNCyyo =9
(Hahn-Banach) = trennende Hyperebene H zu Dgyo und Cyqo
wegen P, e D, C C; NCyyo (i # k)
und Pyio € Dgio C C; (i #d+2)
gilt fiir die Verbindungsstrecken Py Pyio (C; konvex!)
Ci D PyPyionNH#@ (1 # k,d+2)

also qilt fiir
M= (M\{Cay2}) NH ={C, :=CyNH | k#d+2}
M =d+1, N Ci # 2
und daher (Induktionsannahme):
AWM’ ' =DgioNH#
Widerspruch (H trennend: H N Dgio = &) qed.M

Satz von Carathéodory Sei M C RY. Es gilt:
Jeder Punkt aus der konvexen Hiille von M ist auch

in der konvexen Hiille von (nur) d + 1 Punkten aus M enthalten.
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