
einige Anwendungen der Satz von Helly(De�nition) Helly-Zahl H(M) einer Mengenfamilie
H(M) := n minimial, derart daÿ:Haben je n Mengen einen gemeinsamen Punkt,so ist der Dur
hs
hnitt von M ni
ht leer.

(∀ {Mi} ⊂ M)
⋂n

i=1
Mi 6= ∅ ⇒

⋂
M 6= ∅(Satz von Helly) Für Familien M konvexer Mengen im Rd gilt:(1913) H(M) = d + 1falls (a) M ist endli
hoder falls (b) die Mengen in M sind kompakt(Satz von Jung) universal 
over, (�Pfer
hkreis�)Jede Menge der Ebene mit Dur
hmesser dist in einem Kreis mit Radius d/

√
3 enthalten.(Satz von Blas
hke) Di
ke = minimale BreiteJede konvexe Menge der Ebene mit Di
ke denthält einen Kreis mit Radius d/3.(Satz von Krasnosielski) (M bes
hränkt, eben)Können je drei Randpunkte von Mzuglei
h von einem Punkt aus gesehen werden,so gibt es einen Punkt, von dem ausalle Punkte der Menge gesehen werden können.(d.h., M ist sternförmig)(k-sets) Zu jeder endli
hen Punktmenge in der Ebene gibt eseinen Punkt M , derart daÿ gilt:In jeder abges
hlossenen Halbebene, deren Rand dur
h M geht,liegt (mindestens) ein Drittel der Punkte.(d.h.: auf jeder Seite jeder Geraden dur
h Mliegt (mehr als) ein Drittel der Menge (�ungefähr glei
h viel�))[ 03a ℄ P.S
h. WS 08 (Diskrete Geometrie) [30.01.2009 3.4℄



Beweise der Satz von Helly(Satz von Radon) d + 2 Punkte im R
d können stets soin zwei Mengen aufgeteilt werden,daÿ deren konvexe Hüllen einander s
hneiden.Beweis: betra
hte d + 1 Glei
hungen in d + 2 Unbekannten λi:∑

i λiPi = 0,
∑

i λi = 0 M1 := {Pi | λi ≥ 0} , M2 := {Pi | λi < 0}(Radon 1921) M Familie konvexer Mengen (in R
d)

|M| = d + 2 ⇒ H(M) = d + 1sei I = {1, . . . , d + 2} und M = {Mi | i ∈ I}(ferner sei) Pi ∈
⋂

j 6=i Mj 6= ∅(Satz von Radon) ⇒ I = I1 ∪ I2, I1 ∩ I2 = ∅sodaÿ (für die konvexen Hüllen C(I1) und C(I2) der Pi, i ∈ I1, I2⋂M ⊃ C(I1) ∩ C(I2) 6= ∅denn: Pi ∈ Mj und Pj ∈ Mi für (∀i ∈ I1, j ∈ I2)also: C(I1) ⊂
⋂

j∈I2
Mj und C(I2) ⊂

⋂
i∈I1

Mi

[M] endli
h ⇒ H(M) = d + 1 (vollständige Induktion)denn seien M1, . . . , Mn+1 n + 1 Mengenbetra
hte M1, . . . , Mn−1, (Mn ∩ Mn+1) n MengenInduktionsvoraussetzung
⇒ M1 ∩ · · · ∩ Mn−1 ∩ (Mn ∩ Mn+1) 6= ∅denn (Induktionsanfang!):

(Mn ∩ Mn+1) hat mit jeweils d Mengen Mi ni
ht-leeren Dur
hs
hnitt(Satz von Jung)betra
hte: die Kreise (r = d/
√

3) um Punkte der Menge(Satz von Blas
hke) betra
hte: für alle Randpunkte die mit Faktor 2/3homothetis
h verkleinerten Kopien der Menge(Satz von Krasnosielski)betra
hte: dur
h (lokale) Stützgerade bestimmten Halbebenen(k-sets) betra
hte: abges
hlossene Halbebenen,die mehr als zwei Drittel der Punkte enthalten[ 03b ℄ P.S
h. WS 08 (Diskrete Geometrie) [30.01.2009 3.4℄



zweiter Beweis der Satz von Helly(Trennungs-)Satz von Hahn-Bana
h Je zweidisjunkte (bes
hränkte) konvexe Mengenkönnen dur
h eine Hyperebene getrennt werden.Konstruktion (im R
d):Hyperebene orthogonal zum kürzesten Abstand

|M| = d + 2 ⇒ H(M) = d + 1 Induktion na
h d (Helly 1923)
d = 2 drei Intervalle Iklinke Endpunkte ak, re
hte Endpunkte bk ⇒ ak ≤ bk′

d → d + 1 d + 2 konvexe Mengen C1, · · · , Cd+2setze Pk ∈ Dk := ⋂
i6=k Ci 6= ∅angenommen: Dd+2 ∩ Cd+2 = ∅(Hahn-Bana
h) ⇒ trennende Hyperebene H zu Dd+2 und Cd+2wegen Pk ∈ Dk ⊂ Ci ∩ Cd+2 (i 6= k)und Pd+2 ∈ Dd+2 ⊂ Ci (i 6= d + 2)gilt für die Verbindungsstre
ken PkPd+2 (Ci konvex!)

Ci ⊃ PkPd+2 ∩ H 6= ∅ (i 6= k, d + 2)also gilt für
M′ := (M\ {Cd+2}) ∩ H = {C′

k := Ck ∩ H | k 6= d + 2}
|M′| = d + 1,

⋂
i6=k C′

i 6= ∅und daher (Induktionsannahme):
⋂M′ = Dd+2 ∩ H 6= ∅Widerspru
h (H trennend: H ∩ Dd+2 = ∅) qed.Satz von Carathéodory Sei M ⊂ R

d. Es gilt:Jeder Punkt aus der konvexen Hülle von M ist au
hin der konvexen Hülle von (nur) d + 1 Punkten aus M enthalten.[ 03
 ℄ P.S
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