wie aufwendig ist Zerkleinern? das Problem von Borsuk

(Borsuk, 1930)

Wieviele Teile sind erforderlich, um einen (d-dimensionalen) Korper

Wir schreiben

und

(Borsuk, 1930)

es ist

Beispiel zeigt

in Teile kleineren Durchmessers zu zerteilen?

B(K) = kleinste (fiir K) erforderliche Zahl

B(d) = kleinste fiir alle K € R% ausreichende Zahl

B(SY) =d+1 (Kugel)

B(W%) =2 (Wiirfel)

B(d) wichst exponentiell
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wie aufwendig ist Zerkleinern? das Problem von Borsuk

Wi = {+1,-1}* (Ecken eines) d-dimensionalen Wiirfels
re W lz| = V/d
d(z,y) =[x —yl = 2d - 2(z | y)

also: d(z1,91) < d(z2,92) < (21| y1) > (22 | y2)
(Gegen-)Beispiel Wir konstruieren

S c W mit Durchmesser AS < AW
eine Schranke T| <N falls AT < AS
ergibt B(S) > f,l (Borsuk-Zahl)
Hilfsmenge Vcwnr d=(3)

und eine Einbettung
LV —=S=uV)C W 2= (2;) — 1(z) = (zw) (xixj)i<y
wegen 2(u(x) [ uy) = (x| y)° -
ist |{(z | y)| in V minimal < (¢(x) | ¢(y)) in L( ) minimal
also  |{z | y)| in V minimal < d(c(z),¢(y)) in ¢(V') maximal
Setze xeVCW" o xzeWmx=1z;,=—-1(i € 1)
fiir gerade Anzahl |1,
es gilt
|V| — 2n—2
1V — W ist injektiv (215 =2;)
(x | y) =nmod 4

| [ [y} < n fiiv £ y
Setzen speziell: n = 4p — 2

dann: (z,y € V){x|y) =2modp = (z|y) = +£2

Behauptung: Fiir Teilmengen T' C S gilt:

Kommt zwischen Vektorenz,y € T (xz # y)

das innere Produkt +2 nicht vor (‘also |(z | y)| > 2)
“ (n—2

so hat T' hochstens N = Z <n . ) Elemente.

Beweis: Durch fa(y) = p ((:c | y) — 1)

wird eine Polynom f:c V' — R definiert
Es gilt: p/faly) & (x|y) #2,p—2

also bis auf x =y und [{z | y)| = 2
das heifit: f, sind linear unabhéngige Linearkombinationen
von Monomen Hszl x;, mit K <n—2
Folgerung: Ist der Durchmesser von «(T") C «(V)
kleiner als der von ¢(V'), so hat T" hochstens N Elemente
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