
wie aufwendig ist Zerkleinern? das Problem von Borsuk

(Borsuk, 1930)

Wieviele Teile sind erforderli
h, um einen (d-dimensionalen) Körper

in Teile kleineren Dur
hmessers zu zerteilen?

Wir s
hreiben B(K) := kleinste (für K) erforderli
he Zahl

und B(d) := kleinste für alle K ∈ R
d ausrei
hende Zahl

(Borsuk, 1930) B(Sd) = d + 1 (Kugel)

es ist B(2) = 3, B(3) = 4

B(W d) = 2 (Würfel)

Beispiel zeigt B(d) wä
hst exponentiell

[ 05a ℄ P.S
h. WS 08 (Diskrete Geometrie) [10.02.2009 1.53℄



wie aufwendig ist Zerkleinern? das Problem von Borsuk

W d := {+1,−1}d
(E
ken eines) d-dimensionalen Würfels

x ∈ W d |x| =
√

d
d(x, y) = |x − y| = 2d − 2 〈x | y〉

also: d(x1, y1) < d(x2, y2) ⇔ 〈x1 | y1〉 > 〈x2 | y2〉
(Gegen-)Beispiel Wir konstruieren

S ⊂ W d mit Dur
hmesser ∆S < ∆W d

eine S
hranke |T | ≤ N falls ∆T < ∆S

ergibt B(S) ≥ |S|
N

(Borsuk-Zahl)

Hilfsmenge V ⊂ Wn d =
(

n
2

)

und eine Einbettung

ι : V → S := ι(V ) ⊂ W d, x = (xi) 7→ ι(x) := (xij) = (xixj)i<j

wegen 2 〈ι(x) | ι(y)〉 = 〈x | y〉2 − n
ist |〈x | y〉| in V minimal ⇔ 〈ι(x) | ι(y)〉 in ι(V ) minimal

also |〈x | y〉| in V minimal ⇔ d(ι(x), ι(y)) in ι(V ) maximal

Setze x ∈ V ⊂ Wn :⇔ x ∈ Wn, x1 = 1, xi = −1(i ∈ Ix)
für gerade Anzahl |I|x

es gilt

|V | = 2n−2

ι : V → W d ist injektiv ( x1j = xj )

〈x | y〉 ≡ n mod 4
|〈x | y〉| < n für x 6= y

Setzen speziell: n = 4p − 2
dann: (x, y ∈ V ) 〈x | y〉 ≡ 2 mod p ⇒ 〈x | y〉 = ±2

Behauptung: Für Teilmengen T ⊂ S gilt:

Kommt zwis
hen Vektoren x, y ∈ T (x 6= y)
das innere Produkt ±2 ni
ht vor ( also |〈x | y〉| > 2)

so hat T hö
hstens N :=

n
∑

i=0

(

n − 2

i

)

Elemente.

Beweis: Dur
h fx(y) :=
∏p−1

i=1
(〈x | y〉 − i)

wird eine Polynom fx : V → R de�niert

Es gilt: p/fx(y) ⇔ 〈x | y〉 6= 2, p − 2
also bis auf x = y und |〈x | y〉| = 2

das heiÿt: fx sind linear unabhängige Linearkombinationen

von Monomen
∏K

k=1
xik

mit K ≤ n − 2
Folgerung: Ist der Dur
hmesser von ι(T ) ⊂ ι(V )

kleiner als der von ι(V ), so hat T hö
hstens N Elemente
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