
Friese und Prismen diskrete Gruppen: eindimensionalFriese PrismenTranslationen senkre
ht g Drehungen um gTranslation um t erzeugt von: τ (minimal) um δ = 2π/nZentrum S auf h (zweizählige) Drehung δ A
hse S (⊥ g) in han A
hse m (‖ g) Spiegelung σ (‖ g) an Ebene m (∋ g)an h Spiegelung µ und Gleitspiegelungen (⊥ g) an hminimale Gleitspiegelung γ: γ2 = τ oder γ2 = τ2

n gerade → Inversion δn/2µ (nδ/2 = π)(um τkS) konjugierte Drehungen τkδτ−k (um τkS)
τδ = δτ =: δ′ ergibt: (um (Winkel-)Mitte S′ von S und τS)(um τkS′) konjugierte Drehungen τkδ′τ−k (um τkS′)(an τkµ) konjugierte Spiegelungen τkµ t−k (um τkµ)
τµ = µτ =: µ′ ergibt: (an (Winkel-)Halbierender m′ von m und τm)(an τkm′) konjugierte Spiegelungen τkµ′τ−k (um τkm′)
〈τ〉 Translationsgruppe T

〈γ〉 = T ∪ γT (τ = γ2)

〈τ, γ〉 = T ∪ γT = T ∪ µT = 〈τ, µ〉 (τ2 = γ2 ⇔ γ = τµ = µτ)

〈τ, σ〉 = T ∪ σT = T ∪ σ′T = 〈τ, σ′〉

〈τ, δ〉 = T ∪ δT = T ∪ δ′T = 〈τ, δ′〉

〈τ, δ, σ〉 = 〈γ, δ〉 = 〈γ, σ〉 = T ∪ γT ∪ δT ∪ σT (γ2 = τ, S 6∈ m)

〈τ, δ, σ〉 = 〈τ, δ, µ〉 = 〈τ, σ, µ〉 = T ∪ δT ∪ σT ∪ µT (τ2 = γ2, S ∈ m)

= 〈τ, δ, γ〉 = 〈τ, σ, γ〉 = T ∪ δT ∪ σT ∪ γT (γ = τµ)keine Punktspiegelung (Drehung):
⌊ ⌊ ⌊ ⌊ ⌊ Cn keine Spiegelung

⌊ ⌈ ⌊ ⌈ ⌊ ⌈ ⌊ ⌈ ⌊ ⌈ S2n Gleitspiegelung
⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ Cnh parallele Spiegela
hse
∪ ∪ ∪ ∪ ∪ Cnv senkre
hte Spiegela
hsenmit Punktspiegelung (Drehung):
∪∩ ∪∩ ∪∩ ∪∩ ∪∩ Dn keine Spiegelung
∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ Dnv senkre
hte Spiegela
hsen
∪
∩

∪
∩

∪
∩

∪
∩

∪
∩ Dnh parallele Spiegela
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Polytope und ihre Symmetrie endli
he diskrete RaumgruppenSymmetry is to the geometry of polyhedrawhat number theory is to arithmeti
.A. Badoureau, 1881(zitiert na
h: Peter R. Cromwell, Polyhedra. Cambridge 1997.)diskrete Drehgruppen im Raum 17 TypenFixgerade (Dreha
hse) g (�vertikal�)
C1 asymmetris
h
Cs spiegelsymmetris
h eine Spiegelebene
Ci punktsymmetris
h Inversion (Zentrum)

(n ≥ 2)

Cn zyklis
h 1 n-zählige Dreha
hse (g)
Cnv (Pyramide) n Spiegelebenen ∋ g

Cnh 1 Spiegelebene ⊥ g

Dn dihedral n 2-zählige A
hsen ⊥ g

Dnv n Spiegelebenen ‖ g

Dnh 1 Spiegelebene ⊥ g

S2n punktsymmetris
h n-zählige A
hse
T Tetraeder-Drehgruppe
Tv (au
h: Td) Tetraeder-Gruppe Spiegelebenen ∋ g

Th Spiegelebene ⊥ g

O Oktaeder-Drehgruppe
Oh Oktaeder-Gruppe Spiegelebenen
I Ikosaeder-Drehgruppe
Ih Ikosaeder-Gruppe Spiegelebenen[ 07b ℄ P.S
h. WS 08 (Diskrete Geometrie) [02.12.2008 3.3℄



Symmetrie von Polyedern diskrete Raumgruppen: endli
h
S(C) Symmetriegruppe S (bes
hränktes C)

⇒ nur Drehungen und Spiegelungen
S0(C) Drehungen in S(S = S0 oder S = S0 ∪ σS0)
|S0(C)| = n diskret ⇔ endli
h viele Dreha
hsen
di ki-zählige Dreha
hse D = {di}wähle P 6∈ di (∀i) passend ⇒ |S0(P )| = n (Spur von P )
D =

⋃
s Ds Zerlegung in Klassen Dskonjugierte ks-zählige A
hsen ↔ konjugierte Dreh(unter)gruppen

|Ds| = n/ks (je ks Elemente von S(P ) je A
hse!)
∑

n
ks

(ks − 1) = 2(n − 1) denn:(i) jedes s ∈ S (6=Identität) hat genau eine A
hse(ii) jede A
hse kommt zweimal (Orientierung!) vor
⇒

∑
n(1 − 1

ks

) = 2n − 2 ↔
∑

(1 − 1

ks

) = 2 − 2

n

n ≥ 1, ks ≥ 2 ⇒ 1

2
≤ 1 − 1

ks

< 1, 0 ≤ 2 − 2

n < 2

(a) S0 = C1 n = 1, |D| = 0oder: zwei oder drei Summanden
(1 − 1

k1

) + (1 − 1

k2

) = (2 − 2

n
) ↔ n

k1

+ n
k2

= 2 n
k1

, n
k2

ganz
(b) S0 = Cn 2 ≤ n = k1 = k2

(1 − 1

k1

) + (1 − 1

k2

) + (1 − 1

k3

) = (2 − 2

n ) n, k1, k2, k3 ≥ 2daher: ni
ht alle ki ≥ 3 ⇒ (o.B.d.A.) k3 = 2
1

k1

+ 1

k2

= 1

2
+ 2

n
(k1, k2, 2)

(c) S0 = Dn

2
n = 2k ≥ 2, (k, 2, 2)

(d) S0 = T n = 12, (3, 3, 2)

(e) S0 = O n = 24, (4, 3, 2)

(f) S0 = I n = 60, (5, 3, 2)[ 07
 ℄ P.S
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