
Bezei
hnungen ParkettierungenKa
helung T (Parkettierung, P�asterung, Mosaik)tiling (tesselation, mosai
, pavement)Ka
hel T (Parkett-, P�aster-, Mosaikstein) tile
T topologis
he S
heibe/Ball (disk/ball)(meist: abges
hlossen) ↔ T homeomorph Einheitskreis/-kugel

T = {Tk} , k ∈ N abzählbare Familieist Ka
helung :⇔ zuglei
h:
⋃

Tk = R
d ↔ Überde
kung (von Ebene/Raum)(dur
h abges
hlossene T )

T ◦

i
∩ T ◦

k
= ∅ (i 6= k) ↔ Pa
kung dur
h o�ene T (Inneres T ◦)

T1
∼= T2 :⇔ kongruent

T = {Ti} Mustermenge (protoset, set of prototiles)
T gestattet T (meist: T endli
h)

↔ Jede Ka
hel aus T ist kongruent zu einer Ka
hel aus T

T monohedral :⇔ |T | = 1 (eine einzige Protoka
hel)Symmetriegruppe S(T ) von T diskrete Gruppe
S(T ) Ornamentgruppe ↔ T periodis
h

S(T ) Friesgruppe ↔ T partiell periodis
h
S(T ) endli
h ↔ T ni
ht-periodis
h

T aperiodis
h falls: T gestattet eine Ka
helung:⇔ Jede Ka
helung mit Ka
heln aus T ist ni
ht-periodis
h.
S(T ) bewirkt bei den Ka
heln, Kanten, E
kenEinteilung in Transitivitätsklassen

T isohedral :⇔ S(T ) transitiv auf den Ka
heln
T normal :⇔ (a) Gröÿe der Ka
heln na
h oben und unten bes
hränkt(b) Ka
heln sind S
heiben(
) Dur
hs
hnitt von je zwei Ka
heln ist zusammenhängendinsbesondere: T endli
h (und Ti S
heiben) ⇒ T normalad (a) bedeutet (∃r, R > 0) : (∀T ∈ T ) ∃p, P ∈ R

d

U(x, h) := {y | |y − x| ≤ h} U(p, r) ⊂ T ⊂ U(P, R)[ 08a ℄ P.S
h. WS 08 (Diskrete Geometrie) [06.01.2009 3.31℄



ein Kompaktheitssatz Ka
helungen: ErweiterungssatzErweiterungssatz extension theoremFür jede endli
he (Proto-)Menge bes
hränkter Ka
heln gilt:Kann man mit ihr beliebig groÿe (Kreis-)S
heiben überka
heln,so gestattet sie eine Ka
helung der Ebene.(Voraussetzungen notwendig: T endli
h, Ti ∈ T bes
hränkt)(Lemma)
S = {Tn} bes
hränkte Folge kongruenter Ka
helnalso: Tn = αn(T ) (αn Isometrie)und: Tn ⊂ U(P, R) (P ∈ R

d, R > 0)

⇒ Tn hat Häufungspunkt (konvergente Teilfolge)Beweis:Sei: ABC Dreie
k auf T A, B, C ∈ Tsei An := αn(A), Bn := αn(B), Cn := n(C),dann sind An, Bn, Cn ∈ Tn ∈ U(P, R) (U(P, R) kompakt)und: AnBnCn ↔ Tn (umkehrbar eindeutig)(Bolzano-Weierstraÿ) ⇒ An hat Häufungspunktalso gibt es konvergente Teilfolge limAnA

k

= A′
{

nA

k

}

⊂ Nebenso konvergente Teilfolge limBnB

k

= B′
{

nB

k

}

⊂
{

nA

k

}und konvergente Teilfolge limCnC

k

= C′
{

nC

k

}

⊂
{

nB

k

}also (für nk = nC

k
) limk Ank

= A′, limk Bnk
= B′, limk Cnk

= C′

↔ limk Tnk
= T ′ T ′ ↔ A′B′C′Beweis des Erweiterungssatzes: (Skizze)Betra
hte Folge Tn von Pat
hes mit wa
hsendem Dur
hmesserund eine Abzählung {Pi} der Punkteeines (hinrei
hend engmas
higen) Gitterssodaÿ ⇒ jede Ka
hel enthält einen Gitterpunkt(zu jedem Pi) (Lemma) ⇒ Teilfolge {

ni

k

}

⊂
{

ni−1

k

}sodaÿ: (Pi ∈ T i

k
∈ Tni

k

) Folge {

T i

k

} von Ka
heln konvergiert
⇒ Diagonalfolge {

Tnk

k

} konvergiert gegen Ka
helung T[ 08b ℄ P.S
h. WS 08 (Diskrete Geometrie) [06.01.2009 3.31℄


