Grundbegriffe Ringe

(R,+,0) (assoziativer) Ring (associative) ring
(R,+) kommutative Gruppe (additiv)

0 € R Nullelement (neutral bzgl. +)

(R\ {0},0) Halbgruppe Nullring {0}

ro(a+b)=roa+rob (links-)distributiv
(a+b)or=aor+bor (rechts-)distributiv
esgilt: ~ 0Qor=7ro0=0 (Vr)
ros=0 = r=0Vs=0 nullteilerfrei

(Vr)rol=1or =r Ring mit Einselement

(Fr')yror'=r"or=1 r (und r') Einheit (r':==r71)
R Integritéitsbereich : < R kommutativer nullteilerfreier Ring
R Schiefkérper : < skew field
(R\ {0} ,0) ist (nichtkommutative) Gruppe

R Korper : < (R\ {0}, 0) ist abelsche Gruppe field
(= FEinselement, nur Finheiten)
Charakteristik char F ((Schief-)Kdrper F')
char F' :=ord 1 falls < oo
char F':=0 fallsm-1=0 = n=20

Es qilt: char F' ist prim
(neZ) 0-r:=0,n-r:=(n-—1)-r+r (Potenz, abelsch)
ordr =min{n >0 |n-r =0} Ordnung in (R,+)
(Vr) ordr = ord 1 (Ring mit 1)
Restklassenring (Zn,+,-)  (Nullteiler r mit (r,m) # 1)
Restklassenkorper (Zp,+,-) (p prim)
F endlicher (Schief-)Korper (Galois-Feld)
char F' = p und |F| = p°* ( p prim )
ist Vektorraum (F,+) = Cp = (Zy)® (direktes Produkt)
und F\ {0} = (x) zyklisch (also kommutativ)
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Quotientenkorper Ringe

Jeder Integritdtsbereich (mit Eins) kann (auf genau eine Art)
zu einem (kleinsten) Korper

(Quotientenkirper) erweitert werden.

R Integritatsbereich (mit 1) (notwendig: nullteilerfrei!)

( F Korper ) RCF = Q=(R)
Q=({G|RCGCF} (G Unterkorper)
Unterkorper @ von R in F' erzeugt
Konstruktion von @) (allgemein: nicht Teil eines Kdrpers!)
Motivation: (r,s) < sx=r(s#0) (eindeutige) Lisung
(s(zx—aY=r—r) sx=0(s#0) = =0 < nullteilerfrei
st =r und (ts)x = (tr) gleiche Losung
R x (R\ {0}) (rys) + (', 8") := (rs’ +1's,s8) (,Briiche!)
(r,s)(r',s") == (rr', ss") (nfast“ Ring)
Kongruenzrelation auf R x (R \ {0}) (N ={(0,r)|reR})
(r,s)=(0',s) 1< rs=r's (s,s" #0)
Quotientenkorper Q:=Rx (R\{0})/= (Rx(R\{0})/N)
(Einbettung von R) ( Isomorphismus R — +(R) )

.+ R — @
ro— (r1)
(Charakterisierung)

Jede Einbettung o:R—F (¢ injektiv, F Korper)
kann zu einer Einbettung ©:Q — F (eindeutig)

erweitert werden: pot/R=p, 5(Q)=(R)

Beispiele: 7Z— Q rationale Zahlen
(a € N) Z(\/a) — Q(v/a) (quadratische Zahlkdrper)

speziell: Z(v-1) cQ(v/-1) cC

Polynomfunktionen — rationale Funktionen
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Ideale und Teilbarkeit Ringe

Unterring ( eines Rings (R, +,0) ) subring
H C R ist Unterring von R (H < R)
: < (H,+,0) ist Ring
S H-HCHundHoHCH
(Links-)Ideal H : < H—-H C H, RoH CH ideal

( R kommutativ, mit 1)

Einheitengruppe  R*:={e € R | (3e') e'e =1} (invertierbar)
reR* < R=rR (= (r))
Klasseneinteilung r~s:& serR” assoziiert
Hauptideal (monogen) I =aR = (a) (von a erzeugt)
(a~b < a/bAb/a) a/b & bR C aR (Teilbarkeit)
Hauptidealring R : < Jedes Ideal ist Hauptideal (in Z: ggT!)
7 Primideal : < R/ Integritétsbereich
S maximales Ideal : < < R/S Korper
S # R und SCHCR = (H=S)V(H=R) (H Ideal)
p Primelement : < p/ab = p/aV p/b < pR Primideal
q irreduzibel : & ¢g=1rr" = re R*Vr' € R* < pR mazimal
(prim = irreduzibel) als Hauptideal
Ring-Homomorphismus p:R— S
Kern von ¢ ker p := @ 1O} <R (beidseitiges) Ideal
Kongruenz a=0b (modkery) & p(a—b)=0 kerp<(R,+)
Projektion p1:R— R/kerp, r—r+kerp surjektiv
w2 R/kergo — S, r+kerp— o(r +kerp) = p(r) injektiv
Einbettung R/kerp =2 ¢p(R) < S
Homomorphiesatz (fiir Ringe) (kanonische Zerlegung)
R
! N P =p10p

R/kerp — S
Homomorphismus p:R— R/I, r—r+1 < I beidseitiges Ideal
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