Grundbegriffe Kettenbriiche
aeR a=a+p woa€e€Zund 0<p<1
Schreibweise: a =: |« und o =: {a}
rekursiv: a = ag + 0o ag € 7
1
(ok-1#0) = ak + 0Ok
Ok—1
; — |1 ._ 1
mit 1 < ag 1= {EJ , Ok i= {Qkfl}
1
Einsetzen ergibt: a=ag+
ai + 01
1
a=ag+ etc.
ai +
az + 02
(regelmdpiger) Kettenbruch (endlich oder unendlich)
1
ag + 1 =: [ap; a1, az, a3, aq, . . |
a1 + 1
a3+ =~
a4 + —

(k-ter) Naherungsbruch ay = [ag;ar,az, . .., ag]
a = £ rational (Rekursion)
p 70 1

p=apq+To —=ao+ — =ao+
q q o
P 1
q=airo +11 - =ap+ T
q a1 + —7To
Tk+1
Th—1 = Qk+1Tk + Tk+1 b_ lao; a1, -+, (aky1 + 7"_1: )
— [ao; ai, -,ak-i-l,mil]
euklidischer Algorithmus = bricht ab!
Tn—2 = aprp—1 +0 g = [Cm;al,"',an]
(esist a, >2) = [ag; a1, -+, an—1,1]
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Ndherungsbriiche Kettenbriiche

Kettenbruch a = [ag; ay, az, az, - - | continued fraction
Néaherungsbruch a = [ap; ar,az, -+, ag) k-th convergent
a—a—@ @_ao-l-i—O
00T % ao-0+1
1 apay + 1 p1 aipo+ 1
o =ag+ — = —_ —_— =
ap ay @1 a1qo+0
B 1 ax(amag+1)+ay P2 a2p1 +po
@2 =00t = asa; + 1 G asq1 + a0
a; + — 201 q2 241 T qo
az
_ 0 _ 1
setze p—2 = — und b1 = —
q—2 1 q-1 0
Induktionsannahme: Pk = QkPk—1 + Pk—2
qk = akqr—1 + qk—2
1
angewendet auf ap, = lagsar, -+, ak_1, ay] ay, = ai +
QK41
ap + Pk—1 + Pk—2
o — Dk _ QpPr—1+ Pr—2 _ ( akH)
k— 0 -
B et Qo2 (ar + V-1 + qr—2
Q41

aps1(arpr—1 + Pr—2) + Pr—1

ap41(0kqr—1 + qr—2) + qr—1
wegen ergibt das
/ _ Qk1Pk + Ph—1 _ Phk+1

Oék: 1= oG = =
- F Ak+19k T qk—1  Qk+1
(Lemma) Pra1Qr — PrQre1 = (—1)F (Induktion)
= Anwendung: lineare diophantische Gleichungen
Folgerungen: p,. 7 und ¢ T (streng monoton)
Intervallschachtelung (streng monoton)
ok, aop+1] sowie (aopy1 — )]0

(Diophantische Approzimation) (p=pr, ¢=qx )

1
o — B‘ <= (,beste Approximation)

q q
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Spezialfille Kettenbriiche

Kettenbruch a = [ag;ay, - ay (Teil-)Nenner
periodisch ar = agqp fir k> K +1
= a=lag;a1, - ,ar,] =[ag;a1, -, axyp, ]
o = [aK41;0K+2, K43,
~ o= O/K+1 _ O/IPK +Pr-1 _ O/IPK+P + Pr+P-1 _ O/K+P+1
a'qr + qr -1 a'qx+pP t 4x+pP—1

daher: a=r+sVd r,s € Q,deN
Bemerkung: Ao? +Ba+C=0 A, B,CeZ
o1 €Qa) A+ Bo+C' =0 A B, C' e
Qo & —ag
wobei B2 — 4AC = B"? — 4A'C’ (gleiche Diskriminante)
ferner gilt: Koeffizienten beschréinkt (nur abhdngig von o !)

= nur endlich viele g, also: periodisch!

Die Kettenbruchentwicklung o € R ist (gemischt) periodisch
& o€ Q(WVd) (deN) (quadratische Irrationalitit)

Beispiele:
goldener Schnitt lira=a:(1+a) (a?2—a—-1=0)
1++/5 1
= =|1;1,1,... =1+ —
o= ] (a=140)
wobei Pk+1 = Pk + DPk—1, qk+1 = qk + Qr—1
1 2 3 5! 8 13 F)
=t o222 i (Fibonacci-Zahlen F,,)
1 1 2 3 9 8 Fy,
(Eulersche Zahl) e =[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,.. ] (Euler)
T =1[3;7,15,1,292,1,1,.. ] (keine Regel bekannt)
4 1
— =1+ 9 (Lord Bouncker)
T 2+ 5%
2+ — 19

2+ —
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