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p(x) = xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0 ���^�a�?�����
p(α) = 0 (ai ∈ Q) α � �5 �¡�¢�£ �L¤5¥E¦�§ ¡©¨ �L§ � �^�«ª<�����E�^	��r�'�<�c�����
p(α) = 0 (ai ∈ Z) α   � ��¬�¡ � �a �¡�¢�£ �^¤a¥o¦�§ ¡_¨ �^§ � �^�«ª<�����E�^	��­	I�'�C��ª<���

Qd = Q(
√

d) = Q +
√

dQ ®?¯��^° £ ��±2¤a¥o¦�§ ¡�£_¨ �^§ �5²L³�£o´8¡�£ µ �k�`¶^�o�^��	��\·����a¶
Z + iZ ⊂ Q(

√
−1) ⊂ C ¸/�L¯�¹�¥o¦�§ ¡/  � ��¬�¡º¨ �^§ �5¡��¼» �^������	��^�@	I�'�d��ª<���2�

N(q+r
√

d) := (q+r
√

d)(q−r
√

d) = q2−r2d ½ �^£o� ¤ � Qd

Id := {α ∈ Qd | N(α) ∈ Z}   � ��¬�¡º¨ �^§ �a¡�� ¤ � Qd

N(α) = ±1 ¾,¤ � § ¡ ¤¿± ¡�� ¤ � IdÀ �RÁj¶RÂ/Ã
d ®�¯'�^° £ �L±oÄ £E¡ ¤IÅ

x2 − y2d = n ��¡��5� ¥o¦�§ ¡ ¸ �5¡ ¤5¦�§�¯ �� 
Id = Z(

√
d) = Z +

√
dZ d ≡ 2, 3 mod 4

Id = 1/
2

Z(
√

d) = 1/
2

Z + 1/
2

√
dZ d ≡ 1 mod 4

¾,¯ ²�� ¤5°k¤5¥E¦�§ ¡�£_Æj�5 ^��£ ¤¿±2§ � ¯�¥­¤ � Id Ç ���oÈ�É^ª��
	�� � ¶?���_Ê/���;�_ËÌ 	IÍR	H��	����t�Î	I�\Ïn����� Ð��'�����
∃γ, δ

α, β ∈ Id ⇒ α = βγ + δ, N(δ) < N(β)

¾,¯ ²�� ¤5°k¤5¥E¦�§ ¡�£�Ñ ¤ ��  : ⇔ ÒV¤¿Ó?¤5¥E¤ ��� Ä)Ô £ � �a�a¡ α, β Õ �����
	�¶?�o�^�%¶?���c�^	I�
Ö �^¯ ´ ±o¤5° ¡ � �a£ ¤ ��  : ⇔ × ¡ ° ¡ ¥jØd° ¡ � � Ö �^¯ ´ ±o¤5° ¡ � � Ù �;	I�|��	 Ù �^��	�¶?�o�^���;	I��ª
¨�� ¾WÚ Ñ ¤ ��  À ¡ ¤ � ° ¡ ¯k±2¤  �¡/�,£ ¤ �c¬ �^§ �a¬�¡�£o�a¡�  ¯ �k  Å�<�'	 µ �'�\���?���d����	aÈR�^��	����%¶?���c�^	I� ÇRÛ�Ü Ì Ë�^�'� �kÝ Ä�� ² ± ��£ ¤ ¡��a�5¡�£­Ñ ¤ ��  ���?���d���;	��^���;	I��ª

: ⇔ ¡ ¤ � ° ¡ ¯k±o¤  �¡B¨|¡�£E�5¡�  ¯ ��  ¤ � ¤ £E£o¡ °k¯ ¬ ¤ ¢��a¡ ¾ �5¡��]¡�� ± ¡
¡ ¯ ²�� ¤a°�¤a¥o¦�§ ⇒ Ö �L¯ ´ ±2¤a° ¡ � �5£ ¤ �k  ⇒ Ä�� ² ± ��£ ¤ ¡��5�

Id ¡ ¯ ²�� ¤5°k¤5¥E¦�§ ⇔ d = −1,−2,−3,−7,−11

d = 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 47, 57, 73
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öV÷ �Iø#ù ÷8ú �
À�û �?¡�üc¬ ¤ ¡�� ± ¡���£ ¤ ��  R Å (a0, a1, · · · , an) ∈ Rn+1

�����¿�<�k��� a = anxn + an−1x
n−1 + · · ·a1x + a0ý ¯ �]�c¡ a + b := (ai + bi)

:= (an + bn)xn + · · · + (a1 + b1)x + (a0 + b0)

�,£E� °�¯ ² ± ab := c
�Î	I�

ci =
∑i

j=0 ajbi−j Ç�Ü �^�
���<��ª�Ë
:= (anbm)xn+m + (anbm−1 + an−1bm)xn+m−1+

· · · + (a1b0 + a0b1)x + a0b0Ä �^£o� � �a¡º��� ± ¡���¬�£E¡ ¤a§ ¡ ∑∞
i=0 aix

i (ai) ∈ R∞

�����¿�<�k��� ⇔ ai = 0 Ä)Ô £ Ä��L¥E±j� �a�5¡ i

�����¿�<�k���]£ ¤ ��  R[x] Ô ¢8¡�£ R (R[x], +, ·)
grad a := max{i | ai 6= 0} grad 0 := −∞
grad (a + b) ≤ max{grad a, grad b} grad ab ≤ grad a + grad b

R � ¯ �5� ± ¡ ¤ �a¡�£ Ä £o¡ ¤ ⇒ grad ab = grad a + grad b

a ¾,¤ � § ¡ ¤a± ¡�� ¤ � R[x] ⇔ a = e, e ∈ R∗ Ç 
`���k���N�^�'�d���_þn���
ÿ��|���_Ë
�����¿�<�k��� Ä)¯ ��² ±2¤ ��� Ç È��ZË a Ç � Õ Í��^�
�k�^��	������ Ë

f(a) : R → R, r 7→ a(r) :=
∑

i air
i

Ñ ¤ ��  R(x) ° ¡�£j�����¿�<�k��� Ä)¯ ��² ±2¤ ����¡�� Ç É������ R
Ë

(R(x), +, ·)
Ñ ¤ ��  Ú Ö ���]���]��£o´ §�¤5¥ � ¯�¥ ϕ : R[x] → R(x), a 7→ f(a)

�����¿�<�k���]¡ Ô ¢8¡�£ R R[x] ∼= R(x)

Zp(x) : xp − x = 0 ⇐ xp ≡ x mod p Ç � � �H��	I�|��� Ü �����c�^�����	�	
	���
����Ë
⇐ rϕ(m) ≡ 1(m) Ç Õ �?�H�����
��

���	�	��Ë ⇐ g|G| = e Ç�� �!ª��E�^��ª<���
���
���
���
����Ë
Ç�� 	I� �R����Ë (p − 1)! ≡ −1 mod p ⇔ p/((p − 1)! + 1) ↔ p ´�£ ¤ �
R
û ³�£E´6¡�£ ⇒ R[x] ¡ ¯ ²?� ¤a°�¤5¥E¦�§ Ç ���oÈ��Eª<���%�^�;�

grad a
Ë

À ÒV¤¿Ó<¤a¥o¤ ���t� ¤¿± Ñ­¡ ¥E±�Å Ç ��	I�8¶?���?��	¿ª�Ë
a, b ∈ R[x] ⇒ ∃q, r a = bq + r grad r < grad b

⇒  � ����'¡ ¤ � ° ¡ ¯<±2¤  �¡©¨|¡�£o�a¡�  ¯ ��  ¤ � ¤ £E£o¡ °�¯ ¬ ¤ ¢��a¡B�����¿�<�k���]¡
a(r) = 0 ⇒ a = (x − r)a′ Ç r 	H���,Ê_�?�I� ���d���I�H�CË

⇒ ¾,¤ �k¡º�����¿�<�k��� Ä)¯ ��² ±2¤ ��� a §��L±n§ ³ ¦�§�¥E± ¡�� ¥ grad a ½j¯ �5� ¥E± ¡��a�5¡����
�! ù#"#� ú �?ù%$!�'�����&$�'("#���w���)���?���Z� Ç�» �^�*)�Ë+ ¡ ° ¡ ¥ ���^�a�?����� Ô ¢6¡�£ C ¬�¡�£ Ä-, �a� ±­¤ �/. ¤ ��¡ � £ Ä�� ² ± ��£E¡����Þ
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