Kaérper und Gruppen Galois-Theorie

Evariste Galois (1832)
Polynomfunktion ( Grad n )
p(z) = apa™ + ap_12" '+ -+ ap =0 € Clz]
Fundamentalsatz der Algebra (Carl Friedrich Gauf)
= Nullstellen (Wurzeln) &1,&2,--+,&, € C zeroes (roots)
pl) = anle — €)@ — &) (2 — £)
(elementar- )symmetrische Funktionen ai/ag = sk(&1,€2, . &n)

( invariant gegen Permutation der & )

Koeffizientenkorper ay, adjungieren
K :=Q{ag,a1,az2, --,an-1} CC (an=1)
Zerfallungskorper (galoissche) Korpererweiterung ( Grad < n )

KCN:=K(&,&,--+,&)CC field extension
Automorphismen-Gruppe
G:={a]la:N— N, (VaeK) a(a)=a}

es qult: Nullstelle — Nullstelle
a(&) =¢§; (j passend )

daher Q> Og 0., Permutation
(Wirkung) a(&;) = 0a(&) auf {&1,&2, -+, &0}
oder dquivalent o Og 0., Permutation
a(&) = &a(7) auf {1,2,---,n}

also G =2 0(G) < S, Galois-Gruppe von p(z)
Untergruppe Zwischenkorper = Fixkorper zu G
LHauptsatz* H<G < K<F<N (Bijektion)

Untergruppen von G < Oberkorper von K

K:F0<F1<"'<Fk<Fk+1:N<—>
— {G}ZHk+1<Hk<"'<H1<H0:G
Grad der Erweiterung von F; auf Fj, = Index von H;,; in H;

allgemeine Gleichung n-ten Grades Galoisgruppe 5,
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Galois-Theorie Anwendungen

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
Die folgenden klassischen Aufgaben sind

wmit Zirkel und Lineal” nicht 1osbar:
Wiirfelverdoppelung (Delisches Problem) Ja e N = 3 teilt Grad

Quadratur des Kreises:

(Lindemann 1882) 7 ist transzendent. = m,\/m 1w

< (YpeClx]) p(m) #0  Grad nicht endlich
Winkeldreiteilung ( Grad von sin ¢/3 iiber sin ¢ )
regelmafiges n-eck (Gauf 1796)
konstruierbar < n=2pips - pm pi =250 41
(Fermatsche Primzahlen) 3,5,17,257,65537 p=2% +1 (alle?)
(Satz von Abel) Niels Henrik Abel (1826)

Die allgemeine Gleichung n-ten Grades (n > 5)
ist nicht durch Radikale l6sbar.

Losung durch Radikale LVARER VIR

«— Folge von reinen Gleichungen 2" —a =0, 2™ —b =0, ...

Grundkorper K =Q(a, () ¢, Einheitswurzel
Galoisgruppe von K < K({/a) C, zyklisch (kommutativ)
(nsCmya € K, be Fy == K({/a), Fy := Fy(V/b) (zwei Radikale)

K=FI<F <F & G <G (iiber K )
Ve, B € Gp) = afa" ' el (Kommutator)

daher: Folge von Erweiterungen durch Radikale =
Gi<Gy<---<Gp1 <G, =09,
mit G kommutativ
aber: Der Kommutator der Dreierzyklen enthélt alle Dreierzyklen
fir S, (n > 5) (Rekursion) = (1 enthilt alle Dreierzyklen
= (G ist nicht kommutativ Widerspruch! i
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